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I. 

lieber  die  Stabilität  der  ScldlTe. 

Von 

dem  Herausgeber. 


Einleitung. 

Die  für  die  Schiffsbaukunst  so  wichtige  Lehre  von  der  Stabi- 
lität der  Schiffe  ist  mit  der  allgemeinen  physikalischen  oder  me- 
chanischen Lehre  von  der  Stabilität  schwimmender  Körper  im 
Garnen  einerlei,  und  daher,  abgesehen  von  ihrer  grossen  prak- 
tischen Wichtigkeit,  von  so  allgemeinem  Interesse,  dass  eine  auf 
einige  Eigentümlichkeit  Anspruch  machende  Darstellung  dersel- 
ben an  diesem  Orte  wohl  gerechtfertigt  erscheint.  Was  die  im 
Folgenden  gegebene  Behandlung  dieser  wichtigen  und  interessan- 
ten Lehre  betrifft,  so  weiss  ich  sehr  wohl,  dass  sich  dieselbe 
ans  noch  allgemeineren  Gesichtspunkten,  als  hier  geschehen  ist, 
namentlich  in  analytischer  Beziehung,  auffassen  lässt;  ich  hatte 
aber  für  jetzt  die  Absicht,  mich  möglichst  dem  Bedürfnisse  der 
Praxis  anzubeauemen  und  mich  eben  nur  auf  das  lür  den  prakti- 
schen Gebrauch  Wichtigste  zu  beschränken , wozu  mir  eine  in 
höchster  analytischer  Allgemeinheit  durchgeführte  Behandlung  we- 
niger geeignet  schien.  Auch  habe  ich  einiges  Bekannte  aus  der 
allgemeinen  analytischen  Mechanik  aufgenoiinuen , um.  nichts  wei- 
ter als  die  Lehren  der  Statik , namentlich  die  sechs'  allgemeinen 
Bedingangsgleichungen  des  Gleichgewichts , als  bekannt  voraus- 
zwetzen.  Bemerken  will  ich  aber,  dass  bisher,  namentlich  von 
Botigoer  im  Traitd  du  navire  und  von  Euler  in  der 
Scientia  navalis,  wo  wohl  überhaupt  die  erste  wissenschaft- 
liche Begründung  dieser  wichtigen  Lehre  gegeben  worden  ist, 
immer  bloss  der  eingeschränkte  Fall  unendlich  kleiner  Drehungs- 
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winkel  in’s  Auge  gefasst  worden  ist,  was  mir  für  den  praktischen 
Gebrauch  nicht  ganz  hinreichend  zu  sein  scheint.  Deshalb  habe 
ich  im  Folgenden  bei  den  allgemeinen  Gesetzen  diesen  einge- 
schränkten Gesichtspunkt  verlassen , und  glaube  gezeigt  zu  haben, 
dass  diese  Gesetze  nur  sehr  wenig  von  ihrer  Einfachheit  verlie- 
ren, wenn  man  dem  Drehungswinkel  eine  endliche  bestimmte 
Grösse  giebt,  was  mir  namentlich  für  die  Schiffsbaukunst  wichtig 
zu  sein  scheint.  Und  wenn  ich  auch  glaube,  meine  folgende  ana- 
lytische Entwicklung  als  eine  mir  ganz  eigenthiimliche  beanspru- 
chen zu  dürfen,  so  darf  ich  doch  auch  nicht  unbemerkt  lassen, 
dass  schon  Atwood  in  einer,  wie  ich  weiss,  namentlich  in  Eng- 
land sehr  geschätzten  Abhandlung,  die  man  in  den  Philosophi- 
cal  Transactions  findet,  den  eingeschränkten  Gesichtspunkt 
unendlich  kleiner  Drehuugswinkc!  aufgegeben,  und  zu  Drehungs- 
winkeln von  einer  endlichen  bestimmten  Grösse  sich  erhoben  hat. 
Seine  Darstellung  ist  aber,  wie  dies  in  England  früher  fast  immer 

Sewühnlich  war,  durchaus  synthetisch,  und  gelangt  nicht  zu  der 
.llgemeinheit  der  Betrachtung,  welche  die  analytische  Darstel- 
lungsweise zu  gewähren  im  Stande  ist,  wenn  auch  das  sonstige 
Verdienst  solcher  synthetischen  Darstellungen  von  mir  keineswegs 
in  Frage  gestellt  werden  soll.  Um  übrigens  diese  Abhandlung 
für  jetzt  nicht  zu  weit  auszudehnen , habe  ich  mir  verschiedene 
specielle  Anwendungen  der  in  derselben  entwickelten  allgemeinen 
Lehren  für  einige  spätere  Aufsätze  Vorbehalten  müssen,  und  be- 
merke schliesslich  nur  noch , dass  auch  die  unmittelbar  mit  der 
Stabilität  zusammenhängende  allgemeine  Theorie  des  Rollens  oder 
Schlingerns  und  Stampfens  der  Schiffe  (le  roulis  et  le  tangage) 
in  der  vorliegenden  Abhandlung  gegeben  worden  ist,  um  in  der- 
selben auch  hierfür  eine  theoretische  Grundlage  für  einige  später 
folgende  specielle  Auwendungen  zu  gewinnen.  Eine  noch  allge- 
meinere analytische  Behandlung  behalte  ich  gleichfalls  einer  spä- 
teren Abhandlung  vor. 


§■  »• 


Bevor  wir  zu  dem  eigentlichen  Gegenstände  dieser  Abhand- 
lung übergehen,  wollen  wir,  um  derselben  eine  möglichst  allge- 
meine Verständlichkeit  zu  sichern,  die  allgemeinen  Gleichungen 
der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  entwickeln,  ohne  dabei 
andere  mechanische  Sätze  als  die  bei  dieser  Entwickelung  nicht  zu 
umgehenden  Principien  der  Statik  oder  Gleichgewiehtslehre  vor- 
auszusetzen,  weil  ohne  die  Kenntniss  der  in  Rede  stehenden  all- 
gemeinen Gleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern 
und  einiger  daraus  abgeleiteter  Sätze  eine  völlig  deutliche  und 
gehörig  wissenschaftlich  begründete  Einsicht  in  das  Fnlgende 
nicht  erlangt  werden  kann,  die  Kenntniss  dieser  allgemeinen  Glei- 
chungen der  Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  aber  auch 


Ogitized  by  Google 


3 


noch  für  verschiedene  andere  Gegenstände  der  nautischen  Wis- 
senschaften, die  wir  späterhin  in  besonderen  Abhandlungen  zu 
besprechen  denken , von  grosser  Wichtigkeit  ist. 


J.  2. 

Zu  dem  Ende  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Schwerpunkte 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Körpern  zu  einem  Systeme  mit  ein- 
ander verbunden  seien,  und  wollen  uns  zugleich,  was  bekanntlich 
«erstattet  ist,  die  Massen  dieser  Körper,  welche  durch 


T/I  , T/Ij  t 7712  » Wj  > Wl|  , • • • 

bezeichnet  werden  mögen , in  ihren  respectiven  Schwerpunkten 
vereinigt  denken,  wodurch  das  in  Rede  stehende  System  von 
Körpern  auf  ein  blosses  System  materieller  Punkte  reducirt  wird. 

Setzen  wir  nun , dass  auf  alle  diese  Punkte  Kräfte  wirken, 
welche  denselben,  wofern  sie  nicht  unter  einander  verbunden 
wären,  durch  momentane  Wirkungen  nach  gewissen  bestimmten 
Richtungen  respective  die  Geschwindigkeiten 


«,  «!,  tt*,  «3,  «4 

crtheilen  würden;  so  werden  dieselben  wegen  ihrer  Verbindung 
unter  einander  sich  nicht  mit  diesen  Geschwindigkeiten  nach  den 
entsprechenden  Richtungen,  sondern  nach  gewissen  anderen  Rich- 
tungen mit  gewissen  anderen  Geschwindigkeiten,  die  wir  respec- 
tive durch 


v,  vi,  r2,  r3,  r4,  

bezeichnen  wollen,  bewegen.  Renken  wir  uns  die  Kräfte,  welche 
nach  ihren  Richtungen,  wenn  man  sich  die  in  Rede  stehenden 
Punkte  nicht  unter  einander  verbunden  denkt,  sondern  jeden  der- 
selben als  einen  freien  Punkt  ansieht,  die  Geschwindigkeiten 


fl,  f/|  , Mj,  U 3,  H4,  • •••• 


bervot bringen,  aus  den  Kräften,  welche  nach  ihren  Richtungen 
die  Geschwindigkeiten 

, ra,  »3 , p4,  

hervorbringen,  und  gewissen  anderen  Kräften,  die  nach  gewissen 
Richtungen  die  Geschwindigkeiten  . 


tC , tC j,  Wj,  t&2  , W4, 

hervorbringen,  zusammengesetzt,  so  können  wir  statt  des  ersten 

1* 
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Systems  von  Kräften  die  beiden  anderen  Systeme  setzen.  Da  es 
sieh  hier  nur  um  eine  momentane  Wirkung  der  Kräfte  handelt, 
so  sind 

mu,  nijttj,  m3u3,  m4u4 


mr,  rn,r,,  w«*r*,  niji’j,  m4r4, 


mw,  mlwi , m2tr2 , vi3 !ü3  , m4)P4 , .... 


die  Maasse  der  auf  die  einzelnen  Punkte  in  den  drei  Systemen 
von  Kräften  wirkenden  Kräfte,  oder  die  sogenannten  Quantitäten 
der  Bewegung;  und  es  bringen  also  unter  allen  Bedingungen,  man 
mag  sich  die  Punkte  des  Systems  als  frei  oder  als  unter  einan- 
der verbunden  denken,  die  Kräfte 

me,  m,r, , m2r2,  w3e3,  m4e4 ; 

wie,  niltrl,  m2w2 , maw3,  m4te4 

ggnz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

mu,  mjf/j , tn2ii2 , m3u3 , 

Denkt  man  sich  aber  die  Punkte  als  unter  einander  verbunden, 
so  bringen  die  Kräfte 

mp,  f7i|P| , m2r2,  m3r3 , m4r4,  

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 


tun,  m,a, , m2u2 , m3u3,  m4ti4 

Also  bringen,  wenn  man  sich  die  Punkte  des  Systems  unter  ein- 
ander verbunden  denkt,  die  Kräfte 


wir,  , ?//2r.2 > W4F4, ..... 

ganz  dieselbe  Wirkung  hervor  wie  die  Kräfte 

7/IP,  fWjPt , W3P3  , 77I4P4,....  5 


Tritt?,  rrtjiPj , m^w.z>  7/i3tr3,  7714*04,  ....; 

«voraus  sich  ergiebt,  dass  unter  derselben  Voraussetzung,  ««ciin 
man  sich  nämlich  die  Punkte  des  Systems,  «vie  es  übrigens  auch 
schon  der  Begriff  eines  Systems  an  sich  fordert,  unter  einander 
verbunden  denkt,  die  Kräfte 


mw , tnx  «Pj , m2tc2 , »h3  ics  , m4tr4 , 

unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  aber  ferner  auf  der  Stelle  ganz  von  selbst, 
dass  an  den  zu  einem  Systeme  verbundenen  Punkten  auch  sowohl 
die  Kräfte 
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mu,  m,a, , m-iti., , m3u3 , m4n4,  .... 

und  die,  in  Bezug  auf  ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach  ent- 
gegengesetzten Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 

wir,  m,e, , m2r2,  m3Cj,  m4c4 , 

als  auch  die,  in  Bezug  auf  ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  wirkend  gedachten  Kräfte 


mit,  ntlul , in.,  Uz  ■ m3u3,  m4u3, 


und  die  Kräfte 


mc,  in,»,,  m2r2 , m3c3,  m4rt , . 
unter  einander  im  Gleichgewichte  sein  müssen. 
Die  Kräfte 


mu,  m,u, , »JjUj,  m4u4 

pflegt  man  die  ursprünglich  m itgetheilten  Quantitäten 
der  Bewegung  zu  nennen;  dagegen  nennt  nmn  die  Kräfte 

mv,  m,c,,  m2c2,  «13C3,  n/4c4, 

die  wirklich  Statt  findenden  Quantitäten  der  Bewe- 
gung; endlich  heissen  die  Kräfte 


mic,  10,10,,  m2u)2,  in3u>3,  «i4rc4 , .... 

die  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Be- 
wegung. 

Mit  Rücksicht  hierauf  lässt  sich  das  Vorhergehende  in  dem 
folgenden  Satze  zusammenfassen  : 

1.  ln  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  findet  zwischen  den  ursprünglich  mitgetheil- 
ten  Quantitäten  der  Bewegung  und  den,  in  Bezug  auf 
ihre  ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetz- 
ten Richtungen  genommenen  wirklich  Statt  findenden 
Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

2.  ln  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
von  beliebigen  momentan  wirkenden  Kräften  sollicitirt 
werden,  findet  zwischen  den,  in  Bezug  auf  ihre 
ursprünglichen  Richtungen,  nach  entgegengesetzten 
Richtungen  genommenen  ursprünglich  mitgetheilten 
Quantitäten  der  Bewegung  und  den  wirklich  Statt  fin- 
denden Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

3.  ln  jedem  Systeme  materieller  Punkte,  welche 
von  beliebigen  momentan  wirkend  en  Kräften  sollicitirt 
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werden,  findet  zwischen  deu  gewonnenen  und  verlore- 
nen Quantitäten  der  Bewegung  Gleichgewicht  Statt. 

Dieses  sehr  wichtige  allgemeine  Princip,  durch  welches  die 
Möglichkeit  dargeboten  wird,  jede  Frage  über  die  Bewegung  eines 
Systems  materieller  Punkte  zu  einer  blossen  Aufgabe  über  das 
Gleichgewicht  zu  machen,  oder  überhaupt  die  Probleme  der  Be- 
wegungslehre auf  die  Probleme  der  Gleicbgewichtslehre  zurück- 
zuführen, wird  nach  seinem  Erfinder,  dem  berühmten  französi- 
schen Philosophen  und  Mathematiker  d’Alembert,  das  d'Alem- 
bert'sche  Princip  in  der  Mechanik  genannt.  Wir  wollen  das- 
selbe nun  zu  der  Entwickelung  der  allgemeinen  Gleichungen  der 
Bewegung  eines  Systems  von  Körpern  anwenden. 


§.  3. 


Die  einzelnen  Punkte  des  iiu  Vorhergehenden  betrachteten 
Systems  wollen  wir  von  jetzt  an  der  Kürze  wegen  durch  die  ent- 
sprechenden Massen,  uLso  durch 


m , inl , rn-i , ui3 , 

bezeichnen,  und  wollen  annehmen,  dass  am  Ende  einer  gewissen 
Zeit  t die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  Bezug  auf  ein  beliebig 
angenommenes  rechtwinkliges  Coordiuatensystem  respective 

xi  y>  *>  xi  > jti  i *i  5 *2>  yt’  -z ! *i>  y*>  *3»  •••• 

seien,  indem  wir  alle  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit 
t betrachten. 

Von  allen  Punkten  des  Systems  wollen  wir  jetzt  als  Reprä- 
sentanten der  übrigen  nur  einen,  etwa  den  Punkt  w»,  in’s  Auge 
fassen,  bemerken  aber  sogleich,  dass  die  ganze  folgende  Betrach- 
tung völlig  in  derselben  Weise  auf  Jeden  anderen  Punkt  des  Sy- 
stems anwendbar  sein  wird.  Am  Ende  der  Zeit  t,  wo  bekannt- 
lich x,  y,  x die  Coordinaten  des  Punktes  m sind,  sei  r die  in 
Folge  der  Bewegung  des  Systems  wirklich  Statt  findende  Ge- 
schwindigkeit des  Punktes  m,  und  r sei  der  Weg,  welchen  die- 
ser Punkt  bei  der  Bewegung  des  Systems  in  der  Zeit  t zurück- 
gelegt hat  Lässt  mau  die  Zeit  t um  dt  wachsen,  so  wird  s um 
ds  wachsen,  und  da  man  die  Geschwindigkeit  des  Punktes  tu  in 
dem  Zeitintervalle  dl  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  als  constant 
' oder  seine  Bewegung  in  dem  Zeitintervalle  dt  mit  desto  grösse- 
rer Genauigkeit  als  gleichförmig  betrachten  kaun,  je  kleiner  dt 
ist,  so  ist  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist. 

d$—vdt  oder  • 

dt 

Also  ist  offenbar  die  Geschwindigkeit  t>  selbst  in  aller  Schärfe  die 

• /fjf 

Gränze,  welcher  der  Differenzenquotient  eich  nähert,  wenn 
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Al  sich  der  Null  nähert,  d.  h.  nach  den  Begriffen  der  Differen- 
tialrechnung, es  ist  mit  völliger  Genauigkeit 

dt 

V~dt  ’ 


wobei  man  nicht  aus  den  Augen  zu  lassen  hat,  dass  die  vorher- 
gehende ganz  allgemeine  Betrachtung  durchaus  keine  besondere 
Beschaffenheit  des  Wegs  t voraussetzt,  und  dass  also  die  obige 
Differentialgleichung  gilt,  wie  auch  der  Weg  s beschaffen  sein 
mag;  dieselbe  gilt  folglich  ganz  allgemein,  der  Weg  t mag  eine 
gerade  Linie  oder  eine  beliebige  Curve  von  einfacher  oder  dop- 
pelter Krümmung  sein. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  180°  nicht  übersteigenden  Winkel, 
welche  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  p mit  den  positiven 
Theilen  dreier  durch  den  Punkt  (xy zj  gelegter,  den  primitiven 
Coordinatenaxen  paralleler  Axen  einschliesst,  durch  tp,  rp,  *;  so 
sind  die  parallel  mit  den  drei  primitiven  Axen  der  x,  y,  z ge- 
nommenen Composanten  der  Geschwindigkeit  c mit  gehöriger 
Rücksicht  auf  ihre  Vorzeichen; 


vcostp , ccosip,  ccos*; 

d.  i.  nach  dem  Vorhergehenden: 

St  dt  Ss 

co 6<p  gy  . cosip  • gy- , cos* . gy  • 

Non  ist  aber  offenbar  mit  desto  grösserer  Genauigkeit , je  kleiner 
Js  ist,  d.  i.  mit  desto  grösserer  Genauigkeit , je  kleiner  z 1t  Ist: 

zfj:=cos tp.dt,  dy~noerp.dt,  di~cos%.df, 

also  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  oder  dt  ist: 

dx  du  di 

cos <P  = 7Jt>  c°sV=^7,  cosx=^r4- 

Daher  sind  offenbar  in  völliger  Schärfe 
cosqp,  cosip,  cos* 

die  Gränzen,  denen  respective  die  Differenzenquotienten 

dx  dy  di 

~d~t’  dt’  dt 

sich  nähen»,  wenn  dt  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  dt  sich  der 
Noll  nähert;  und  nach  den  Begriffen  der  Differentialrechnung  ist 
folglich  mit  völliger  Genauigkeit : 

Bx  By  Bz 

tOStp  = fc  , costp  =gf,  co*  * = gy  ■ 
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Also  sind  nach  dem  Obigen 

dx  dt  dy  ds  dz  dt 

~SI'dt’  dt  St’  Si  dt’’ 

d.  i.  nach  einem  bekannten  Satze  der  Differentialrechnung 

dx  dy  dz 

di’  dt’  dt’’ 

die  parallel  mit  den  drei  Axen  der  x,  y,  z genommenen  Compo- 
santen  der  Geschwindigkeit  v , mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die 
diesen  Composanten  zukommeuden  Vorzeichen. 

Folglich  sind  am  Ende  der  Zeit  l+dt , welcher  die  Geschwin- 
digkeit v\  Jt  des  Punktes  m entspricht,  die  parallel  mit  den  Axen 
der  x,  y,  z genommenen  Composanlcn  dieser  Geschwindigkeit, 
immer  mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  diesen  Composanten  zu- 
kommenden Vorzeichen : 


Wenn  jetzt  überhaupt  P eine  stetig  wirkende,  aber  mit  der 
Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante  Kraft  be- 
zeichnet, welche,  au.1"  die  Mass.e  M wirkend,  in  der  Zeit  T die 
Geschwindigkeit  V hervorbringt,  so  sei  p eine  stetig  wirkende, 
aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  con- 
.stante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1 wirkend,  in  derZeit  1 die 
Geschwindigkeit  1 hervorbringt  Um  nun  die  Kräfte  P und  p mit 
einander  zu  vergleichen,  bezeichne  Pt  eine  stetig  wirkende,  aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante 
Kraft,  welche,  auf  die  Masse  M wirkend,  in  der  Zeit  T die  Ge- 
schwindigkeit 1 hervorbringt,  und  Pt  bezeichne  eine  stetig  wir- 
kende, aber  mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also 
constante  Kraft,  welche,  auf  die  Masse  1 wirkend,  in  der  Zeit 
T die  Geschwindigkeit  1 hervorbringt.  Dann  hat  man  die  folgende 
Zusammenstellung : 

P,  T,  M,  V; 

Pi.  T,  M,  1; 

Pt,  T,  1,  1; 

p,  1,  1,  1; 

und  cs  ist  folglich,  wie  leicht  erhellet: 

P:Pl=zV:  1, 

Pt.P2  = M:l, 

Pt.p=l:T; 
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also  durch  Zusammensetzung  dieser  Proportionen: 

P.p=MV : T, 

und  hieraus 


PT=  pftIV , also  V—  ^jr 

Setzt  man  aber  p—  1,  d.  h.  nimmt  man  eine  stetig  wirkende  , aber 
mit  der  Zeit  sich  nicht  verändernde  und  insofern  also  constante 
Kraft , welche,  auf  die  Einheit  der  Massen  wirkend , in  der  Zeit- 
einheit eine  der  Längeneinheit  gleiche  Geschwindigkeit  bervor- 
bringt,  als  Krafteinheit  an,  so  ist 


eine  allgemeine  Gleichung,  von  der  wir  sogleich  weiteren  Ge- 
brauch machen  wollen. 

Denken  wir  uns  nämlich  alle  auf  den  materiellen  Punkt  rn  aiu 
Ende  der  Zeit  t wirkende  Kräfte  auf  drei  den  angenommenen 
Coordinatenaxen  der  x,  y,  z parallele  Kräfte  X“,  Y',  Z‘  gebracht, 
was  bekanntlich  immer  möglich  ist,  so  sind,  weil  man  diese 
Kräfte  während  des  Zeitintervalls  dt  mit  desto  grösserer  Genauig- 
keit als  constant  betrachten  kann , je  kleiner  dt  ist,  -nach  dem 
Vorhergehenden 

X'dt  Y'dt  Z'dt 

m m ’ m 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


setzen, 

Xdt,  Ydt,  Zdt 

die  von  den  auf  den  materiellen  Punkt  t*  stetig  wirkenden  Kräf- 
ten X',  Y',  Z'  in  der  Zeit  dt  hervorgebrachten  Geschwindigkei- 
ten, mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist;  und  da 
nun  der  materielle  Punkt  m am  Ende  der  Zeit  t nach  dem  Obi- 
gen, parallel  mit  den  (’oordinatenaxen  der  x,  y,  z,  schon  die  Ge- 
schwindigkeiten 


Bx  By  Bz 
Tt  ’ Bi'  Bt 

als  Anfangsgeschwindigkeiten  hat,  so  sind,  parallel  mit  den  Coor 
dinatenaxen  der  x,  y,  z,  seine  Geschwindigkeiten  am  Ende  der 
Zeit  < + dt  : 
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5t  -Xdt,  + Ydl,  + Zdt\ 

mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist,  wobei,  wie 
wohl  kaum  noch  besonders  bemerkt  zu  werden  braucht,  vom  Ende 
der  Zeit  t an,  und  also  auch  am  Ende  der  Zeit  t\-dt,  der  mate- 
rielle  Punkt  m offenbar  als  ein  freier,  nicht  mehr  mit  den  übri- 
gen Punkten  zu  einem  Systeme  von  Punkten  verbundener  Punkt 
betrachtet  worden  ist. 

Nimmt  man  nun  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergiebt  sich 
auf  der  Stelle  ohne  alle  Zweideutigkeit,  dass  am  Ende  der  Zeit 
t-f  dt,  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist,  die 
den  Coordinatenaxen  der  x , y , i parallelen,  mit  den  gehörigen 
Vorzeichen  genommenen,  Composanten  der  gewonnenen  oder  ver- 
lorenen Quantitäten  der  Bewegung  des  Punktes  rn 


d.  i. 

m(Xdt — m(Y  dt — m(Zdt-~d^) 


sind. 

Auf  ganz  ähnliche  Art  sind  überhaupt  für  alle  Punkte 


TH  f 1H | » TTlt^f  TH 3 > j »•••  0 

des  Systems  am  Ende  der  Zeit  t-\-dt,  mit  desto  grösserer  Ge- 
nauigkeit, je  kleiner  dt  ist,  die  den  drei  Coordinatenaxen  der  x, 
y,  z parallelen,  mit  den  gehörigen  Vorzeichen  genommenen,  Com- 
posanten der  gewonnenen  oder  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung: 

m(Xdt — in(Ydt — m(Zdt — 
m^dt-d^fc),  (Y.dt-d^j),  mi(Z,dt-d3g); 
)ii,(Xtdt~d^),  mi(Ytdl—d h|t),  mt(Ztdt—d°^-)\ 
m^dt-d^),  n«g(  Ytdt—d ) , ,«3  (Ztdt-d^-); 

U.  8.  W. 
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«ad  da  nun  iu  Folge  von  d’Alembert's  Prineip  zwischen  den  ge- 
wonnenen und  verlorenen  Quantitäten  der  Bewegung  aller  Punkte 
des  Systems  stets  Gleichgewicht  Statt  finden  muss,  so  erhalten 
wir  nach  den  allgemeinen  Bedingungsgleichungen  für  das  Gleich- 
gewicht eines  völlig  freien  Systems,  welche  wir,  wie  schon  in 
der  Einleitung  erwähnt  worden  ist,  hier  als  bekannt  voraussetzen, 
die  folgenden , mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je  kleiner  dt  ist, 
fettenden  Gleichungen: 

2n(Xdt— d°f)=0,  2 m ( Ydt  — d ) = Ü , 2m(Zdt—J  %)=*)•, 

*(  Ydt-d - y (Xdt  - d ~ ) | =0 , 
2m\y(Zdt-d  ~ ) - i(  Ydt-d^ ) |=0, 

r\  r\ 

2m  1 1( Xdt—  d ^ ) - x(Zdt — d 3Z- ) | =0; 
oder,  wie  leicht  erhellet: 

HX-7f)=0’  *•( z”(z— ^Ö=0i 


Weil  diese  Gleichungen  mit  desto  grösserer  Genauigkeit  gelten, 
je  kleiner  dt  ist,  so  erhält  man  die  völlig  genauen  Gleichungen, 
wenn  man  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  dt  sich  der  Null 
nahem  lässt,  und  zu  den  Gränzen  übergeht.  Dadurch  erhält  mau 
aber  nach  den  bekannten  Begriffen  und  Bezeichnungen  der  Diffe- 
rentialrechnung auf  der  Stelle  die  folgenden  Gleichungen : 

Zm(X-jß)  = 0,  2m(r-^)  = 0,  2,n(Z-%*)  = 0; 

2 m |*(F—  ) — ,v(*—  ) |=0. 


t 
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2m  ^y(Z  — g(*  ) ( — 0» 

2l»!l(I-a5)-4Z-p)i=0i 


oder  die  Gleichuiigcu : 

• 2m-^  — 2mX,  2m^^-  = 2mY,  2 m g^,  — 2inZ; 

2m  (x  ^ — y )=  ■£»»(*  Y— yX)  , 

~~l'%p^=  2m(yZ—~z P) , 

2m  (i  ^ — x g^§  )= £m(tX—xZ) ; 
oder  auch  die  Gleichungen: 

2m&x  = 2mXoP , 2mXPy= 2m  YdP,  2mdh  = 2mZSP ; 
2m(xoPy  —y&x)  = 2m{x  Y—  yX)  dP , 

2m(ydh  — i S*y)  = 2m(y'L  — z Y)dP, 

2m(zc1x-x8h)  = 2m(zX  - xZ)SP. 

Ist  das  System  um  einen  festen  Punkt  drehbar,  so  erhält  man 
nach  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  den  festen  Punkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  annimmt,  für  die  Bewegung  des  Sy- 
stems bloss  die  drei  folgenden  Gleichungen: 

2m  (x  Yfi  —yjü T)=-£m(xY—yX), 

£m(yyi—z^l{)=2in(yZ—zY), 

_ . (fix  oh  „ „ 

£m  (z  0^  x£) 

oder 

2m(xoly — ycPx)  — 2m  (x  Y — yX)dP , 

2m(yo1z — iö^y)  = 2m(yZ — z J^SP. 

2m(:ot.c—.i(Pi)  — 2m(zX -xZ)8P . 
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Ist  das  System  um  eine  feste  Axe  drehbar,  so  erhält  man 
»ich  der  Lehre  vom  Gleichgewichte,  wenn  man  diese  feste  Axe 
als  Aie  der  z annimmt , wie  leicht  erhellen  wird , fair  die  Bewe- 
gung des  Systems  bloss  die  eine  Gleichung: 

£m('xw  Sm  Y~yx) 


oder 


Sm(xc%y — yozx)  = 2m(x  Y—yX)8(2. 

Wenn  das  System  bloss  aus  einem  Punkte  besteht,  so  wer- 
den die  sechs  obigen  Gleichungen,  wie  leicht  erhellet: 


^L—X  _ y _ y 

ftfl  — A — * < n»®  — " ’ 


0f*' 


- y C^X 

x'Zp—'Jdfi  =xY—yX, 


Co 

€ny 


0*2  8*y 

y 0<*  ~isc2  —yz~zi  > 


cPx  _ v 

Z SC1  — x0t* 


xZ. 


Heil  aber  in  diesem  Falle  die  drei  letzten  Gleichungen  offenbar 
eine  unmittefhare  Folge  aus  den  drei  ersten  Gleichungen,  und  also 
jederzeit  erfüllt  sind,  wenn  die  drei  ersten  Gleichungen  erfüllt 
sind,  so  hat  man  in  diesem  Falle  für  die  Bewegung  des  in  Rede 
stehenden  Punktes  offenbar  nur  die  drei  folgenden  Gleichungen : 


0 t* 


A &—Y 

’ 0f*  ’ 


0*z 

0t* 


= Z; 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 


ist,  die  drei  Gleichungen: 


m ai* 


-X, 


0*1 

”*0/* 


-Z‘. 


Digitized  by  Google 


14 


}.  4. 


Wenn  am  Ende  der  Zeit  t die  Coordinaten  des  Schwerpunkts 
des  Systems  der  Massen 


TU,  77ij  , , Wlj  > W41  •••• 

durch  3£,  3?,  3;  und  die  Coordinaten  dieser  Massen  in  Bezug  auf 
ein  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  gelegtes, 
dem  primitiven  Coordinatensysteme  paralleles  Koordinatensystem 
respective  durch 


x.  y > J;  h.  fi,  h>  x4.  Fa.  j.;  x»,  f3>  hi  •••• 

bezeichnet  werden;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung 
der  Coordinaten  in  völliger  Allgemeinheit: 

*=3£  + x.  y=3?  + F.  *=3+J; 


*1  — + Xi > ji — 3?  + F».  :i  — 3 + Ji ! 


■ra— + Xa » y% — 3?  + Fa  > r* — 3 + Ja  > 
■rs=3£+Xa»  Jfa— 3?+Fs>  ^s^S  + J*; 


u.  s.  w. 

Ferner  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  bekanntlich 
3tUm=:  Zmx , 3 ~S£m  = £mz ; 
also,  wenn  inan  nach  t differentiirt , wie  leicht  erhellet: 


e*3£ 


Nach  §.  3.  ist  aber 
S*x 


~ft*  2ut=£m  jp  , 


3*3^  _ 3»s 

ft*  fti  • 


C*2 


Zm^p=  ZmX  , £m^  — £m  Y,  Zm^p=£mZ; 
also  ist 


0*3£ 


3*3? 


,p  Zw— ZmX , Zin=Zm F, 


atx 

,p  Zm—ZmZ ; 
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oder 


'd*X_  £>nX  ZinY  2m Z 

St 2 2m  ’ St*  2m  ’ St * 2m 

Nach  dem  Obigen  ist  aber 

(flu  cflx 

xstfl-yf0fi 


^r-y.Y=(3£+rtr-(3?+r)^. 


Also  int  offenbar 


cfru  (fix 
£m(x^—yw) 


— J«* +«(3?+?*>-«»+»<S?+ SDt 


and 


Aber 


2m  (.r  Y—yX)  = 2m  | (3£  +*)  Y-  (3?+y)  X | 


;.!<*+r>@4g)-0m>(^+©f 

- **S-a©  + »*&-rS) 

♦ *fr3-r5k*3-*&) 

= ( ^ gp~  ~ 3?  Ifp  > £m  * 5f*  ~y  o fl  ‘ 

s *5?  e«3E  O2»  02r 

+ gTi"  ^"'X  ~ ■jp“  -^'"F  + 3£Smgp~*  3Z£rn  r^p  , 


l 


und  folglich , weil  die  Coordiuaten 

X.  F.  *;  Xi,  Fi  . Fi5  X2.  Fs.  ?si  Xj.  Fs.  »*?  — 

»ich  auf  den  Schwerpunkt  des  Systems  als  Anfang  beziehen,  also 
“eh  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 

2m jr=0,  2my  — 0,  2my=.t): 
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daher  offenbar  auch 
.0** 


£m 


ofi 


=0,  o, 


ist: 


*■«<»+»  (»+3)-<™»(S?*S)i 

,*0*3?  ~ 0'23£ . v , _ , 0*y  8*. 

— ßf*  3?  g^a  )2m+  2m(jc  ^ — y g<4)- 

Ferner  ist 

^m|(3E+rtF-(3?-fx)A| 

= 2m(3£  F—  3?  A)  + £m(y  F—  yA) 

= 3E  Am  F—  3?Aw  A + 2m(jc  F - y A) , 

d.  i.  nach  dem  Obigen 

2m  ( (SE+jc)  F—  (3?  + y)  A| 

= Xjß)  &•  + >- yX) . 

Weil  nun  nach  $.  3. 

2m  (xlp—y^r)  ~ 2,n(.r  Y—yX) 
ist,  so  ist  nach  dom  Vorhergehenden 

8*3?  3*3£ 

=(3£-gf-3?g^)^m+^m(yF-yA), 

also 

„ , Ä ft 

gja  7 gjä  ) — X-m (fi  y A) , 

und  man  hat  daher  offenbar  überhaupt  die  drei  folgenden  Glei- 
chungen: 

0*p  ö* r 

2m  {%  rjjj  y ) — 2m(x  Y — yA), 
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2**  0*e 

£m(y~~lß-)=£,n(yZ~f  F) . 

SH  SH 

£m (*dF  ~*sp)=  £m (*x~‘ lZ) ■ 

Fasst  man  alles  Bisherige  zusammen,  so  ergeben  sich  die 
sechs  folgenden  Gleichungen: 

o®3£  ZmX  8®3?  2m  V o *Z_2mZw 
oP  2m  ’ öl9  2m  ’ 8<*  2m  ’ 

S*v  SH 

Jm(x^--ys^)=2m(fY—y  X) , 

SH  SH 

Sm(y* ij*  — 1 %ß)—2m{yZ  — f Y) , 

tPr  SH 

■Sin  ()  —X  ) = Sm(fX  fZ) . 


Eine  unmittelbare  Folge  aus  den  drei  ersten  dieser  sechs  Glei- 
chungen sind,  wie  man  leicht  übersieht,  die  drei  Gleichungen: 


„0*3?  ^8»3E  ■?m(3er-3?*) 

*-HP  0t*  — S'm 


^0*3  ,3*3?  _ 
3?0t*“50?r- 


SmlXZ-ZV) 

Sm 


,0*3E  8*3  _ Sm(3X-XZ)' 

ä SP  *§P  — -2m  ’ 

und  für  die  Bewegung  des  Schwerpunkts  (3£3?5)  der  blassen 


771 , 7/l|  ) It?2  * ^3  f 7W4 ) .... 

bei  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  hat  man  also  die 
folgenden  Gleichungen: 

c2 3£  -2mA  8*3?  -2m  F 0*3_  fmZ . 

’S?--  Sin  ’ SP  “ Sm  ’ SP  ~ Sm' 

^c^3e_  -2>»  (3S  y~3?X) 

* SP  BP  " 2m  ’ 

„(P3  , 3*£_  -2m(3? 2 — 3 F) 

# SP  ~~S  FP~  Sm  ’ 

,.0»3_  Am(3A-3£Z) 

3 01®  *8f®  — Sm 

Tbeil  XV.  a 
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Denken  wir  uns  jetzt  die  sämmtlichen  zu  einem  Systeme  ver- 
bundenen Massen 


tu  f tu  1 1 tu 2,  y Wj  y tti £ 9 • > • • 

in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte,  dessen  Coordinaten 
wir  im  Allgemeinen  wieder  durch  X,  3?,  3 bezeichnen  wollen, 
mit  einander  vereinigt,  und  alle  auf  die  einzelnen  Massen  im 
Systeme  wirkenden  Kräfte  im  gemeinschaftlichen  Schwerpunkte 
der  Massen  nach  Richtungen  augebracht,  die  den  ursprünglichen 
Richtungen  dieser  Kräfte  parnllel-sind ; so  sind  unter  dieser  Vor- 
aussetzung die  Gleichungen  für  die  Bewegung  des  Schwerpunkts, 
d.  h.  überhaupt  des  Punktes  (X3?3)>  »ach  3.  offenbar: 


v 0*x  _ _ y 0*3?  _ v _ 0*5  , _ 

= 2m — 2m 1 , 2m-^—2mi 5; 


0*3?  0*X 

2m  (X  gf  - 3?  = 2m  (X  Y-  3? A) , 


»^?)  = 2m  (3?Z -SY), 

(3  — -X  = -?m  (3 X - XZ) ; 

also,  wie  leicht  erhellen  wird: 

0*X  0*3?  0*3 

~^y2m=2mX,  -*rff2m  =2mY , ^ 2m  — 2m Z ; 

0*3?  0*X 

( X — 3?  g^r)  2m  — 2m  ( X F-3?X) 

(3?P~  5^)  (3?Z— 3 >') , 


(3  -X  -S»=2tn  (3X-  XZ) ; 

oder 

0*X 2mX  0*3 ?_£mF  0*3  _ 2m Z' 

oC1  2m  ’ c<*  -m  ’ 0t*  ’ 

^0*3?  M«*X_  A»{XF-3?A) 

Sfi  - JSm  » 

-„0*3  *0*3?  2m(3?Z-3Y) 

SJX  0*3_  m(3X— XZ) 

3 0<*  ~*ai*  - 
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Da  diese  Gleichungen  mit  den  oben  für  die  Bewegung  des 
Schwerpunkts  der  Massen 


m,  m, , m?,  m 3,  m4,  .... 


bei  der  Bewegung  des  Systems  dieser  Massen  gefundenen  Glei- 
chungen völlig  ideutisch  sind,  so  ergiebt  sich  unmittelbar  der  fol- 
gende merkwürdige  und  in  vielen  Beziehungen  wichtige  Satz: 

DerSchwerpunkteinesSystems  von  Massen,  welches 
keinen  festen  Punkt  hat,  bewegt  sich  bei  jeder  Bewe- 
gung dieses  Systems  immer  ganz  auf  dieselbe  Weise, 
wie  er  sich  bewegen  würde,  wenn  in  ihm  die  sämratli- 
cben  das  System  bildenden  Massen  vereinigt,  und  alle 
auf  d ie  einzelnen  Massen  in  dem  Systeme  wirkenden 
Kräfte  nach  ihren  ursprünglichen  Richtungen  paralle- 
len Richtungen  angebracht  wären. 


S 5. 


Wenn  wir  in  einer  völlig  zur  Ruhe  gekommenen  Wassermasse 
uns  einen  beliebigen  nach  allen  Seiten  hin  begränzten  Theil  der- 
selben denken  und  uns  vorstellen,  dass  dieser  l'heil  einmal,  ohne 
seine  Gestalt  zu  verlieren,  von  der  übrigen  Wassermasse  abge- 
sondert wäre , so  würde  derselbe  von  einer  seinem  Gewichte  glei- 
chen, nach  der  durch  eeiuen  Schwerpunkt  gehenden  Vertikallinie 
ahn  arta  wirkenden  Kraft  nach  der  Oberfläche  der  Erde  bin  ge- 
trieben werden.  Betrachten  wir  aber  diesen  Wassertheil  wieder 
als  einen  Bestandteil  der  ganzen  Wassermasse , so  bleibt  sein 
Bestreben,  im  Wasser  za  sinken,  natürlich  noch  ganz  dasselbe 
wie  vorher,  wo  wir  ihn  uns  von  der  ganzen  Wassermasse  abge- 
sondert vorstellten.  Weil  er  nuu  aber,  indem  wir  die  ganze  Was- 
sermasse als  vollkommen  ruhend  vorausgesetzt  haben,  nicht  sinkt, 
sondern  vielmehr  sich  selbst  in  vollkommener  Ruhe  betindet,  so 
kann  dieser  Zustand  der  Ruhe  offenbar  nur  durch  den  Druck  der 
ihn  umgebenden  Wassermasse  herbcigefiihrt  werden , und  da  auch 
kein  Steigen  des  in  Rede  stehenden  Wassertheils , keine  Seiten- 
hewegung  irgend  einer  Art  desselben,  sondern,  wie  gesagt,  über- 
haupt der  Zustand  vollkommenster  Ruhe  Statt  findet,  so  muss 
der  Druck,  welchen  das  diesen  Wassertheil  umgebende  Wasser 
in  seiner  Gesaramtbeit  auf  denselben  ausübt,  notwendig  gerade 
eben  so  gross  sein  wie  das  Gewicht  des  in  Rede  stehenden  Was- 
serteils, und  die  Richtung  dieses  Drucks  muss  mit  der  durch 
den  Schwerpunkt  des  Wassertheils  gehenden  Vertikallinie  zusam- 
men Taljen,  natürlich  auch  dieser  Druck  nach  oben  hin  gerichtet 
«Ln. 

Stellen  wir  uns  jetzt  ferner  ein  Schiff  in  einer  beliebigen 
Lage  auf  dem  Wasser  vor,  so  dass  ein  gewisser  Theil  desselben 
in  «las  Wasser  eingetaucht  ist,  welchen  wir  daher  den  cingetauch- 

2* 
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ten  Theil  de«  Schiffs  *)  nennen  werden , und  untersuchen  nun  die 
auf  das  Schiff  wirkenden  Kräfte.  Die  erste  dieser  Kräfte,  welche 
sich  sogleich  ganz  von  selbst  darbietet,  ist  das  Gewicht  des  gan- 
zen Schiffs,  das  man  sich  als  eine  durch  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Schiffs,  alle  zu  demselben  gehörenden  Theile  natürlich 
eingeschlossen,  gebende,  nach  vertikaler  Richtung  abwärts  wir- 
kende Kraft  vorzustellen , und  als  eine  solche  Kralt  bei  allen  fol- 
genden Untersuchungen  in  Rechnung  zu  bringen  hat.  Die  zweite 
auf  das  Schiff  wirkende  Kraft  ist  aber  der  Druck , welchen  das 
umgebende  Wasser  auf  dasselbe  ausübt,  und  da  dieser  Druck 
offenbar  gar  keine  Veränderung  erleiden  würde,  wenn  man  sich 
statt  des  eingetauchten  Theils  des  Schiffs  einen  demselben  der 
Grösse  und  Gestalt  nach  völlig  gleichen  Wasserkörper  gesetzt 
dächte,  so  ergiebt  sich  aus  der  am  Anfänge  dieses  Paragraphen 
angestcllten  Betrachtung  ganz  von  seihst  und  auf  völlig  unzwei- 
deutige Weise,  dass  der  Druck  des  das  Schiff  umgebenden  Was- 
sers auf  dasselbe  als  eine  Kraft  zu  betrachten  und  bei  allen  Un- 
tersuchungen als  eine  solche  Kraft  in  Rechnung  zu  bringen  ist, 
welche  dem  Gewichte  des  den  eingetauchten  Theil  des  Schiffs 
vollständig  ausfüllenden  Wassers,  oder,  was  dasselbe  ist,  dem 
Gewichte  des  von  dem  Schiffe  verdrängten  oder  aus  der  Stelle 
vertriebenen  Wasserkörpers  gleich  ist,  durch  den  Schwerpunkt 
dieses  Wasserkörpers  gebt,  und  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts 
wirkt.  Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  es  im  Folgenden  immer  mit 
diesen  beiden  Kräften  zu  thun  haben  werden,  welche  wir  daher, 
weil  sie  die  Hauptgrundlage  bilden,  von  der  wir  bei  unseren  toi- 


•)  In  deutschen  Werken  über  die  SchiffsliBiikiinst  heisst  der  ein- 
getauchte, d.  h.  der  unter  dem  Wasser  befindliche  Theil  des  Schiffs, 
der  zwischen  der  l'ntcrkantc  des  Kiels  und  dein  Wasserspiegel  liegende 
Theil  desselben,  gewöhnlich  der  Wasserranm,  worüber  man  z.  B. 
Anfangsgründe  der  Schiffbaukunst  oder  praktische  Ab- 
hand I ii  n g ü her  d en  Sch  i f fba  u.  Aus  dem  Französischen  des 
Herrn  Du  Hamei  de  Moncean  na  eh  der  zweiten  Aasgabe 
des  Originals  übersetzt  von  C.  G I).  Müller,  Berlin.  1791. 
4.  S.  410.  nachsehcn  kann.  Ini  Französischen  heisst  dieser  Theil  des 
Schiffs  la  carene.  In  der  En  cy  clo  pöd  i e in e t h o d i q u e.  Marine. 
T.  I.  Paris.  1783.  4.  p.  266.  findet  sieh  folgende  Erklärung  bei  diesem 
Worte:  Carene,  «.  f.  c'est  In  partie  siihmergöe  du  bätiment, 

lorsqu’ii  est  ä son  point  de  Charge,  que  l'un  uppellc  aussi 
oeurrc-rtre,  par  Opposition  a roeuvre -morle,  qui  est 
tonte  la  partie  du  corps  du  narire  nu-dessus  de  la  flottai- 
son.  Gleichbedeutend  init  carene  wird  auch  zuweilen  d dp  1 acein en t 
de  vaisseau  genommen.  A.  a.  O.  p 688.  heisst  es:  Deplacement 
de  tatsseau , s.  m.  on  mit  que  les  corps  fiottans  plongent 
dans  l'eau  dune  partie  de  leur  vnlnme;  eette  partie  de  ieur 
voluuie,  ou,  Inquantitö  d'cnu  qu'elle  de  place,  s'appeilelc 
de  p la  r cm  en  t.  Streng  genommen  ist  aber  döplacement  nur  die  von 
dem  Schiffe  verdrängte  Wasserinasse,  und  so  sagt  auch  z.  B.  Chap- 
man  iinTraitd  de  In  ron » t r u c li on  des  vaisseaux  parFrddöric 
Henri  de  Chapnian.  Traduit  du  Suödois  et  publiö  par  M. 
V iat  d u Cla  i rbois.  Paris  1839.  4.  p.  1.  ganz  bestimmt:  Le  Oö p I a- 
cement  est  le  vuide  que  Ic  Vaisseau  fait  dans  l'eau  Iran  - 
quiiie  par  le  rnlumr  de  sa  carene,  en  raison  dn  poids  qni 

l'y  p|on Be- 
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S Coden  Untersuchungen  auszugehen  haben,  jetzt  nochmals  in  der 
lürze  genau  bestimmen  wollen , indem  wir  jedoch  dieser  Bestim- 
mung erst  noeb  die  folgenden  Bemerkungen  vorausschicken. 

Was  wir  unter  dem  Schwerpunkte  des  Schiffs  verstehen , be- 
darf natürlich  eigentlich  gar  keiner  weiteren  Erläuterung;  indes« 
mag  völliger  Deutlichkeit  und  Bestimmtheit  wegen  in  dieser  Be- 
ziehung doch  noch  besonders  bemerkt  werden,  dass  wir  darunter 
immer  den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiffs  und  alter  seiner  ein- 
zelnen Theile,  der  Masten,  der  ganzen  Tukelasche,  aller  Kund- 
hölzer , der  Ladung,  des  Ballastes  u.  s.  w.  verstehen.  Dagegen 
soll  im  Folgenden  unter  dem  Schwerpunkte  des  eingetauchteu 
Theils  des  Schiffs  immer  der  Schwerpunkt  eines  diesem  Theile 
des  Schiffs  der  Grösse  und  Gestalt  nach  gleichen , aber,  was  wohl 
zu  beachten  und  in  der  Folge  stets  festzuhalteu  ist,  völlig  homo- 
genen Körpers,  oder,  mit  andereu  Worten,  der  Schwerpunkt  des 
von  dem  Schiffe  verdrängten  oder  aus  der  Steile  vertriebenen 
Wasserkürpers  verstanden  werden.  Euler  in  der  Scientia  na- 
valis.  P.  I.  Petropoli.  1749.  4.  p.  14.  Nr.  28.  nennt  den  Punkt, 
welchen  wir  so  eben  den  Schwerpunkt  des  eingetauchteu  Theiis 
genannt  nnd  genau  bestimmt  haben,  centrum  magnitudinis 
partis  submersae,  indem  er  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  wie 
gewöhnlich  centrum  gravitatis  navis  nennt,  und  sagt  darüber 
a.  a.  O.:  Centrum  igitur  magnitudinis  partis  submersae 
invenietnr,  si  pars  submersa  tanquaui  ex  materia  ho- 
mogeoea  constans  consideretur,  eiusque  centrum  gra- 
vitatis  definiatur.  Hoc  itaque  centrum  magnitudinis 
partis  submersae  quoque  erit  centrum  gravitatis 
aquae  de  suo  loco  depulsae.  Auch  in  der  Theorie  com- 
pfete  de  la  coustruction  et  de  la  manoeuvre  des  vais- 
seanx,  mise  ä la  portee  de  ceux  qui  s’appliquent  ä la 
navigatiou.  Paris.  1776.8.  bedient  sich  Euler  immer  der 
deo  vorhergehenden  entsprechenden  Benennungen  centre  de 
gravite  du  vaisseau  t out  entier  und  centre  de  la  partie 
submergee,  oubien  siiuplement  le  centrede  la  careoe. 
Ich  halte  jedoch  den  von  Euler  gemachten  Unterschied  zwischen 
Mitte  Ipunk  t der  Schwere  und  Mittelpunkt  der  Grösse 
nicht  für  unbedingt  nöthig,  wenn  man  nur  unter  dem  Schwerpunkte 
des  eingetauchteu  Theils  immer  den  vorher  mit  diesem  Namen 
bele  gten,  und  zu  bestimmen  gelehrten  Punkt  versteht.  AuchBou- 
guer  im  Traite  du  navire.  Paris.  1 746.  4.  p.  249.  nennt 
diesen  Punkt  Centre  de  gravite  de  la  Carene  und  fügt 
biDzn:  dans  lequel  se  reunit  la  poussde  verticale  du 

l’eau. 

Dies  vorausgeschickt,  kann  nun  der  aus  dem  Obigen  sich 
unmittelbar  ergehende,  lur  alle  späteren  Untersuchungen  höchst 
wichtige  Satz  auf  folgende  Art  ausgesprochen  werden; 

Jedes  auf  dem  Wasser  in  irgend  einer  Lage  befind- 
liche Schiff  wird  von  zwei  nach  vertikalen,  also  einan- 
der parallelen  Richtungen  wirkenden  Kräften  solli- 
citirt,  nämlich  von  einer  im  Schwerpunkte  des  Schiffs 
nach  unten  hin  wirkenden,  dem  Gewichte  des  ganzen 
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Schiffs  gleichen,  und  von  einer  im  Schwerpunkte  des 
eingetauchten  Theils  nach  oben  hin  wirkenden,  dein 
Gewichte  des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertrie- 
benen Wassers  gleichen  Kraft. 

üie  Bewegungen,  welche  diese  beiden  das  Schiff  solliciti- 
renden,  einander  parallelen,  aber  nach  entgegengesetzten  Seiten 
hin  wirkenden  Kräfte  dem  Schiffe  ertheilen , wollen  wir  jetzt 
etwas  genauer  betrachten.  Nach  dem  im  vorhergehenden  Para- 
graphen bewiesenen  wichtigen  Satze  bew  egt  sich  der  Schw  erpuokt 
eines  völlig  freien,  d.  h.  keinen  festen  Punkt  habenden  Systems 
von  Massen,  — und  als  ein  solches  System  ist  ja  natürlich  jedes 
Schiff  auf  dem  Wasser  zu  betrachten,  — ganz  eben  so,  als  wenn 
die  sämmtlichen  Massen  in  ihrem  gemeinschaftlichen  Schwer- 
punkte vereinigt,  und  in  demselben  alle  auf  die  einzelnen  Mas- 
sen des  Systems  wirkenden  Kräfte  nach  ihren  ursprünglichen 
Richtungen  parallelen  Richtungen  angebracht  wären.  Wenden 
wir  nun  diesen  Satz,  wie  es  verstattet  ist,  auf  unsern  vorliegen- 
den Fall  an,  so  ist  zuvörderst  klar,  dass  die  beiden  das  Schiff 
sollicitirendeu  Kräfte  demselben  eine  solche  Bewegung  ertheilen 
werden . dass  sein  Schwerpunkt  in  einer  vertikalen  geraden  Linie 
sich  aufwärts  oder  abwärts  bewegt,  und  diese  in  einer  vertikaleu 
geraden  Linie  aufwärts  oder  abwärt»  vor  sich  gehende  Bewegung 
des  Schwerpunkts  des  Schiffs  wird  nur  dann  nicht  mehr  Statt  fin- 
den. wenn  die  beiden  nach  einander  entgegengesetzten  vertikalen 
Richtungen  auf  das  Schiff  wirkenden  Kräfte  einander  gleich  ge- 
worden sind,  d.  h.  nach  dem  Obigen,  wenn  das  Schiff  sich  so 
weit  in  das  Wasser  eingetaucht  hat , dass  sein  Gewicht  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers 
genau  gleich  ist.  Nehmen  wir  nun  der  Einfachheit  wegen  jetzt 
an,  dass  dieser  Zustand  eiugetreten  sei,  so  muss  sich  nach  dem 
obigen  Satze  bei  der  ferneren  Bewegung  des  Schiffs,  wobei  wir 
aber  ausdrücklich  bemerken,  dass  wir  cliese  Bewegung  durchaus 
nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen , gewissermassen  nur  im  ersten 
Moment  ihres  Entstehens  betrachten  wollen,  sein  Schwerpunkt 
nothwendig  in  vollkommener  Rübe  befinden , und  man  wird  die 
fernere  Bewegung  des  Schiffs  ab  eine  drehende  Bewegung  des- 
selben um  seinen  als  einen  festen  Drehpunkt  gedachten  Schwer- 
punkt zu  betrachten  haben,  so  dass  also  auch  die  fernere  Dre- 
hung des  Schiffs  um  seinen  Schwerpunkt  gar  nicht  mehr  eine 
Wirkung  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehenden,  sei- 
nem Gewichte  gleichen,  nach  vertikaler  Richtung  abwärts  wirken- 
kenden  Kraft,  sondern  nur  eine  Wirkung  der  durch  den  Schwer- 
punkt des  eingetauchten  Theils  gehenden , dem  Gewichte  des 
verdrängten  Wassers  gleichen,  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts 
wirkenden  Kraft  sein , und  daher  bei  der  Drehung  des  Schiffs  um 
seinen  als  fest  gedachten  Schwerpunkt  auch  nur  diese  letztere 
Kraft  in  Betracht  kommen  kann.  Geht  zuvörderst  auch  die  Rich- 
tung dieser  letzteren  Kraft  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs, 
oder  mit  anderen  Worten,  liegen  der  Schwerpunkt  des  Schiffs 
und  der  Schwerpunkt  seines  eingetauchten  Theils  in  einer  und 
derselben  Vertikallinie,  so  wird  natürlich  gar  keine  Drehung  des 
Schiffs  um  seihen  Schwerpunkt  erfolgen , und  dasselbe  wird  daher 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen,  d.  h.  wenn  das  Gewicht 
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des  ganzen  Schiffe  dem  Gewichte  des  verdrängten  Wassers  gleich 
ist  und  der  Schwerpunkt  des  Schiffs  mit  dem  Schwerpunkte  sei- 
nes eingetauchten  Theils  in  einer  und  derselben  vertikalen  gera- 
den Liuie  liegt,  in  vollkommener  Ruhe  auf  dem  Wasser  schwim- 
men. Wenn  aber  der  Schwerpunkt  des  Schiffs  und  der  Schwer- 

C kt  seines  eingetauchten  Theils  nicht  in  einer  und  derselben  vertika- 
geraden  Linie  liegen,  so  wird  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils  gebende,  dem  Gewichte  des  verdrängten 
Wassers  gleiche,  nach  vertikaler  Richtung  aufwärts  wirkende  Kraft 
eine  Drehung  des  Schiffs  um  seinen  als  ruhend  gedachten  Schwer- 
punkt hervorbringen,  und  da  die  vertikale  Richtung  dieser  letzte- 
ren Kraft  ganz  in  der  durch  den  als  ruhenden  Drehpunkt  gedach- 
ten Schw  erpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingctauch- 
ten  Theils  gehenden  Vertikalebene  liegt,  so  braucht  man  bei  der 
Drehung  des  Schiffs  um  seinen  ruhenden  Schwerpunkt  offenbar 
auch  nur  diese  Vertikalebene  in's  Auge  zu  fassen , indem  man 
von  dem  Schiffskörper  als  solchen  übrigens  ganz  abstrahirt,  und 
wird  sich  daher  hieraus  nun  auch  sogleich  überzeugen,  dass  die 
Drehnng  des  Schiffs  um  seinen  als  fest  gedachten  Schwerpunkt 
nothwendig  zugleich  um  eine  durch  denselben  gehende,  auf  der 
in  Rede  stehenden  Vertikalebene  senkrechte,  also  horizontale 
gerade  Linie  als  eine  feste  Drehungsuxe  vor  sich  gehen  muss. 
Ob  aber  diese  so  eben  naher  charakterfeste  Drehung  des  Schiffs 
in  einem  solchen  Sinne,  dass  dasselbe  dadurch  nach  und  nach 
in  die  Lage,  in  welcher  cs  völlig  ruhig  auf  dem  Wasser  schwimmt, 
gebracht  wird,  oder  in  entgegengesetztem  Sinne,  so  dass  das 
Schiff,  wie  man  zu  sagen  pflegt,  völlig  umschlägt,  vor  sich  geht, 
und  weiche  Bedingungen  nothwendig  erfüllt  sein  müssen , wenn 
entweder  da»  Erste  oder  das  Zweite  eintreten  soll , wollen  wir 
eben  io  der  vorliegenden  Abhandlung  mit  aller  nur  möglichen  Ge- 
nauigkeit untersuchen,  indem  durch  diese  Untersuchungen  haupt- 
sächlich die  Bedingungen  festgestellt  werden  sollen , welche  er- 
füllt sein  müssen,  wenn  das  durch  irgend  welche  Ursachen  bis 
zu  einem  gewissen  Grade  aus  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage 
auf  dem  Wasser  gebrachte  Schiff  von  seihst  wieder  in  diese  Lage 
zurückkehren , oder  die  ihm  mitgetheilte  Bewegung  nach  deren 
Richtung  hin  weiter  forlsetzen  und  völlig  Umschlägen  soll,  d.  h., 
wie  uian  zu  sagen  pflegt,  ob  das  Schiff  eine  gewisse  Standflihig- 
keit  oder  Stabilität*)  besitzt  oder  nicht,  deren  Grösse  zugleich 
auch  in  allen  ('allen  nach  einem  gewissen  Maasse  bestimmt  wer- 
den soll.  W'ie  wichtig  aber  Untersuchungen  dieser  Art  für  den 
Bau  der  Schiffe  sind,  wenn  dieselben  hei  ihrem  Laufe  auf  der 
See  in  und  durch  sich  selbst  vor  Unglücksfallen  möglichst  sicher 
gestellt  »ein  sollen,  leuchtet  sogleich  ein  und  braucht  kaum  noch 
besonder»  hervorgehoben  zu  werden. 

Bevor  wir  zu  diesen  Untersuchungen  übergehen , wollen  wir 
dem  Obigen  nur  noch  hinzufügen , dass , wenn  die  oben  gemachte 
Voraussetzung,  welche  wir  auch  im  Folgenden  festbalten  werden. 


*)  Auch  die  Steife  der  SrhilTr  genannt,  hin  Srliifl . welche* 
•ich  sehr  leicht  auf  die  Seite  neigt,  heisst  rank. 
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dass  nämlich  das  Schiff  schon  bis  zu  dem  Grade  der  Einsenkung 
in's  Wasser  gelangt  ist,  dass  sein  Gewicht  genau  mit  dem  Ge- 
wichte des  verdrängten  oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers 
übereinstimmt,  nicht  erfüllt  ist,  so  lange  ein  Aufsteigen  und  Nie- 
dersteigen des  Schwerpunkts  des  Schiffs’in  vertikaler  geradliniger 
Richtung  und  gleichzeitige  Drehungen  des  Schiffs  um  durch  sei- 
nen Schwerpunkt  gehende  horizontale  Ajen  Statt  linden  werden, 
bis  jener  Zustand,  wo  das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Ge 
wichte  des  verdrängten  Wassers  gleich  ist  und  demzufolge 
der  Schwerpunkt  des  Schiffs  zur  Ruhe  kommt,  wie  wir 
bei  den  obigen  Betrachtungen  angenommen  haben,  eingetre- 
ten ist;  diese  Bewegungen  des  Schiffs  aber  weiter  zu  verfolgeo, 
scheint  ihrer  Comphcation  wegen  dem  Zwecke  der  vorliegenden 
Abhandlung  nicht  angemessen  zu  sein,  indem  es  namentlich  lur 
den  praktischen  Schiffsbau  genügen  wird,  die  Sache  nur  aus  dem 
vorher  festgehaltenen  Gesichtspunkte  zu  betrachten , dass  näm- 
lich das  Gewicht  des  Schiffs  dem  Gewichte  des  verdrängten  Was- 
sers gleich  ist,  und  ein  Aufsteigen  und  Niedersteigen  des  Schwer- 
punkts des  Schiffs  nicht  weiter  Statt  findet,  sondern  derselbe  als 
ruhend  angenommen  werden  kann,  und  die  Drehung  des  Schiffs 
um  eine  durch  den  ruhenden  Schwerpunkt  desselben  gehende 
horizontale  Axe  vor  sich  geht,  welche  letztere  auf  der  durch  den 
Schwerpunkt  des  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetauchten 
Theils  gehenden  Vertikalebene  senkrecht  steht,  wobei  zugleich, 
wie  auch  schon  oben  bemerkt  worden  ist,  diese  Drehung  des 
Schiffs  immer  nur  bei  ihrem  ersten  Beginnen,  gewissermassen  im 
ersten  Momente  ihres  Entstehens  betrachtet  wird,  welches  Alles 
man  im  Folgenden  stets  vor  Augen  zu  behalten  hat , wenn  die 
betreffenden  Untersuchungen  mit  völliger  Deutlichkeit  und  Be- 
stimmtheit aufgefasst  und  verstanden  werden  sollen.  Allgemeinere 
analytische  Untersuchungen  über  die  Stabilität  schwimmender 
Körper  überhaupt  werden  wir  vielleicht  später  in  einer  anderen, 
weniger  als  die  vorliegende  das  .unmittelbare  praktische  Bedürfniss 
im  Äuge  habenden  Abhandlung  veröffentlichen. 


§.  6. 


Wir  wolle«  jetzt  ganz  im  Allgemeinen  das  Schiff  in  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  aui'  dem  Wasser  betrachten.  Die  erste  dieser 
beiden  Lagen  sei  die  Lage,  in  welcher  das  Schiff  völlig  ruhig  auf 
dem  Wasser  schwimmt,  und  die  zweite  Lage  sei  eine  andere  be- 
liebige Lage  desselben,  in  welche  es  aus  der  ersten  Lage  durch 
Drehung  um  eine  gewisse  Axe  gelangt  ist,  wobei  wir  immer  an- 
nehmen, dass,  so  wie  natürlich  in  der  ersten  Lage,  auch  in  der 
zweiten  Lage  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte  des 
verdrängten  oder  aus  der  Stelle  "vertriebenen  Wassers  gleich  sei. 
Im  Folgenden  werden  wir  in  der  Kürze  die  beiden  so  eben  naher 
hez'eichneten  Lagen  des  .Schiffs  respective  seine  erste  und  seine 
zweite  Lage  nennen,  und  wollen  nun  zuvörderst  die  folgenden 
Bezeichnungen  einführen. 
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Das  Volumen  und  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  sollen  re- 
spective  durch  V und  G bezeichnet  werden. 

Das  Volumen  des  unter  dem  Wasser  befindlichen  Theils  des 
Schiffs  wollen  wir  bei  der  ersten  Lage  desselben  durch  V',  bei 
4er  zweiten  Lage  dagegen  durch  bezeichnen. 

Bei  der  Drehung  des  Schiffs  um  eine  gewisse  Axe  aus  sei- 
ner ersten  in  seine  zweite  Lage  wird  ein  Theil  desselben,  wel- 
cher bei  der  ersten  Lage  sich  unter  dem  Wasser  befand,  über 
das  Wasser  kommen,  ein  anderer  Theil  dagegen,  welcher  beider 
ersten  Lage  über  dem  Wasser  war,  wird  unter  das  Wasser  kom- 
men. Diese  beiden  Theile  des  Schiffs  sollen  respective  der  auf- 
eetauchte  Theil  und  der  untergetauchte  Theil  *)  desselben  genannt 
»erden.  Das  Volumen  des  aufgetauchten  Theils  wollen  wir  durch 
F',  das  Volumen  des  untergetauchten  Theils  dagegen  durch  Vt 
bezeichnen. 

Bezeichnet  man  endlich  das  Volumen  des  Körpers,  welcher 
übrig  bleibt,  wenn  man  entweder  von  dem  unter  Wasser  befind- 
lichen Theile  des  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  den  aufgetauch- 
ten  Theil,  oder  von  dem  unter  Wasser  befindlichen  Theile  dessel- 
ben bei  seiner  zweiten  Lage  den  untergetaUchten  Theil  wegnimmt, 
durch  V,  so  ist  nach  den  vorher  eingefuhrten  Bezeichnungen 

V—V-  V\  v=v,-y,; 

und  wir  haben  daher  auch  die  folgende  Gleichung: 

X>‘—  F,. 

IVeiJ  aber  in  beiden  Lagen  des  Schiffs  das  Gewicht  des  verdräng- 
ten oder  aus  der  Stelle  vertriebenen  Wassers  dem  Gewichte  des 
ganzen  Schiffs  gleich  ist,  so  muss  offenbar 

sein,  und  wegen  der  obigen  Gleichung  ist  also  auch 

V—  V, . 

Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  nun  ein  rechtwinkliges  Coordi- 
Mtensystem  der  xyz  annehmen,  dessen  Anfangspunkt  durch  O 
bezeichnet  werden  mag,  und  wollen  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts des  ganzen  Schiffs  V in  seiner  ersten  und  in  seiner  zwei- 
ten Lage  in  Bezug  auf  das  zum  Grunde  gelegte  Coordinatensystera 
der  xyz  respective  durch  X,  V,  Z una  Ä,,  Yx , Z,  bezeichnen. 
Die  (Koordinaten  der  Schwerpunkte  des  anfgetauebten  Theils  V 
und  des  untergetauchten  Theils  P,  des  Schiffs  seyen  respective 
z',  y',  z'  und  xt , y, , z, ; die  Coordinaten  der  Schwerpunkte  der 


*)  Natürlich  zu  unlcrnchcidrn  von  dem  cingetuurhten  Theile  de* 
■VliifT»;  i.  oben. 
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unter  dem  Wasser  befindlichen  Theile  des  Schiffs  bei  seiner  ersten 
und  bei  seiner  zweiten  Lage,  deren  Volumina  durch  TO'  und  TPi 
bezeichnet  worden  sind,  seien  respective  y',  y',  J'  und  Xi , Yi . Ji  ; 
und  die  Coordinaten  des  Schwerpunkts  des  Körpers,  dessen  Vo- 
lumen wir  oben  durch  TO  bezeichnet  haben,  wollen  wir  durch  g, 
y,  J bezeichnen;  natürlich  auch  alle  diese  Coordinaten  in  Bezug 
auf  das  zum  Grunde  gelegte  System  der  xyz  genommen.  Enct- 
lieh  sollen  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensvstem  die  Coordi- 
naten des  Schwerpunkts  des  Körpers,  dessen  Volumen  wir  oben 
durch  TO1  bezeichnet  haben,  nämlich  des  unter  dem  Wasser  be- 
findlichen Theils  bei  seiner  ersten  Lage,  insofern  man  sich, 
was  wohl  zu  beachten  ist,  diesen  Körper  als  der  zwei- 
ten Lage  des  Schiffs  angehörend,  oder  als  einen  Theil 
des  Schiffskörpers  bei  seiner  zweiten  Lage  denkt, 
durch  3£',  <J?\  3'  bezeichnet  werden. 

Hierzu  fugen  wir  nun  aber  noch  die  allgemeine  Bemerkung, 
dass,  wenn  im  Folgenden  irgend  ein  Theil  des  Schiffskörpers  als 
homogen  betrachtet  wird,  oder  wir  uns  für  denselben  eigentlich 
den  äquivalenten,  d.  h.  ihm  dem  Volumen  nach  gleichen  Wasser- 
körper gesetzt  denken,  den  diesem  Tbeile  des  Schiffskörpers  ent- 
sprechenden , im  Vorhergehenden  eingeführten  Symbolen  oberhalb 
noch  das  Zeichen  oder  der  Index  w beigelögt  werden  soll,  was 
übrigens  natürlich  auf  die  sich  immer  gleich  bleibenden  Volumina 
keine  Anwendung  findet. 

Das  zum  Grunde  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  der 
xyz  wollen  wir  nun  in  der  Weise  speciansiren , dass  wir  die  Ase 
der  i als  horizontal  annehmen,  und  wollen  zugleich,  was  nach 
den  im  vorhergehenden  Paragraphen  angestellten  Betrachtungen 
verstattet  ist,  'voraussetzen,  dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
diese  horizontale  Axe  der  z erfolgt  sei,  wobei  wir  übrigens  diese 
Axe  nicht  unbedingt  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs  gehen 
lassen,  sondern  dieselbe  vielmehr  als  eine  ganz  beliebige  horizon- 
tale Axe  aufiassen;  die  Axe  der  x kann  dann  auch  als  horizon- 
tal, also  die  Axe  der  y als  vertikal  angenommen  werden , und  alle 
der  Axe  der  y parallelen  Kräfte  werden  wir  im  Folgenden  als 

Sositiv  oder  als  negativ  betrachten,  jenachdcm  sie  nach  der  Seite 
er  positiven  oder  nach  der  Seite  der  negativen  y hin  wirken. 
Endlich  wollen  wir  annehmen,  dass  die  Drehung  des  Schiffs  um 
die  horizontale  Axe  der  : nach  derselben  Richtung  hin  erfolgt  sei, 
nach  welcher  mau  sich  bewegen  muss,  wenn  man  von  dem  posi- 
tiven Theile  der  Axe  der  x an  durch  den  rechten  Winkel  (xy) 
hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y gelangen  will, 
und  dass  bei  dieser  Drehung  jede  von  der  Axe  der  z ausgehende 
Ebene  den  nach  der  in  Rede  stehenden  Richtung  hin  von  0°  bis 
360°*)  wachsenden  Winkel  ca  beschrieben  habe. 

Bezeichnet  nun  ip  einen  andern  gewissen  von  0°  bis  360° 
wachsenden  Winkel,  dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Glei- 


•)  Den  Winkel  </*  noch  weiter  wuclmi'n  xu  Irmpii,  i»t  hei  dieser 
Theorie  unnöthi^. 
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drangen  sogleich  ganz  von  selbst  erhellen  wird,  weshalb  wir  eine 
besondere  Erläuterung  darüber  zu  geben  der  Kürze  wegen  unter- 
lassen; so  kann 

A==costpV']Fr+7*,  E=sinigVA*+T* 

und 

A,  = cos  Op+ra)  V A*T7* , K,=r  sin  (tf/  + tu)  VÄ*TF®  ; 
also 

Aj  =cosipcosa>V' A2  |-  J’* — simpsimoV  A2  + Y*, 

F,  rz^intpeosiaV^ A*  + F*  f cosipsinco  V" A®  -f  F*; 

folglich 

Aj  = Acosco — Fsinu, 

• Ft=:Asino>+  Fcoso>, 

Z,  = Z 

gesetzt  werden. 

Weil  das  Schiff  in  seiner  ersten  Lage  als  auf  dem  Wasser 
rahig  schwimmend  vorausgesetzt  wird,  so  ist  offenbar  mit  Rück- 
sicht auf  die  oben  eingeführte  Bezeichnungsart  nach  den  aus  dem 
I orbergehenden  bekannten  Gesetzen : 

» «• 

X=f,  Z=--J';  ■ 

also  nach  den  obigen  Gleichungen: 


A,  =)dcosß)  — l’siuu. 


F4  =g'sinaj-f  Fcoscu, 

W 

zt=y. 

ln  seiner  zweiten  Lage  wird  das  Schiff  bekanntlich  von  den 

WWW 

beiden  in  den  Punkten  (A,  Y\ ZA  und  (CiFiJi)  nach  entgegen- 
gesetzten Seiten  hin  wirkenden , der  Axe  der  y parallelen  einan- 
der gleichen  Kräften  G und  G sollicitirt.  Nehmen  wir  von  jetzt  an  den 
positiven  Theil  der  Axe  der  y nach  oben,  den  negativen  Theil 
dieser  Axe  nach  unten  hin,  so  ist  die  in  dem  Punkte  (A,  F,Z,) 

V V V 

wirkende  Kraft  — G,  die  in  dem  Punkte  ()C,y’15I)  wirkende  Kraft 
dagegen  ist  f G.  betrachten  wir  nun  die  Momente  dieser  beiden 
Kräfte  in  Bezug  auf  die  durch  die  horizontale  Drebungsaxe  ge- 
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hende  vertikale  Ebene  der  oder,  wie  wir  der  Kürze  wegen  im 
Folgenden  immer  sagen  wollen , die  Momente  der  beiden  in  Rede 
stehenden  Kräfte  in  Bezug  auf  die  angenommene  horizontale  Dre- 
hungsaxe,  als  positiv  oder  als  negativ,  jenachdem  sie  in  demsel- 
ben Sinne,  in  welchem  die  Drehung  des  Schiffs  erfolgt  ist,  oder 
in  entgegengesetztem  Sinne  wirken ; so  ist  das  Moment  der  Kraft 

10 

— G offenbar  — GXl,  und  das  Moment  der  Kraft  -f  G ist  +Ggt. 
Bezeichnen  wir  also  die  Summe  dieser  beiden  Momente  durch  S, 
so  ist 


S=G  (fr,-*,). 

Bezeichnet  mau  aber  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die 
angenommene  horizontale  Drehungsaxe,  indem  mau  dieselbe  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtet,  jenachdem  das  Schiff  von 
selbst  wieder  in  die  Lage  des  ruhigen  Schwimmens  auf  dem  Was- 
ser zurückkehrt  oder  sich  weiter  von  dieser  Lage  entfernt,  durch 
0 , so  ist  offenbar  0 = — S , also 


0 = 6'(*,-£). 

und  folglich  nach  dem  Obigen,  da 


war : 


Xl  = jr'costü — Fsinu 


0 = G(jr'cosö>  — Fsinca — g,) . 

Weil  der  kürzer  V',  insofern  man  sich  denselben  als  der 
zweiten  Lage  des  Schiffs  angehörend  denkt , aus  den  beiden  Thei- 
len  V und  F'  besteht,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte '■ 

IT  10  IP 

X>'X'-^X>%  + FV, 


x>'i'=x>F  + F'y, 

X>'3'  = X>”  + FV; 

und  weil  der  Körper  V,  aus  den  beiden  Theilen  V und  F,  be- 
steht, so  ist  eben  so  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte: 

+ Fi*,, 

" > - - ») 

x>,r'=Vr+  F.y, , 

f,z“. 

Aus  diesen  beiden  Systemen  von  Gleichungen  ergiebt  sich: 
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t»"=X»'3£'-  FV=X>,*-  Ptx, , 
Vy=V‘3>'-  Fy=X>,fi  - F,y, . 


w W w W __  * 

=X>'37  - FV=  ■»,$!  - ; 

oder 


V*'— 1fc?i=FV-  Fi*». 
W-^J^Fy-Fj,, 

ip  to  ir  «r 

X>'3'  - V,J,  = FV  - F,t, . 


Bezeichnet  aber  q>  einen  gewissen  von  0°  bis  360°  wachsen- 
den Winkel,  dessen  Bedeutung  aus  den  folgenden  Gleichungen 
sogleich  ganz  von  selbst  erhellen  wird , ohne  dass  darüber  noch 
eine  besondere  Erläuterung  nothig  ist,  so  ist  offenbar 

tr  *oA  r w **  w WA  f~w  v 

? = cos^Y  F*  + y'*,  y'=sm<py  F2  + y* 

ni 

* r A **»  “*  4 win 

P=cos((p +to)Y  F2  + F72»  3?'=  8»n(ip+  ra)  Y F2  + 7 2 - 
also 


£'  = cosipcosa>^~ F*  + F2—  sinqosincoY  x'2  + F'2  » 


» to  4/“'  ■ 01  I 4 / * * 

3?' = sinqocos ra Y F*  + F72 +cos<PsinwY  ^ + 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 
tr  10  to 

3£'=Fcosoj — 7'sinio , 

10  10  *0 

3J7  ==  jr'sin  (ö  -f  y'cos  a> , 

10  10 

3'  = F. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen : 

IO  10  10  ^ 10  *0 

V'(Fcoso)  — y'sinw)  — = V'x' — Fj^, , 
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V'Or'simn-f  y'cosco)— ViJb  = Vif  — F,yt , 

w w w w 

w-vlh=Vz'-ritii 

also 


V,  jr,  =l?'(jr/cos<o — y'sinco) — V'x‘  + f/ix1 , 

V,fi  = V'Or'sina  + r'cos»)  — Vjf+  F,y, , 

w w u>  w 

*>ih  FY+F, i,; 

folglich 

— V'  » TO'1"  F'*  F.  » i 

0 = G^ — ^ — Jt'cosco—  (F — ^-f')sina  -f  yfx'~  *r*  • 

Weil  nun  aber,  wie  wir  oben  gegeben  haben, 

V'=V,  und  F'=  F, 

ist,  so  ist 


0=  — G|(F-f')sina>  - ^(x'—x,)l 


oder 


0= — G|(F—  v')sino>  — =-  ( x ' — x.) | • 

vi 

Die  ganze  Figur  im  Raume  wollen  wir  uns  jetzt  auf  die  Ebene 
der  xy  lirojicirt  denken , nnd  von  nun  an  auch  nur  diese  Projection 
auf  der  Ebene  der  xy,  welche  letztere  bekanntlich  auf  der  ange- 
nommenen Drehungsäxe  senkrecht  steht,  ins  Auge  fassen.  Legen 

u>  v 

wir  nun  durch  den  Punkt  (j^  y, ) eine  vertikale  und  durch  den 
Punkt  (A,  }',)  eine  auf  der  durch  die  Gleichung 

y =zx  tangto 

charakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehende  gerade  Linie, 
so  ist  die  Gleichung  der  ersten  dieser  beiden  geraden  Linien 

U> 

x=J, , 

und  die  Gleichung  der  zweiten  Linie  hat  die  Form 


y—  Vi  — A(x~X1), 


wo,  weil  diese  Linie  auf  der  durch  die  Gleichung 


V 


Digitized  by  Google 


31 


y=xx  tanga) 

cfcarakterisirten  geraden  Linie  senkrecht  stehen  soll, 

1 -f  rltango)=0,  A — — cot»; 

folglich  die  Gleichung  der  zweiten  der  beiden  in  Rede  stehenden 
geraden  Linien 

y — \\=.—(x — A", ) cot  co 


'"*■  • 

Bezeichnen  wir  die  Coordinaten  des  Dorcbschnittspunkts  der 
beiden  durch  die  Gleichungen 

tr 

x=y,  und  y — F,  = — (x — A,)cota> 

charakterisirten  geraden  Linien  durch  x , y selbst,  so  müssen  wir 
x,  y aus  den  beiden  vorstehenden  Gleichungen  mittelst  gewöhn- 
licher algebraischer  Elimination  bestimmen,  was  sogleich 

W IC 

x=JCi,  y=E,— ( p,-— Ajcotca 

siebt ; und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

■r  TC'  *•  » V w V, 

p,  = ^ (p'costo— f'sino)—  ^ x“+  x,  , 

i.  L 

tr  IT  w y*  w *r 

r,— pcosu — y'sinta — ^ (x‘ — xt) , 
nnd 

«P 

A|  = jT cos  ca — Esinro , 

W 

L =p'sirio)  + Ycosia 

ist;  so  ist 

w w y*  ic  to 

x—  r'coMo — y‘  sinw — y(x' — ^i)  > 

t T IT  1 y*  W V 

y =g'sina)-f jr'cosca  + ^(x' — x,)coto>. 

Nehmen  wir  nun  die  von  dem  Anfänge  der  xy  ausgehende 
gerade  Linie,  welche  mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
nach  der  Seite  des  positiven  Theils  der  Axe  der  y hin  den  Win- 
kel oi  einschliesst,  als  den  positiven  Theit  der  Axe  der(x)  eines 
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neuen  rechtwinkligen  Coordinatensystems  der  (x)  (y)  an,  in  wel- 
chem der  positive  Theil  der  Axe  der  (y)  so  angenommen  wird, 
dass  man  sich,  um  von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  (je) 
durch  den  rechten  Winkel  ( (x)  (y) ) hindurch  zu  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  (y)  zu  gelangen,  nach  derselben  Richtung 
hin  bewegen . muss , nach  welcher  mau  sich  bewegen  muss,  um 
von  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x durch  den  rechten  Win- 
kel (xy)  hindurch  zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y zu  ge- 
langen, und  bezeichnen  die  Coordinaten  desselben  Punktes,  des- 
sen  Coordinaten  in  dem  Systeme  der  xy  vorher  durch  x,  y be- 
zeichnet worden  sind,  in  dem  Systeme  der  (x)(y)  durch  (x), 
(y),  einen  gewissen  von  0°  bis  360°  wachsenden  Winkel,  dessen 
Bedeutung  sogleich  aus  den  folgenden  Gleichungen  ganz  von 
selbst  erhellen  wird,  aber  durch  jj;  so  ist  offenbar 

(x)  = cosj;Vrx2+y*,  (y)  = sinj(V  x*+y* 

und 

x = cos(<ö  + x)Vx2+y2,  y = sin(aj-f  *)Vxa+y*; 

also 

xzrcosocosjrV  x2-fy2  — siocasingV  x2-f-y2, 
y = sino>  cosj;  V x2-f-y2  + costusin^V"  x2Ty2; 

d.  i. 


x=  (x)cos  03 — • (y)sin  co , 
y — (x)sinco  -f  (y)  cosoj; 

und  folglich , wie  man  hieraus  leicht  findet : 

(x) =  xcosaj-f  ysinco, 

(y)  = — xsimo-f  ycosoa. 

Daher  ist  nach  dem  Obigen: 


w w y*  W W 

(x)=  jc'coso* — y'sinucosm  — ( x' — x,)cosw 

IT  IT  y*  w W 

+ F'sino>2+  y'sinracosw  + ^ (x' — x,)cosro, 


k ir  y If  a 

(y)=  — jc'sinojcostö-f  y'sinio2  + (x'— x,)sino> 

IT  W y>  10  10 

+ jr'sinwcos<a+  y'cosio2  -f  (x' — X,)costocot(a 


Digitized  by  Google 


33 


d.  i 


( JJ)  = JC' , 


(y)  =r 


w w 


V x'—x1 
sin»  ' 


Folglich  ist 


r-(y)=* 


w 

Y-y- 


PJ  x'—xx 
V'  sin»  ’ 


und  daher 

ir  ff*  tt  ir 

I F—(y)|sin»=(F— F)»ino>“  ^i); 

« 

also  nach  dem  Obigen 

0=  — G'l  F — (y)  j sin». 

Denken  wir  uns  das  Schiff  in  seine  erste  Lage  zuriickgeföhrt, 
and  bezeichnen  die,  jenachdem  der  durch  die  Coordinaten  x,  y, 
oder  (x),(y)  bestimmte  Punkt  in  dieser  Lage  des  Schiffs  über 
oder  unter  der  Projection  seines  Schwerpunkts  auf  der  Ebene  der 
xy  oder  (x) (y)  liegt,  als  positiv  oder  als  negativ  betrachtete 
Entfernung  des  durch  die  Coordinaten  x , y oder  (x) , (y)  bestimm- 
ten Punktes  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Scbifs  auf  der  Ebene  der  xy  oder  (x)  (y)  durch  u;  so  ist  nach 
der  Lehre  von  der  Verwandlung  der  Coordinaten  offenbar  in  völli- 
ger Allgemeinheit 

(,V)=  F+u, 


also 


U — (y)~  F,  —u—Y—iy); 
folglich  nach  dem  Obigen 


0=  Gusiu» . 

Bezeichnen  wir  die,  jenachdem  die  Prcjection  des  Sehwer- 

Cikts  des  eingetauchten  Theils  V'  des  Schiffs  bei  seiner  ersten 
ge,  d.  h.  bekanntlich  immer  die  Projection  des  Schwerpunkt 
des  von  dem  Schiffe  bei  seiner  ersten  Lage  verdrängten  oder  aus 
der  Stelle  vertriebenen  VVasserkörpers,  auf  der  Ebene  der  xy 
über  oder  unter  der  Projection  des  Schwerpunkts  des  ganzen 
Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  liegt,  als 
positiv  oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  der  Projection  des 
Schwerpunkts  des  eingetauchten  Theils  V'  des  Schiffs  bei  seiner 
ersten  Lage  auf  der  Ebene  der  xy  von  der  Projection  des  Schwer- 
punkts des  ganzen  Schiffs  bei  seiner  ersten  Lage  auf  der  Ebene 
der  xy  durch  p;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Verwandlung  der 
Coordinaten  allgemein 

Theil  XV. 
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y'=F+t>,  * 

und  folglich , «veil  nach  dem  Obigen 

(y)=  *’+« 


ist : 

(y)-y=u-v. 

Nach  dem  Vorhergehenden  ist  aber 

ir  ir 

/ y",. ■ *1 

(.</)  y + •£<  • sjn(a  * 

d.  i. 


also 


Cv)-y'=»— * 


V x'—xl . 
sinco 


V V 

x^ — X\ 
sinco  ’ 


and  folglich,  nenn  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  der  Stabi- 
lität einfuhrt: 


I/t  * f_  j, 

0=  G (c  + Ä — : ) sinco 

v r TP'  sinco  ' 


oder 


tr  tr 

0=  G t rsinco  { yy  (x“ — Xi)!  • 

Bezeichnet  man  endlich  die  mit  dem  gehörigen  Zeichen  ge- 
nommene horizontale  Entfernung  der  Projection  des  Schwerpunkts 
des  als  aus  Wasser  bestehend  gedachten  aufgetauchten  Theils 
auf  der  Ebene  der  xu  von  der  Projection  des  Schwerpunkts  des 
als  aus  Wasser  bestehend  gedachten  untergetauchten  Theils  auf 
der  Ebene  der  xy  durch  v;  so  ist  nach  der  Lehre  von  der  Ver- 
wandlung der  Coordinaten  allgemein 

»r  tu  tr  !f 

x'=xl-\-V,  x' — ar,  = u; 

also  nach  dem  Vorhergehenden: 

V 

0=G(  e sinco). 
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Bezeichnen  wir  das  Gewicht  einer  Volumeneinbeit  Wasser 
mit  o,  so  ist,  da  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  dem  Gewichte 
des  verdrängten  Wassers  gleich  ist, 

G=ö*>\ 

und  folglich  nach  dem  Vorhergehenden: 


oder 


0 = «V'ttsina> 


0 = u(F'»  + Vesina»)]. 

Noch  einen  anderen  bemerkenswerten,  und  in  tnanchen  Fäl- 
len eine  vorteilhafte  Anwendung  gestattenden  Ausdruck  für  die 
Stabilität  kann  man  auf  folgende  Art  entwickeln. 

Nach  dem  Obigen  ist 

w w w w 

V‘X‘  - X>,jca  = FV  - F,a, , 
and  folglich  , weil  bekanntlich 

X>'=Vt,  F'=  F, 


ist: 


oder 


v‘(X'-h=r‘&-*l) 


•r  tp  u>  t v 

Vi(3£'-jr,)=  F | (x' — art). 

Weil  nun  nach  dem  Vorhergehenden 

|7d  tr  w 

0>=Gt  osinco -f  •qtIx' — .T,)| 

ist,  so  ist  auch 

*^5=G(3E'  — fr  + csinoo). 

Nach  dem  Obigen  ist  aber  auch 

* X'~ (X')cosco — (3^)sinoj, 

te  w ir 

r,  = (f, ) cosu  — (f , ) sin  w ) 

«r  tr  tc  w 

"o  die  Coordiuaten  (X‘),  (3?”)  und  (jrk),  ff,)  den  durch  die  Coor- 

3* 


Digitized  by  Google 


36 


ß> 

dinaten  X',  3?'  und  jf, , y,  ira  Systeme  der  xy  bestimmten  Punk- 
ten im  Systeme  der  ( x)(y ) angehören  sollen;  also  ist 

X' - g,  = [ (ko—  (", ) ] COSO)  - [ (3?0 — (Fi)] «"“> > 

und  folglich 

0=G|csinia+[(3EO  — (l^i  )J  cosca  — [(3?0 — (Fi)]8'no»!> 


oder 


0=öl?'l csino)  + [(£')  -("ojcosro— [(3?')  — (Fi)]w"«l- 
Weil  bekanntlich 

W W 

v = x‘ — x, 

ist,  so  ist  auch 

' x>'  w » 

yi  (3E,—*Fl ) » 

also 

V'v=V't[(X')~  (r,)]  cosco  - K3?0-(r,)] sin“  t • 

Wir  werden  späterhin  von  diesen  Ausdrücken  Anwendung  « 
machen  Gelegenheit  finden. 


§•  7. 

Weil  wir  die  Drehungsaxe,  d.  h.  die  Axe  der  z,  als  horizon- 
tal angenommen  haben,  so  ist  klar,  dass  der  aufgetaucbte  nml 
der  nntergetauchte  Theil  in  einer  der  Axe  der  : parallelen  gera- 
den Linie  mit  einander  zusammenstossen  müssen.  Diese  gerade 
Linie  wollen  wir  jetzt  als  die  Axe  der  J eines  dem  Systeme  der 
xy:  parallelen  Coordinatensystems  der  annehmen , indem  wir 
zugleich  den  Anfang  dieses  neuen  Coordinatensystems  in  den 
Kndpunkt  der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie , so  weit  dieselbe 
dem  ourgetauchten  und  dem  untergetauchten  Theile  gemeinschaftlich 
angehört,  verlegen,  von  welchem  aus  dieselbe  nach  der  Seite  der  po- 
sitiven t oder  J hin  liegt;  auch  wollen  wir  die  ihrer  Länge  nach 
bestimmte  gerade  Linie,  in  welcher  der  aufgetauchte  und  der 
untergetauchte  Theil  mit  einander  zusammenstossen,  durch  fl  be- 
zeichnen. Von  dem  auf  die  vorher  angegebene  Weise  bestimm- 
ten Anfangspunkte  der  | r/£  an  theile  man  nun  die  Linie  a in  * 
einander  gleiche  Theile  ein,  deren  jeder  durch  i bezeichnet  wer- 


Digltized  by  Google 


37 


% 

Jen  mag,  und  nehme  an,  dass  in  Bezug  auf  die  Curve,  in  wel- 
cher die  horizontale  Wasserfläche  von  der  Oberfläche  des  Schiffs 
bei  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird,  den  Werthen 

0,  i,  2«,  3 i,  4 i ni; 

so  ni=a  ist,  von  f als  Abscissen  für  den  aufgelauchten  und  für 
Jen  untergetaucbten  Theil,  welche  zwei  Theile  wir  hier  immer 
als  homogen  oder  als  aus  Wasser  bestehend  betrachten , respec- 
tive  die  Wertbe 


und 


0 i f ? * 

r.  I',  I'.  Iv 


4' 


ol«34  » 

4i>  fn  4i  > 4i  * 4i  > 4t 


von  | als  Ordinaten  entsprechen,  fetzen  wir  nun  voraus,  dass 
tu unendlich  klein  sei,  und  bezeichnen  den  diesen  Winkel  mes- 
senden Kreisbogen  in  einem  rqit  der  Einheit  als  Halbmesser  be- 
schriebenen Kreise  durch  (er),  so  ergiebt  sich,  da  wir  die  auf  der 
Axe  der  £ senkrecht  stehenden  Schnitte  des  aufgetauchten  und 
des  nnterge tauchten  Theils  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
kleiner  der  Winkel  co  ist,  als  Kreissectoren  betrachten  können, 
nach  bekannten  Sätzen  aus  der  Lehre  vom  Kreise  und  aus  der 
Lehre  vom  Schwerpunkte,  dass,  wenn  wir  die  | der  Schwer- 
punkte des  aufgetauchten  Theils  V und  des  untergetauchten 
TheiU  K,  respective  durch  £'  und  4r  bezeichnen,  die  Grössen 

F'|'  und  F,i, 

die  Gränzen  sind,  denen  respective  die  Grössen 


0 1 

1 „ 4|'sin2o>  , 

2 i|'®  (w) . j — cos  2 “ 

■ j 

! , 4|'sin2-o>  j 

+ f **(»)  • 3(0,)  cm2m 

.3  . » 

1 * 4|  sin  g-  <u  , 

+ 2«4'*(«).-3^)-— costj« 


U.  8.  w. 


«- 1 1 
fiinö* 


+ 2«r*(«).-3(-r 


’ 1 

cos  5 OJ 


und 
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2»Si*(m)  ■ 


1 » 


3(0,)  cus*2  *“ 

i 1 

x 4“‘  sin  2 “ 1 

+ 2**'  (<o)'“3(5j  cos2“ 
.i  . 1 

1 x sing-“  j 

+ 2*Si*(w). — '3(  ) cosjj  üj 


U.  8.  W. 

#-i  J 

ln-,  4£i  «intJ«a  | 

+ 2«- £,<(»). cos  2». 

<1.  i.  respective  die  Grössen 

|f(I,s  +l'3  + l,s  +f'3  + -f-"|'3)sina> 

und 

3 4 3+ 1.  ’+&  *+  i 3 +... . + T3’)  sin« 

sich  nShern,  wenn  n in’s  Unendliche  wächst,  oder,  was  dasselbe 
ist,  wenn  i in’s  Unendliche  abnimmt  oder  sich  der  Null  nähert. 

Setzen  wir  aber  allgemein  für  den  aufgetaucbten  Theil 

i=m, 

und  für  den  untergetauchten  Theil 

e=AO; 

so  ist 

l'=F(0),  f = F(0,  |'=F(2t-),...7=F((n-l)0; 

und 

VT  und  F,|, 

siud  also  die  Gränzen,  denen  respective 

3 il(F(0))»+(F(0)»+(F(2«))»+ ...  + (F((n — l)t))*  1 sin  cu 
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und 

*1  (/K0))> + (/■(«•))>  + (fCX))*  + ...  + </•((«— l)i))3! sin», 


oder,  was  offenbar  ganz  dasselbe  ist,  respective 

ji|(F(0))*+  (F(i))*  + (^20)3  + - +(#’(i«i))» I sine» 


and 


' J i I (RO))3  + (fU))3  + (f(-i))3  + ..  + (Rni))* 1 sinn» 

sich  nähern,  wenn  t sieb  der  Null  nähert.  Weil  nun  ni=a  ist, 
so  sind  nach  einem  bekannten  Satze  von  den  bestimmten  Inte- 
gralen die  Gränzen,  denen  die  Grössen 

l i\(f\0))3+  (F(i))*  + (F(2, •))»  + ...  +(F(ni))»|  sino, 

und 

\ i I (/(0))*  + (Ai))*  + (A2«-))3  + -.  + <J(ni))3 1 sine» 

sich  nähern,  wenn  i sich  der  Null  nähert,  rcspectivc  die  mit  der 
hier  natürlich  als  constant  za  betrachtenden  Grösse  ^sinen  mutti- 
plicirten  bestimmten  Integrale 


und  J'a(f(om ; 

u u 

und  es  ist  also 

Pr=jsin» >f\F(  £))*dt, 

F,i,  = jsino» 


folglich,  weil  bekanntlich  V = Vl  ist: 

P - |,)=j  sin  0»/°!  (F(J))3  - {/•(£))*  1 0£ 

O 


oder 
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o 

Wegen  der  Parallellitat  der  beiden  Coordinatensysteme  der 
xyz  und  £ij£  ist 

ip  tr 

£'—  f|=ar'— Xj, 

also 


v'  gfiww-ffwiet 

o 

oder,  well 

«0  IP 

x'— x,=p 

gesetzt  worden  ist: 

F'-  TiL  =j/°IW-(^(O),l0f 

o 

oder 


Pp  = jsin  co  (F(J))»  - (/«))>  )8J. 

vo 

Folglich  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 

/’lw- (/(£))*  iaj 

“=°+  


und 


/*"  [ (/^(S))»—  t/t08)]S3 

1=  Gusina>=G|t>  +‘^-5 


I sin  oi 


oder 


0 = öX>'usino>=  ölV'c  + i y^[(F«))s—  (/•(Ö)*Klsin0i. 

O 

Weil  co  als  unendlich  klein  angenommen  worden  ist,  so.  kann 


auch 


0 = Gu(o>) 


= G{v  + — l(w) 
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oder 


0=öV«(co)= Ö IV't  + j - (Aö)3]3fl  (»), 

O 

oder , wenn  cd  in  Secunden  ausgedrückt  angenommen  wird , folglich 
(c») = cd  Are  I" 


ist: 


0 = Gmoj  Arcl*  = G I v + — .!Yy 1 cd  Are  1" 


oder 


0 = öXVucoArcl*=  cättV»  + j y °[(fX  0)s-  (/(O)*]0f  1 cüArcl" 

O 

setzen.  Bekanntlich  ist 


Arcl”  206264,8 ' 

Wenn  die  Linie,  in  welcher  die  horizontale  Wasserfläche  von 
der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage  geschnitten  wird, 
von  einer  geraden  Linie,  gewissermassen  als  Axe,  in  zwei  ein- 
ander völlig  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheilt,  und  die  Dre- 
hungsaxe  oder  die  Axe  der  z dieser  Linie  parallel  angenommen 
wird,  so  kann,  wie  leicht  erhellet,  immer  unter  Voraussetzung 
eines  unendlich  kleinen  cd,  nur  dann,  wie  es  erforderlich  ist, 
F'=  V,  sein,  wenn  der  aufgetauchte  und  untergetauchte  Theil  in 
der  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  oder  Axe  mit  einander  zu- 
sammenstossen,  d.  h.  wenn  mit  dieser  Linie  die  Axe  der  f zu- 
sammenfallt, und  folglich  allgemein 

«0=-/®.  m)=-m 


ist  Also  ist  unter  der  gemachten  Voraussetzung  nach  dem 
Obigen 


u=v  + 


*/>©)* 

Yxv 

2 y “</(£»■« 
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ii=»  + 


y‘a(2F(J))»6J 

1-/XV 


0 = G’usin®=  G | v +- 


= G | v — 


2 f'(.F(Q)*dt 

. i/  » 

+ W' 

2 

U « I •„ 


0 = 6’usin®={»|t>  +c/  ° py Isin® 


v y 


= C{  c—  ^ 1 sin® 


Auch  ist 


0=uX>'ttsin®=<i>tVB+ \j*  (F(f))8df|sin£o 

O 

=5iv'b— ^y*  (/(O)^isin® 

o 

r 

0=öV'asin®=ö|Vp+ j^y*  (2F($))*8J)sina 
= 5 1 X>‘v  - i sin® 

O 

Endlich  ist , wenn  a in  Secunden  ausgodriickt  ist : 
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oder 


und 


2 / V(ö)»aj 

<3  = G'utoArcl*  = G’|p  + ' 3y 1 »Are!" 

2 fa(nm 

= G|o ■ ° gy, I uArcl" 


<3=6’ucoArcl 


C (mm 

'-G,c+ 

/’°(2/(0)s^ 

= G(r  — - ° ,r»v 


I a»Arct" 


coArcl", 


oder 


&=^uX>'uicArcl"—utX>'v+‘j^‘  (F(J))J0£!<o  Arcl" 

= c»ncyt.-| 

o 

Q = öXy«»Arcl"=t5|  X>'t>  + |iy*“(2F(£))3S£l<öArci" 

O 

=Stt>'n-  ^y'°(2/(J))^|«»Arcl". 


§.  8. 


Wenn  alle  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehenden  Schnitte 
des  Schiffs  einander  gieielie  und  ähnliche  ebene  Figuren  sind, 
und  diese  Figuren  auch  rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffen- 
heit sämmtlicn  vollständig  mit  einander  übereinstimmen,  so  kann 
man,  wie  aus  den  in  §.  6.  entwickelten  allgemeinen  Formeln  und 
aus  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  sogleich  erhellet,  alle  in  die- 
sen Formeln  vorkommenden  Grössen , natürlich  mit  Ausnahme  der 
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immer  das  Gewicht  des  ganzen  Schiffs  bezeichnenden  Grösse  G, 
auf  nur  einen  dieser  einauder  gleichen  und  ähnlichen  und  auch 
rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollständig  mit  ein- 
ander übereinstimmenden  Schnitte,  als  eine  ebene  Figur  betrach- 
tet, den  wir  unserer  ferneren  Betrachtung  zum  Grunde  legen  wol- 
len, beziehen.  Daher  ist  nach  §.  G.  unter  dieser  Voraussetzung 


u=cf 


10  10 

V'  V‘ 

9r  sinco 


V 

sinco 


und 


Ö=  Gusiniü 


y w u>  y 

— G|t)sinm  -f  ^(x' — x,) | = C(^jT>  -f-  csinco) , 


so  wie  auch 


0 = G I csino»  + f(3£')— (Xi)]cos(»— [Q?')  — (fi)]sin<»  |. 


Genügt  nun  zugleich  der  Schiffskörper  der  am  Ende  des  vor- 
hergehenden Paragraphen  zum  Grunde  gelegten  Bedingung,  wird 
ferner  wie  dort  die  Urehungsaxe  der  geraden  Linie,  welche  die 
Durchschnittslinie  der  Oberfläche  des  Schiffs  in  seiner  ersten  Lage 
mit  der  horizontalen  Wasserfläche  in  zwei  völlig  gleiche  und  ähn- 
liche Theile  theilt,  parallel  angenommen,  und  bezeichnet,  dies 
vorausgesetzt,  p die  Länge  der  geraden  Linie,  in  welcher  von 
dem  unserer  Betrachtung  zum  Grunde  gelegten  Schnitte  des  Schiffs 
in  dessen  erster  Lage  die  horizontale  Wasserfläche  geschnitten 
wird;  so  ist,  weil  immer  angenommen  worden  ist,  dass  die  Dre 
hung  des  Schiffs  um  die  Drehungsaxe  in  demselben  Sinne  erfolgt 
sei,  in  welchem  man  sich  bewegen  muss,  um  von  dem  positiven 
Theile  der  Axe  der  x durch  den  rechten  Winkel  (xy)  hindurch 
zu  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  y,  welcher  bekanntlich  nach 
oben  hin  gerichtet  angenommen  worden  ist , zu  gelangen , also  die 

Sositiven  ersten  Coordinaten , wenn  man  sie  sich  vom  Mittelpunkte 
er  in  Rede  stehenden  geraden  Linie  ausgehend  denkt,  nach  der 
Seite  des  aufgetauchten  Theils  hin  genommen  werden  müssen, 
für  ein  unendlich  kleines  co  offenbar  nach  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte: 


x'— x,=»=- 


2p  sin  ^ ca 


cos  ^ m — { 


2psin2  0>  j 


-3(^r  cos2  “l- 


d.  i. 


x1 — xt  = v= 


2psinco 

3(o>) 


Nun  ist  aber 
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aUo 


F'(x‘—x1)=V‘v=i2p3 


si  n<u, 


folglich  nach  dem  Obigen: 

p3 

u=v+-j^r, 

also 


& — 6’usi  not  = G (e 


+ 


P* 


) sino , 


oder 


0=G«<(<a)=  C(r  + 

oder,  wenn  t o in  Secunden  ausgedrückt  ist: 

0=6'uiBArcl"  = 6’(p  + “Arcl" . 

Der  in  der  durch  den  Schwerpunkt  des  Schnitts  in  seiner 
ersten  Lage  gehenden  Vertikale  oder,  was  dasselbe  ist,  der  iu 
der  durch  die  Schwerpunkte  des  Schnitts  und  seines  eingetauch- 
ten  Theils  in  der  ersten  Lage  des  Schnitts  gehenden  geraden 
Lioie  liegende  Punkt,  dessen  nach  dem  Obigen  gehörig  als  posi- 
tiv oder  als  negativ  betrachtete  Entfernung  von  dem  Schwerpunkte 
des  Schnitts  die  von  «,  welches  aber  jetzt  immer  als  unendlich 
klein  betrachtet  worden  ist,  so  dass  das  Schiff  nur  eine  unend- 
lich kleine  Drehung  erlitten  hat,  ganz  unabhängige  völlig  be- 
nimmte  Grösse 


p3 

U=V+WÖ7 

ist,  ist  zuerst  von  Bouguer  indem  Traite  du  navire.  Paris. 
I?i6.  4.  p.  257.  das  Metacentrum  des  Schnitts  genannt  wor- 
den , und  da  nun  nach  dem  Obigen 

SrrGusinco, 

nach  §.  6.  alter  u positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  das  Meta- 
centrum des  Schnitts  über  oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt, 
«•>  ist  klar,  dass  unter  allen  vorher  gemachten  Voraussetzungen 
die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  die  augenommene  Dre- 
hongsaxe  positiv  oder  negativ  ist,  d.  h.  dass  dasselbe  hei  unend- 
lich kleinen  Drehungen  von  selbst  wieder  in  die  ursprüngliche 
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Lage  des  ruhigen  Schwimmens  zurückkehrt,  oder  die  angefangene 
Drehung  nach  deren  Richtung  hin  weiter  fortsetzt,  jenachdem  das 
Metacentrum  eines  der  einander  gleichen  und  ähnlichen  Schnitte 
des  Schiffs , welche  auf  der  Drehungsaxe  senkrecht  stehen , über 
oder  unter  dessen  Schwerpunkte  liegt,  wobei  man  sich  das  Schiff 
in  der  Lage  des  ruhigen  Schwimmens  auf  dem  Wasser  zu  den- 
ken hat. 

Von  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  entwickelten 
allgemeinen  Formeln  wollen  wir  nun  einige  Anwendungen  auf  spe- 
cielle  Fälle  machen. 


§•  9. 


Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig  gleich- 
förmig dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind,  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dass  in  Taf.l.  Fig.l.  die  Grundfläche^ßf.',  in  welcher 
AC—BC  ist,  sich  in  vertikaler  Lage  befindet  und  die 
Grundlinie  AB  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ABC 
horizontal,  die  Spitze  C aber  nach  unten  gekehrt  ist; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  auf  seinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  A'B'C,  wo  A'B'  horizontal  ist,  der  einge- 
tauchte  Theil  des  Dreiecks  ABC , und  werde,  wenn  CD  die  auf 
AB  senkrecht  stehende  Höhe  des  gleichschenkligen  Dreiecks 
ABC  ist,  AB—a,  CD—b  und  A‘B‘=x,  CD'=zy  gesetzt. 
Bezeichnet  dann  u das  specilische  Gewicht  der  Materie  des  Pris- 
mas, so  ist  aus  bekannten  Gründen 

AABC.AA'BfC=\:\k, 

also 

)^ab:~xy=ab:xy=z\ :/i. 

Nun  ist  aber 

a :b  = x:y , 

also 

b a 

y=äx-  x=b*; 

folglich  nach  dem  Vorhergehenden 

ab: —x*=a*:x*=  1 : u , 
a r 
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d.  L 


a6:|y*=ö*:^  = l:p; 
**=l*a*,  y*  = f»6* ; 


aiio 


x=«V>,  »/=6v>- 

Mit  Rücksicht  auf  die  aus  dem  Obigen  bekannte  Bedeutung  von 
t ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Schwerpunkte 


e = - 1|  CD~l  CIT)=- 1 (6 -y). 

d i.  nach  dem  Vorhergehenden 

2 . 

t>= — g- 6(1  — V», 

and  folglich , weil 

e=x=aV>,  X>'  xy  pab 


Wt,  so  wir  die  Bedeutung  von  g und  V aus  dem  vorhergehen- 
den Paragraphen  als  bekannt  voraussetzen , nach  diesem  Para- 
graphen , 


c*Vft  2 «*v>— 46*(l— v» 

“BT“  j6(l-Vf*)= §6 . 


oder  auch 

(a* + 46*)  V(* — 46* 

gg 

Weil  nun  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
€5=G’ua>  Arcl" 

> wo  immer  a>  in  Secunden  ausgedriiekt  angenommen  wird, 
ist 


„,(a*+46*)v>— 46* 
66 


eoArcI" , 


»der,  wenn  man  a=2a,  b = ß setzt: 
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Wenn  das  Dreieck  ABC  gleichseitig  ist,  so  ist  0*=4 o*  — a* 
=3«*,  und  folglich,  wie  man  leicht  findet : 

0=  2oG  “ Arcl* . 

WTenn  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  ABC  der  Winkel 
ACB  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  ß=a,  und  folglich,  wie  man 
leicht  findet: 

0 = j o C (2  V(* — 1)  o»  Are  l * . 

Für  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nur 
dann  0>O,  wenn 


d.  i. 


(«*  + £*)  Vf»— /S*>0, 


0*  8* 

W*>  0,1er  f*>  ßi)t> 

folglich,  wenn  wir  jede  der  beiden  gleichen  Seiten  des  Dreiecks 
durch  y bezeichnen, 

ß*  . ß 4 

f*  > ^ «der  < Vf* 
ist. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  0>O,  wenn 

4Vft— 3>0,  Vf*> | • |*>jg 


ist. 

Für  das  rechtwinklige  gleichschenklige  Dreieck  ist  nur  dann 
0>O,  wenn 


•2Vf*— 1>0,  Vft>,j*  f*>j- 
ist. 


Anmerkung.  Der  Auflösung  dieser  Aufgabe  füge  ich  nnn 
noch  die  folgenden  Bemerkunecu  über  den  Ausdruck  der  Stabili- 
tät bei  unendlich  kleinen  Drehungen  im  Allgemeinen  hinzu.  Näm- 
lich Kouguer,  Euler,  Chapman  und  andere  Schriftsteller 
über  diesen  Gegenstand  betrachten  überhaupt  nur  die  Stabilität 
unter  Voraussetzung  unendlich  kleiner  Drehungen,  und  bei  allen 
diesen  Schriftstellern  erscheint  der  Ausdruck  der  Stabilität  als 
von  dem  Drehungswinkel  ca  ganz  unabhängig,  so  dass  z.  ß.  bei 
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Euler  in  der  Scientia  navalis.  T.  1.  p.  09.  im  vorliegende» 
Falle  der  Ausdruck  der  Stabilität  nicht  wie  oben 


2G 


(a*  + ß*)VH-ß* 


6>  Arcl" 


«der  eigentlich 


sondern 


>>P 


26 


(tP  + WVli-ß1 

Zfi 


ist  Wenn  sich  nun  nach  meiner  Meinung  dies  auch  durchaus 
nicht  billigen  lässt,  da  insbesondere  die  sämmtlichen  obigen  Aus- 
drücke für  die  Stabilität  bei  unendlich  kleinen  Drehungen  nur 
Näherungsausdrücke  sind,  welche  desto  genauere  Resultate  lie- 
fern, je  Kleiner  der  Drehungswinkel  co  ist,  und  also  schon  des- 
halb diese  Ausdrücke  nicht  von  co  unabhängig  sein  können,  so  ist 
doch  auf  der  anderen  Seite  zu  bemerken,  dass  die  von  den  ge- 
nannten und  anderen  Schriftstellern  befolgte  Methode  darin  ihre 
Hechtt'ertigung  findet,  dass  es  sich  hierbei  eigentlich  nur  um  die 
Vergleichung  verschiedener  Stabilitäten  handelt,  und  wenn  man 
dann,  um  eben  solche  Vergleichungen  mit  Leichtigkeit  anstellen 
zu  können,  immer  denselben  unendlich  kleinen  Drehungswinkel 
mn  Grunde  legt,  und,  wie  jene  Schriftsteller  sämmtlich  thun, 
überhaupt  nur  Stabilitäten  für  unendlich  kleine  Drehungswinkel 
betrachtet,  so  ist  es  allerdings  verstattet,  den  Factor  ojArcl"  aus 
den  Ausdrücken  der  Stabilität  wegzulnssen.  Der  erste  Schrift- 
steller aber,  welcher  die  Stabilität  der  Schiffe  aus  einem  allge- 
meineren und  allein  wirklich  sachgemässen  Gesichtspunkte  Tür 
endliche  bestimmte  Drehungswinkel,  betrachtet  hat,  scheint,  was 
hier  als  besonders  verdienstlich  hervorgeboben  werden  muss,  At- 
« ood  zu  sein,  in  einer  in  den  P h i I os ophical  Transactions 
for  the  year  1798.  Part.  1.  p.  201.  unter  dem  Titel:  A Dis- 
quisition  on  the  Stabil i ty  ofShips.  ByGeorge  Atwood 
erschienenen  Abhandlung,  die  , wie  icn  aus  einem  uer  neuesten 
nulisehen  Werke  über  die  Schiffshaukunst:  Trcatise  o n the 
Theory  and  Practice  of  Naval  A rch  i t ec  tu  re : heeing  the 
Article  „ S h i p-ii  u ild  i n g “ in  the  Ency c I op a ed ia  Britan- 
nien. By  Augustin  F.  B.  Creuze,  Me  mb  re  of  the  late 
Sch ool  of  Naval  Architecture,  President  of  the  Ports- 
mouth Philosophical  Society.  Edinburgh.  1841.  4°. 
an  verschiedenen  Stellen  desselben  ersehe,  namentlich  auch  in 
England  mit  Recht  sehr  geschätzt  wird , so  wie  auch  eine  frühere 
Abhandlung  desselben  Verfassers,  die  in  den  Philosophical 
Transactions  for  the  year  1790.  Part  I.  p.  4ß.  unter  dem 
Titel:  The  Construction  and  Analysis  of  geometrical 

Propositions,  determining  the  Positious  assunied  by 

I heil  XV.  * 
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li  o in  ognnea  I ßodies  which  float  frcely,  and  at  fest,  on 
a Fluid’s  Surface;  also  determining  tlie  Stability  of 
Ships,  and  of  other  floating  Bodies.  By  George  At- 
w o o d erschienen  ist.  Wenn  man  dje  Sache  aus  einem  solchen 
all  gemeineren  Gesichtspunkte  lür  Drehungsvvinkel  von  bestimmter 
endlicher  Grösse  betrachtet,  sollte  man  nach  meiner  Ansicht  auch 
aus  den  dem  Falle  eines  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  ent- 
sprechenden Ausdrücken  der  Stabilität  den  Factor  ruArcl"  nicht 
weglassen,  weshalb  wir  denselben  auch  in  dieser  Abhandlnng  stet« 
beibehalten  werden. 


§.  10. 

Aufgabe.  Ein  gerades  dreiseitiges  völlig  glejch- 
förmig  dichtes  Prisma,  dessen  Grundflächen  gleich- 
schenklige Dreiecke  sind,  schwimme  so  auf  dem 
Wasser,  dass  in  Taf.l.Fig.  ‘2.  die  6t u n d fl 5 ch e A BC,  in  wel- 
ch er  AC—  BC  ist , s ich  i n vertikaler  Lage  he  find  et  und 
die  Grundlinie  Ali  des  gleichschenkligen  Dreiecks  ho- 
rizontal, die  Spitze  C aber  nach  oben  gekehrt  ist;  man 
soll  die  Stabilität  diesesPrismas  für  auf  seinen  Grund- 
flächen senkrechte  horizontale  Äsen  und  unendlich 
kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  AliA'B' , wo  A'B'  horizontal  und  also  mit 
AB  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Dreiecks  ABC,  und 
werde,  »renn  CB  die  auf  AB  senkrecht  stehende  Höhe  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  ABC  ist,  AB  = a,  CD  — b und 
A'B'—x,  CD"  — y gesetzt.  .Bezeichnet  dann  p das  specilisrhe 
Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten  Griiuden 

AABC:’TnvABA'B  = \:p, 

also 

^ (a  +x)  ( b-y ) = ab : (a+x)  (6— y)  = I : p - 
Nun  ist  aber  ganz  wie  in  der  vorhergehenden  Aufgabe 


also 

o6:(a+x)(6  — ^T)  = nI:nl  — ,r*=l  :p, 
ab:(a  + — ^)=A*:62— y*=  1 :p; 
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d i 


**=(!-!»)«*,  y*=(l-p)b*i 

also 

x—a  V I— ft,  i/  = bV  1 — (4. 

Mit  Rücksicht  auf  die  aus  den  früheren  Paragraphen  bekannte 
Bedeutung  von  c ist  aber  nach  bekannten  Sätzen  vom  Selm  er- 
Punkte  des  Dreiecks  und  des  Trapeziums 

a 2jc  , 1 

r=3(5T^)(6-i!')-36> 

d-  i.,  nie  man  leicht  findet: 

•=ä»l(i  +2VT=tf 

oder 


2.  1 — f* 

c=  — 7,0 — 


“3  p 


•3°l+VT^jT 

uod  folglich,  weil 

Q=x=zaV  1 — p, 

V=|(o+*K*-»)=|aA(l  fVT^,)  ( 1 - VT-^u) ; 


d.  L 


ist: 


(1— ii)a*  VI 2 L (l-p)(l— VTH-,») 

6 yJ>  3 0 p 

***••  nie  man  hieraus  mittelst  leichter  Rechnung  findet: 

“ = ( + «*)Vt=?'-4Ä*|. . 

folglich  ist 


0 = 


1-1* 

6p6 


Gl(a*+4A*)V  1 — ^»(orArcI". 


4’ 
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Setzt  man  a=2tr,  b = ß,  so  ist 

G t («*  f ) wArcl"  . 

Wenn  «las  Dreieck  AHC.  gleichseitig  ist,  so  ist  /S*=3«*,  and 
folglich,  wie  man  leicht  findet: 

0 = G < 4 VT=^-  3)  cs  Arcl" . 

Wenn  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  AHC  der  Winkel 
ACH  ein  rechter  Winkel  ist,  so  ist  /?  = «,  'also 


0 = -°--^— — fi(2V~  1 — (*—  ])wArcl". 

Für  das  gleichschenklige  Dreieck  im  Allgemeinen  ist  nur  dann 
0">O,  wenn 


(«*  + P)  VT — ft— (3®  > 0 . 


d.  i.,  wie  man  hieraus  leicht  findet: 

a*(«*  + 2/J*)  , 

f1  ^ («*  + (5*)*  ' 0<^cr  ^ 


1 + 2 ( 

f-)’_ 

r*T(! 

\2  2 

ist.  Bezeichnet  man  die  beiden  einander  gleichen  Seiten  des 
Dreiecks  durch  y,  so  lässt  sich,  weil  = «*  + p2  ist,  diese  Be- 
dingung leicht  auf  den  Ausdruck 


Ar*-  P)(r*  + P) 

f*  < 


oder 


bringen. 

Für  das  gleichseitige  Dreieck  ist  nur  dann  0>O,  wenn 
dVl  -n  - 3>0. 


d.  i.  wenn  f i < yg  ist. 

F«‘ir  das  rechtwinklige  gleichschschenklige  Dreieck  ist  nur  dann 
0 > 0 , wenn 

2 VT^jä  — 1 > 0, 


3 

d.  i.  «venn  f*Sj 


ist. 
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§■  H. 


Sol!  das  io  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  betrach- 
tete Prisma  sowohl  in  der  in  §.  9.,  als  auch  in  der  in  §.  10.  an- 
genommenen Lage  schwimmen  können,  ohne  umzuschlagen,  d.  h. 
-oll  dieses  Prisma  in  beiden  Fällen  mit  einer  gewissen  positiven 
Stabilität  auf  dem  Wasser  schwimmen  können,  so  muss 


£ 

r 


<p<i-£ 


sein , was  offenbar  nur  dann  der  Fall  sein  kann , wenn 


-£>£• 


j 


also 


- < -r-  oder  Y>  ßV 2 

Y v-2 

ist;  und  weil  nun 

cos\  ACB  = y 

ist,  so  muss 


cos  rr  A CB  < — • 
1 Vi 


also 


\jLACB>  320.46',  Z.ACß>  65°.32' 


$-  12. 


Aufgabe.  Ein  rechtwinkliges  völlig  gleichförmig 
dichtes*  Parallelepip ed 011  schwimme  so  auf  dem  Nas- 
ser, dass  in  Taf.I.  Fig.  3.  seine  G rund  (lache  Aß  CB  sich  in 
vertikaler  Lage  befindet,  und  deren  einander  paral- 
lele Seiten  AB  und  CB  horizontal  sind;  man  soll  die 
Stabilität  dieses  Parallelepip edons  für  auf  derGrund- 
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fläche  ABCD  senkrechte  horizontale  Axen  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Sei  ABA'B',  wo  A‘B‘  horizontal  und  also  mit 
AB  und  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Rechtecks 
ABCD,  und  werde  AB=CD—a,  AC—BD=b  und  AA‘=BBf=x 
gesetzt;  so  ist  aus  bekannten  Gründen,  wenn  wieder  fi  das  spe- 
cilische  Gewicht  der  Materie  des  Parallelepipedons  bezeichnet, 

• • i oltÄ 

ABCD:ABA'B'  = l:p; 

also 


ab : a x — b : x = ] : p , 
folglich  x — fib.  Aber  offenbar 

b)=—  j(I  — f*)* 

und  q — u,  V =zaxxfiab;  also 


a2  1 a2— 6g(l— p)6* 

*= ~ 2 (l_fi)6= — ■ 


und  folglich 


^ a2— 6ft(l— ft)62 

12p6 


GwArcl". 


Es  ist  nur  dann  0>O,  wenn 

«2 — 6p(t  — fi)62>0,  d.  i.  | > V6fi(l— p) 


ist. 


Soll  das  Parallelepipedon  sowohl  wenn  die  Seite  a,  als  auch 
wenn  die  Seite  6 horizontal  ist , mit  einer  gewissen  Stabilität 
schwimmen  können,  so  müssen  die  beiden  Bedingungen 

?>V6g(l-p),  |>  V6p(l-rt 
zugleich  erfüllt  sein , d.  h.  es  muss 

wd— <■><?  <vV(i-l.> 

■ein,  welches  nur  dann  möglich  ist,  wenn 


, > t.  >i  i 


V 6fx  (1  — p)  < 


VMi-t*)' 
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d.  i.  wenn 

6/*(l—  f*)  <•. 

oder,  was  Dasselbe  ist,  wenn 

»**— f*>  -$>  (ft  - 

ist  für  f*=5"  ist  dies  offenbar  nicht  möglich.  Jenacbdem  fi, 
welches  natürlich  immer  kleiner  als  die  Einheit  sein  muss,  zwi- 
schen ^ und  l oder  zwischen  0 und  g liegt,  ist  die  Bedingung 

(f*- '2^'>  12 

erfüllt , wenn 

r-l>h/  3 .“der  r>-fs 
d.  i. 

°der  ft<j(i_y^ 3>* 

d.  i. 

V3-f  t j ^ 1 

oder  ~2v3  ’ 

d.i.  , 

t*>T^v5  oder  p<Wv3  ' 

U‘ 

(*>§■(3+1/3)  oder  t*<§(3— V3)  , 
ift 

Dass 

i <§(3+ y3)  < l . 0 < g (3-  V3)  < ’ 

«t,  erhellet  anf  der  Stelle. 

Für  o=A.  d.  h.  im  Falle  eines  Quadrats,  ist 
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0 = 1 >t)  aGn  Arcl* 

und  es  ist  nur  0>O,  wenn 

flfid-f.Xl 

ist,  d.  h.  nach  dem  Vorhergehenden  .für 

f*>  ^(3+\/3)  oder  fi<^(3- v3), 

jcnachdem  ft  zwischen  ^ und  1 oder  zwischen  0 und  g liegt. 
Kür  ft  = ^ ist 

6fi(l  — ft)  = 

und  folglich 

Gft(l  — (t)>  I. 


§•  13. 

Aufgabe.  Ein  über  einem  Quadrate  als  Grund- 
fläche errichtetes  rechtwinkliges,  völlig  gle  ich  förmig 
dichtes  Parallele^ipedon  schwimme  so  auf  dem  Was- 
ser, dass  in-Taf.I.  F ig.  4.  die  c|uad  rat  förmige  G ru  n d fläche 
AB  CI)  und  zugleich  auch  die  Diagonale  AB  sich  in  ver- 
tikaler Lage  hefinden;  man  soll  die  Stabilität  dieses 
rechtwinkligen  Parallelenipedons  für  auf  der  Grund- 
fläche ABC/)  senkrechte  horizontade  Axen  und  unend- 
lich kleine  Dreh ungen  bestimmen. 

Auflösung.  Das  snecifische  Gewicht  der  Materie  des  Pa- 
rallelepipedons  sei  ft,  und  die  Seite  des  Quadrats  AB  CB  werde 
durch  a bezeichnet. 

Wenn  ft  < g-  ist , so  sei  BEF  in  Taf.  I.  Fig.  4.  a. , wo  EF 

horizontal  ist,  der  eingetauchte  l’heil  des  Quadrats  ABCD- 
Dann  ist 

ABCD:BEF=  Lp. 

und  folglich,  wenn  wir  EF—x,  BG—y  setzen: 

a • I 

Z 1 . 

" 2 
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Ofenbar  ist  aber  x = 2 y,  also 

a*:jx*=:l:p, 
o*:y*=  !:(*; 

folglich 


x=2aVfi,  y=aVn- 
Narb  bekannten  Sätzen  ist 


2 1 „ 2 t 

p =3  y—  2 a y-=a  ( 3 V> — 2 V'i) , 

und  «eil  nun  • 

e=ar=2av>,  V'=la$:=fuia 

ist,  so  ist 

u=^aVp  + a(jVp  — | V2)  = o(  yv'ft-  jV'2); 

folglich 

®=*G(  3-  Vf»— ^-Vr2)wArcl"=  <zG(y  v>— ■ v ?,)toArcl". 

1 

Wenn  n==-^  ist,  so  sei  BCD  in  Taf.  I.  Fig.  4.  h.,  wo  CD 

horizontal  ist,  der  eingetauchte  Tbeil  des  Quadrats  ABCD.  In 
diesem  Falle  ist  nach  dem  vorhergehenden  Ausdrucke  der  Stabi- 
lität, wenn  man  in  demselben  setzt: 

0"=aG.y^y.  wArcl". 

Wenn  ft>  y Ist,  so  sei  BCDEF  in  Taf.  I.  Fig.  4.  o.,  wo 

EF  horizontal  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Quadrats  ABCD. 
Dann  ist  , . / 

ABCD:BCDEF=zl:n, 

ond  folglich,  wenn  wir  EF=x,  AG=i/  setzen: 
also,  weil  x=2y  ist: 
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aa:«*  — y*=  I :p 

oder 

aa:-*  xx=  1 : 1 — p , 
a*.y*=l : 1— ^ ; 

folglich 

x — ia  VT— ft,  y — a\ / 1 — ft. 

Bezeichnet  man  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des  eingetaucb- 
ten  Theils  BCDEF  von  dem  Punkte  B durch  z,  so  hat  man  nach 
der  Lehre  vom  Schwerpunkte  die  Gleichung 

aVi.  AB  CD =i.  BCDEF  + (aV  2-  | y) . 

d.  i. 


-i  aV2  = (o*  — |xy)i  + xy(oV2  — y), 

und  folglich,  wenn  man  lu'r  x und  y ihre  Wertbe  aus  dem  Vor- 
hergehenden einfübrt: 

v r fi  v,'.  i-.  • 

-iaV2— ftz  + (l — ft)(V2—  s-V  1 — ft)a. 

* , . , ^ 

woraus  sich 


V2 — 2(1 — ,t)  (V2— 3 V l=p> 


2p 


ergiebt.  Also  ist 


2 


V2 — 2(1  - p)  ( V2 - 3 VT-ft ) , 


2p 

d.  i. , wie  man  leicht  findet: 

1-p/l  - 2 


0V»-Jvrrn)., 


und  weil  nun 
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p=u:=2aVl  — fi,  V'=aa — 7j&‘f=lia~ 


ist,  so  ist 


2(l_i*)V'"l  — u 1—  u 1 2 r 

u = ^ a - -^(JVS  - 3 v 1-fi) « - 


also 


“ —l~^T  ( 1— f4  - £ F‘2)«. 


Folglich  ist 


oder 


0 = ~ «<?(jVT=>  - |-V2)  0.  Arcl* 

& = ^^aG  |)  tu  Arcl" . 

Für  |*=^  ergiebt  sich  auch  hieraus 

0=oG.  g-.  ö Arcl". 

Für  ist  jedenfalls  0>O. 


Für  ist  6>0, 


wenn 


4 , ^s/1  , . - 9 

3 V^>y  r.  d.  .. 


^>32 


ist. 


Für  ist  0>O,  wenn 


4vrq*»y  d.  i.  l-f*>3^  oder 


23 

'“‘‘32 


ist. 


> 
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§•  14. 

Aufgabe.  Ei«  über  dem  Parabelsegment  ACB  in 
Taf.  I.  Fig.  5.,  wo  CD  die  Axe  der  Parabel  ist  und  AB 
auf  CD  sen  k reckt  stell  t,  a 1 s G run d fläch e beschri  ebener, 
völlig  gleichförmig  dichter  gerader  prismatischer  Kör- 
per schwimme  so  auf  dem  \Vagser,  dass  die  paraboli- 
sche Grundfläche  ACB  sich  in  vertikaler  Lage  befin- 
det und  AB  horizontal  ist;  man  soll  die  Stabilität  die- 
ses prismatischen  Körpers  für  auf  der  Grundfläche 
senkrecht  stehende  horizontale  Axen  und  unendlich 
kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung.  Das  specifische  Gewicht  der  Materie  des  in 
Rede  stehenden  prismatischen  Körpers  sei  fi,  und  CD  und  Aß 
mögen  respective  durch  a und  b,  der  Parameter  der  parabolischen 
Grundfläche  soll  durch  p bezeichnet  werden.  Ist  nuo  A'CB',  vro 
A‘B‘  horizontal  ist,  der  eingetaucbte  Theil  der  parabolischen 
Grundfläche,  so  ist 


ACB:  A'CB' =.l:p, 

also,  wenu  CD1  und  A'B1  respective  durch  x und  y bezeichnet 
werden,  nach  einem  bekannten  Satze  von  der  Quadratur  der 
Parabel 


2 2 

2 ab-.  -^xy~ab\xy=  l:p . 

0 

Nun  ist  aber  ferner  bekanntlich 

6— 2V^  pa,  y— 2Vrpar; 

also 

aVa:xVx=zl:p, 

oder 
folglich 

* I 

x = aV~fx2,  y = 2V  «r;>  . Vf*- 

Nach  einem  bekannten  Satze  von  dem  Schwerpunkte  der  Para- 
bei  ist 

t-=  ^ (x-a)  = - o (1  - VV)  > 

und  weil  nun 


i 


I 
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e—y  = 2 yTa/>.Vfi,  V'  = -j  xy  = gfiaVa/»  ; 


g3  8 papSf  a/>  _ 1^ 

12V'  löftaV^a// 

Mt,  so  ist 

u=\p—\n(  1—  ^ f1*)’ 

folglich 

0=1.]/»— fof1— V'^lGwArc1". 
Soll  0 > 0 sein  , so  muss 

d.  i. , wie  man  leicht  lindct: 


V"  jt*>  1 


•IP 

(>/l 


sein. 


5-  15. 

Aufgabe.  Ein  g e ra des  r ie  rseitiges  Pris m a von  völ lig 
gleichförmiger  Dichtigkeit,  dessen  eine  Grundfläche 
in  Taf.  1.  Eig.  ft.  des  Trapezium  ABC D ist,  in  welchem 
letzteren  die  Seiten  AC,  HD  einander  gleich  und  gegen 
die  paral leien  Seiten  Alt,  CI)  unter  gleichen  Winkeln 
geneigt  sind,  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die 
Grundfläche  ABCD  sich  in  vertikaler  Lage  befindet 
und  ihre  parallelen  Seiten  AB,  CD  horizontal  sind; 
man  soll  die  Stabilität  dieses  Prismas  für  aufseinen 
Grundflächen  senkrechte  horizontale  Axeu  und  unend- 
lich kleine  Drehungen  bestimmen. 

Auflösung..  Sei  ABA'B',  wo  A!B"  horizontal  und  also  den 
Linien  AB,  CD  parallel  ist,  der  eingetauchte  Theil  des  Trape- 
riums  ABCD,  und  werde  AB=a,  CD  = b,  A'B/  — x gesetzt, 
die  Höhe  des  Traneziums  ABCD  aber  durch  A,  die  Höhe  des 
Trap  eziums  ABA'B'  durch  y bezeichnet.  Ist  dann  y.  das  speci- 
fiscne  Gewicht  der  Materie  des  Prismas,  so  ist  aus  bekannten 
Gründen 
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ABCD.ABA'B  ■=!:(*, 

also 


2 ("  +W  : j(a+x)^=(a-f  6)A:(a-f-^)y=I:<*. 

Nun  ist  aber,  wie  leicht  erhellet,  allgemein 
a—b:a  — x = h:y, 

also 

fi — x , 

y=-^rbh’ 

und  folglich  nach  den»  Vorhergehenden 

aa  — 6a : aa — ara= 1 : ft , 

also- 

j:=Voa  — fi(na— 6a).  y=^~b  \a—  V~a'J — ft ( a'1 — 6*)  | ■ 

Nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  ist,  wie  man  leicht  .findet: 

l/a+‘2x  a+2b 
r 3 \ o-f  x $ a -f  6 */  ’ 


und  weil  nun 


p=x,  X>'  = \j(a  + x)y 


ist,  so  ist 


I (a  f ‘ix  0+26  \ jrs 

3\a  + x y n-f-6  / 6(a-J-:r)y’ 


also,  weil 


ist: 


oder 


(n+a:)y=ft(a  + b)h 

u=  I b jq+  'ix  a — X o-f 26)  X3 

1 3 ( a-f-a:  a— 6 a+6  \ 6(t(«+6)/t 


-=3^  + 2*>  Tr*  - <"+2‘>  Sj»  + M&r* 
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Führt  man  nuo  in  diesen  Ausdruck  den  aus  dem  Obigen  bekann- 
ten Werth  von  jr  ein,  so  erbült  man: 

= Ö7~R  t(a+2VaH^t»))  _(«  +26)  , 

3(c— 6)  v a+^-zifo5-*1)  «+* 

(ä1  — ft(a®  — b'1)')^fnt—^(n‘1 — A2) 

' tiu'a  ( 6)/i 

und  für  die  Stabilität  0 bat  man  den  bekannten  Ausdruck : 

0=  GHwArcl", 

wobei  unendlich  kleine  Drehungen  vorausgesetzt  werden. 

Die  Möglichkeit  der  Aufgabe  erfordert,  dass 

u1 — u (a2 — A2)  ^ 0,  d.  i f*(a* — A2)  ^ a2 

sei.  Dies  ist  für  a^Zb  immer  der  Fall,  für  a>A  aber  nur  dann, 
wenn 

^ A2  0,^er  f4  (a — b)(a  | b) 


ist. 


Die  Stabilität  ist  nur  dann  positiv,  wenn  u positiv  ist,  wofür 
wir  der  Kürze  wegen  die  Bedingung  nicht  weiter  entwickeln 

wollen. 

Setzt  man  in  dem  obigen  Ausdrucke  von  u die  Seite  n = <>. 
so  wird,  wie  man  leicht  findet. 


A2V>  2h  y 4 
U = T\ 4--  3-0-Vfi 


oder 


also 


(A2  | 4A2)V/p— 4A2 
6A 


0 = 6 


(A*  + 4A*)t/p — 4A*  . 

jrj a Are  I 
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was  ganz  mit  dem  in  §.  9.  gefundenen  Ausdrucke  der  Stabilität 
übereinstimmt. 

Setzt  man  in  dem  obigen  allgemeinen  Ausdrucke  von  u die 
Seite  6=0,  so  erhält  man: 


a*(i— ,0^1-p 

t <nh 


+-56KI  + 2\^1  -p) 


1— V 1— (X 

i+vh; 


— l! 


_ «*(1  — t— ft  2 1 — ft 

M 3"  1 fvnr^ 

ÜgA  3 n 

= 0~/  ! («*+4A*)  VI=ii— 4A*| , 


also 


0 = G\ (n2 +4A*)  Vl— f*  — 4/i*|  roArcl", 

was  ganz  mit  dem  in  §.  10.  gefundenen  Ausdrucke  der  Stabilität 
übereinstimmt. 


5-  16- 


Bei  den  vorhergehenden  Aufgaben  nahmen  wir  immer  das 
Schiff  als  einen  homogenen  oder  völlig  gleichförmig  dichten  Kör- 
per an,  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizontalen  DrehungSr 
axen  senkrecht  stehenden  Schnitte  des  Schiffs  wurden  als  unter 
einander  völlig  gleiche  und  ähnliche  Figuren  angenommen , und  es 
wurden  nur  unendlich  kleine  Drehungen  des  Schiffs  betrachtet. 
Jetzt  wollen  wir  nun  einige  Aufgaben  auflösen , bei  denen  wir  den 
Drehungswinkel  nicht  unendlich  klein , sondern  von  einer  endlichen 
bestimmten  Grösse , und  das  Schiff  nicht  als  homogen  oder  als 
einen  völlig  gleichförmig  dichten  Körper  annehmen,  aber  voraus- 
setzen werden,  dass  die  auf  den  zum  Grunde  gelegten  horizonta- 
len Drehungsaxen  senkrecht  stehenden  Schnitte  desselben  sämmt- 
lich  gleiche  und  ähnliche  Figuren  sind,  und  auch  rücksichtlich 
ihrer  materiellen  Beschaffenheit  vollkommen  mit  einander  über- 
einstimmen. Unter  diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  uus  nun 
zuerst  mit  der  folgenden  Aufgabe  beschäftigen. 
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. §.  17. 

Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horizontalen  Drehungsaxeu  senkrecht  stehenden, 
«immtlich  einander  gfeichen  und  ähnlichen,  und  auch 
räcksi  chtl  ich  ihrer  materiellen  B e s ch  a ffen  h e i t völlig 
mit  ein  and  e r ü her  ei  nstiin  men  d en  Schn  i tt  eldes  Schi  ffs  se  i 
in  Taf.  II.  1;  i{j.  7.  die  dreieckige  ob e ne  Figur  DCE,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
DCE  und  in  derselben  die  den  Winkel  DCE  halbirende 
Linie  vertikal  ist;  mansoll  die  Stabilität  dieses  Schiffs 
io  Bezug  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Dreh uugsaxen  für  den  beliebigen  Drehungswinkel  co 
bestimmen. 

Auflösung.  Wenn  wir  annehmen,  dass  ACB  der  einge- 
tauchte Theil  des  Schnitts  DCE  bei  der  ersten  Lage  des  Schiffs, 
und  also  AB  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des 
Schnitts  DCE  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem 
das  Schiff  schwimmt,  so  kommt  cs  zunächst  auf  die  Bestimmung 
des  aufgetauchten  und  des  untergetauchten  Theils  an.  Nehmen  wir  nun 
ferneran,  dass  A'CB'  der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  DCE  bei 
der  zweiten  Lage  des  Schiffs  ist,  und  dass  AOA'  und  BOB'  respec- 
fwe  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte  Theil  des  Schnitts  DCE 
»ind,  so  müssen  wir,  weil  der  aufgetauchte  und  der  untergetauchte 
Theil  bekanntlich  immer  einander  gleich  sind , die  Gleichheit  die- 
ser beiden  Tbeile  aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  au- 
genscheinlich durch  die  Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA', 
BOB'  bedingt  wird,  offenbar  die  Lage  der  Linie  A' B'  so  be- 
stimmen, dass  dieselbe  in  ihrem  Durchschnittspunkte  O mit  der 
als  gegeben  zu  betrachtenden  Linie  AB  gegen  diese  letztere 
Linie  unter  dem  gegebenen  Winkel  AOA'  — BOB'  = o>  geneigt 
ist,  und  die  beiden  Dreiecke  AOA',  BOB'  einander  gleich  sind. 
Auf  diese  Weise  wollen  wir  nun  die  Linie  A'B'  zu  bestimmen 
sacken. 

Zu  dem  Ende  werde  der  als  gegeben  zu  betrachtende  Wiri- 
kel  DCE  durch  & bezeichnet ; dann  ist  jeder  der  Winkel  CAB, 
CBA,  die  offenbar  einander  gleich  sind  , weil  unter  den  gemach- 
ten Voraussetzungen  das  Dreieck  ACB  jedenfalls  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck  und  AB  seine  Grundlinie  ist,  ='J0° — ,y©.  Wegen 
der  Bleichheit  der  beiden  Dreiecke  AOA',  BOB'  ist  aber 
A0.A‘0=zB0.  B'O, 

and  nach  einem  bekannten  trigonometrischen  Satze  ist 

.-IO:  A' 0=  sin  (180°—  to— 90°  T * 0) : sin  (90°—  ^0), 

ÄO:Ä'O=8in(180°  — m — 90*  — ^0):  sin  («JO» + ^0): 

Theil  XV.  i 
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ü.  i. 

1 1 

A0:A'0= cos(«b—  ^0):CO82 
BO  : J5'0=cos(ni  + g 0)  : cos  ^ 

Setzen  wir  nun  ferner  die  als  bekannt  zu  betrachtende  Linie 
AB=q,  so  haben  wir  zwischen  den  vier  unbekannten  Grossen 
AO,  BO,  A'O,  B“0  die  vier  folgenden  Gleichungen  r 

AO  + BO  = g, 

AO  .A'0  = BO.B‘0, 

AO.cos£-0=A'O.cos  (o)  — ^-0), 

BO.  cos  i-  6=ßlO.  cos (o>  0); 

und  es  wird  nun  darauf  ankommen,  aus  diesen  vier  Gleichungen 
die  vier  in  Rede  stehenden  unbekannten  Grössen  zu  bestimmen. 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt : 

cosfeo — !,  0)  cos(w  | je  0) 

AO=A'0 i — , BO=B  O j-i—  ; 

COS  2 0 COSg-© 

also  ist  wegen  der  beiden  ersten  Gleichungen : 

A'0.cos(w— ^0)  + Ä'0.cos(o>  f .j0)r=pcos|0, 

A'O*.  cos(o)  — ^ 0)  — B'O*.  cos  (co  0) — 0- 

Man  setze 

A‘  0.cos(  co—  ^ 0)  — B'  O.  cos  ( u + ^ 0)  = t , 


so  ist 


A'O*.  cos(a> — ,^0)a — ß'O*.  cor(«o  -f  r,  0)*  = pt  cos  0, 
und  wenn  man  nun  die  beiden  Gleichungen 

A'O*.  cos(g>  — * Q)*—B'0*.  cos(o»+  ^0)*=  prcos.*  0, 
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A'O*. cos(u~ .]©)  — B'ffi.coa  (®  + £0)  = O 

mit  einander  verbindet,  so  erhält  man: 

A'0*.con(m-~  |e)(cos(«j  — g0)-cos  (®  + ~8)]  ^pvcos*  0, 

B'O*.  coa(u  + j ®)  Icos  (® — y ®)  — cos(m+  ij-0)|=;pr  cos  y 0; 
d.  i.,  wie  man  leicht  findet: 

g cot  i 8 

*»=• —T-*> 

2sinmcos(® — y 0) 
pcoti  0 

B O-= j-  r. 

2sinmcog  (®  + ,y  0) 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  ® nicht  90°  und,  wie  sich  schon  von 
selbst  versteht,  0 nicht  180°  übersteigt,  so  kann  offenbar  der 

absolute  Werth  von  ® — jj-0  nie  90°  übersteigen,  und  cos(co  — l *) 

ist  also  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  immer  positiv.  Weil 

nun  auch  p,  sin®,  coty  0 positiv  sind,  so  ist 


6* 
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nothwendigcos(«+5  ©)  positiv  sein,  nenn  überhaupt  die  Aufgabe 

möglich  sein  soll,  d.  h.  oi  f & , welches  unter  den  gemachten 

Voraussetrungen  jedenfalls  180°  nicht  übersteigt,  darf  90°  nicht 
übersteigen,  wenn  die  Aufgabe  überhaupt  möglich  sein  soll. 

Weil  nun  nach  dem  Bisherigen 


pcot^-  0 


pcot.j  0 


1 ’ . 1 

2simocos(a> — 0)  2siiuocos(w-f  ^-0) 


und  r,  sowie  ihrer  Natur  nach  ’ auch  A'O  und  B'O  positiv  sind, 
so  erhalten  wir  aus  dem  Obigen  die  beiden  folgenden  Gleichungen: 


KO  — 


V 

V 


Q cotj© 


— . Vt, 


2sinco  cos(o)  — z,  0) 


q cot  g 0 


Vt 


2sin  cocos(c>  + j 0) 


oder,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 


N= 


pcot  -j  0 

2sintd  cos(m — 5-  0) 


pcotx© 

T-] 

2sin  io  cos  (oi  ■+■  ;,  0) 


setzen : 

A'0=MVt,  BO=Nv *• 

Führt  man  diese  Ausdrücke  in  die  aus  dem  Obigen  bekanote 
Gleichung 

A'O. cos((d  — ^ 0)  + ü'O.cos(to+>-)0)=pcos^0 


ein,  so  erhält  man 
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also 


lcWcos(a>  — „2  8)  -f  y cos  (ca  -f-  ^ 0)|  V r = pcos  ^ 8, 


V r = 


(»COS  2 0 


Vcos(fc> — \j0)  -f  N cos  (co  -f-  ^0) 


oder,  wenn  man 

M'  — M cos  (o> — i 0)  = 


iV' =N cos («4  t 0)  = 


setzt  : 


_1  4 / ecos(o)—  ^0)cot^0 

“ Üsinco  ’ 

V(>cos(o)  + i0)cot|0 

2sino 


1 


Vt 


_ (»cos  2 ö 


Af'  + A' 

Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

j-n—  e^008*!®  giVcosi© 

jtf'  + iV  ’ TF  + /F~’ 

also 

W + iV  l„ 

^^=P(F+Ä-C°S2a 

In  Bezug  au!  O als  Anfang  und  OA'  als  den  positiven  Theil 
der  A xe  der  Abscissen  sind  die  Abscissen  der  Schwerpunkte  der 
Dreiecke  A OA'  und  BOB'  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte 
des  Dreiecks  respective:  r 

^(AO.cos  to  + A'O)  und  — j(ÄO.cos  oi  + B'O); 


lolglich  ist 


d.  i. 


oder 


*>=j  (AO. cot  a>+A'0)  + j(ff0.cosid+  B'O), 


r = j |(.40  + BO)  cos  tu  -f  (A'O  -f  B1 0)\ 
»=3  (AB.  cos  co  -f  A'B’), 


* 
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also  nach  dem  Obigen 

1 , M+N  1-, 

(COS  u + cns  ö 

Weil  nach  dem  Obigen 

cos(m  — gr  0)  cos((0  + qS) 

AO  — A'O. L_  BO=  ß'O. 


cos  j 0 


cos  g-0 


fflU COS.yB  piYcOS  2 0 

°=  dF+iv~’  ß,°=  Hf'  + 2V“ 


ist,  so  ist 


pjtf  cos(co — 2®) 


^=T+F->  ÄO= 


piVcos(a>+  2"®i 
ÄF+lV' 


und  weil  nun 


ist,  su  ist 


V = s~AU . A'O . sin  o» 
« 


p2iV2C0Sg  0COS  (fl) — 2 

F=  2(Af'  + iV')*  6lnw' 

Endlich  ist,  als  der  Flächeninhalt  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks,  dessen  Grundlinie  p,  und  dessen  Winkel  an  der.'Spitze 
0 ist,  offenbar 

*>'  ==  | p.  1 P tang  (90°  — ,j  0)  = j p2  cot.j®. 

Es  ist  nun 


M+N= 


P cot  2"  * 
2sin  tocos(tu- 


HF+N’zsA 


pCOS(<B  — 

2$in  i 
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COS  (ü)  — 0) — cos(o)  -f-  ^ 0) 

^ ~ cos  (co  — -jj-0)  cos  ( ca  + ^0) 
'2sin  ca  sin  0 

^ cos  (ca  — 0)  cos  (ca  + ^ 0) 


und  der  Nenner  ist 


cos  (ca — ^ 0)  — cos  (ca  f ~ 0)  = 2sin  ca  sin  ^ 0 ; 


also  ist 


0/+.N 

W+Tv 


'W- 


cos  (ca  — ^ 0)  cos  (ca  -f-  ,j0) 


— Y sec  (ca  — <y0)sec(ca  + j0); 


folglich  nach  dem  Obigen: 

t>=,yp|cosca  + cos  ^0  ^ sec  (ca  — |-0)8ec(cn +|0)| 

f cosg-0 +cosca^  cos(ca  — i©)co6  (ca +^0) 

= äp.  - - t - F- 

Y cos(ca — (j  0)c°s(co-f  tj0) 


Ferner  ist 


1 4 / ^Ot^0 

~t  W 2sin“  ’ 

cos  (ca—  2 0)  Y 


folglich  nach  dem  Obigen : 


M 


I 
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Multiplicirt  man  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 


cos  *0  -f  COS  Oi  cos(a> — g 0)  cos  (a>  + |ö) 


cos 


g 0 C08C0+  cos(o)—  g-0)COS  (<°  + 2 0) 


mit 


cos 


* 0— cos  toY^cos  (» — g 0)cos  (w  + 0),  t 


so  wird  der  Zähler. 


cos  * 02 — cos co*  cos  (<a — g 0)  cos  (<o  + g0) 
=cos  cosa>*(cos»*cos  * 02— sinoi2sing0*) 

= (1  — cos  to4) cos  5 0*  + siuto2  cos  to2sin  g-  0a 
=sinw*(cosa»*+  cosg©2), 
und  der  Nenner  wird: 

cos  o>cosg0a  + cos  -g0^” cos  (»  — g-0)cos(o>+  -g  0) 


cosw*cos~  ©\T  cos(m— J0)cos(ß)+  Y0)  — <-OS£Ocos(to—tj0)cos(to+g 

= cos  to  cos  g02— costo3cos  g-  0a  + sinto2  costosin  ^02 

-(-sinm^os  "2®^" cos  (®  — g"®)  cos(«  + ■g'0) 

= sinoj*  t cosco  + cos  * 6^ cos  (<o—  ~ 0) cos  (»  + -g©)  j • 
Also  ist  nach  dem  Obigen 
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e 

+ 

«■»!>-  3 

® I 


e § 

I *°!  ** 

*»l-  ^ 

® i 


Multiplicirt  man  aber  Zähler  und  Nenner  des  Bruchs 


i + cos  i-  cos  (cü  — ^ 0)cos  (oi-f  ^-6) 
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cosrn — cos  -^-0^" cos  (a — cos  (0>+  ®)» 

so  wird  der  Nenner 

coso®  — cos  2 ö®  cos  (t»  — 0)  cos  (a>  + tj-ö) 

— cos  oj® — cos  ca*  cos  ^-0*  fsin  oo*sin  ^ 6®cos  i-  0® 
= cos(a®(l — cos^-04)+sino>2sin  ^ 02cos  ^ 0* 


= sin  2-0®(coso)*  + cos 


also  offenbar 


F't>  = 


j)3co8^0sintü  cosco — cob^&^~  cos  (a> — 2®)cos(to^  j®) 
sin-^02^'  cos(w ~0)  cos(o>  +2"®) 


pssina>  ( 

TT ' i 

>2 

aber  es  ist  auch 


cos  oj 


12tang4ö*  cos  cos (oi— ^0)cos  (to+  ^ 0) 


= — 1 


also 


cos  (o) — y]0)cos(o>  + j0) 

= cos  m2  cos  02— sin  tu2  sin  * 02 

— cos  01*008  2 0®(1—  tang  co2  tang  ^ 0*) , 


F'v— 


pB  sinoi 


sec  2 


12  tang  2 ö* 


(V*1 


S-1J. 


tango»2  tang  j ö2 


Daher  ist 
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F'  1 . 1 „ 

^,»=2  Q Sill  M cot  2 6 j 


0^ cos  (w-  ^-0)cos(»+  ,j0) 


-1 


= ^ p sin  ocot^0 


secj  0® 


1 — tangw®  tang  0®  i 


und  folglich  , weil  bekanntlich 


V' 

0 = G £ » -f  c esmo)$ 


ist : 


<S=G 


>+^peot  i©/" 


/" — 1~\J 

\<os\f>y  cos(o — '~2  0)  cos(a>+-i  0)  y)i 


=G  ;C  + 


( , , /•  seC7r0»  i>sj 

r+  ocot^ef  -p--— ) «»••■ 

( Vy  1 — tanga>*tang  tJ0®  V) 


Weil  nach  (lern  Obigen 


also 


1 ~ *X> 


cot-r0=—  *-  > tang  - . 0 = 


4V 


ist , so  ist 


und 


i , p4 

2 W—I  + 16X>,2-  16XV  " 


1 — tan  " co2tang  tj  ©a 


= 1 ~ Töv7*  tanS“2= 


sec  -g-  0® 


_ lfiV'® — (i4tango>® 


löV'® 


18V*  + p4 


V“  l-.,ng^,a„gi-8-  ,VV 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen: 
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0 =G 


. 4¥>y  WHe4 
r+  2«  V4V'V  löV-*-  ß4tangco* 


)l 


Sill  ca 


oder 


0 = G 


> ,1  ( 16^+P4 4» 

r+3eVV'  16V'2 — (j4tang£o* 


')(' 


Wenn  der  Winkel  co  unendlich  klein  ist,  und  tang  o>2  als  eine 
unendlich  kleine  Grösse  der  zweiten  Ordnung  als  verschwindend 
betrachtet  wird,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


0-G (v  + 12^,) 


smoi , 


was  ganz  mit  §.  8.  übereinstimmt. 

Wie  die  Grösse  r,  deren  Bedeutung  aus  dem  Obigen  bekannt 
ist,  in  jedem  einzelnen  Falle  mittelst  der  bekannten  SStze  vom 
Schwerpunkte  bestimmt  werden  muss,  bedarf  hier  keiner  weiteren 
Erläuterung. 


§.  18. 

Der  folgenden  Aufgabe  wollen  wir  einige  allgemeine  Betrach- 
tungen über  die  Parabel  vorausschicken. 

In  Taf.  II.  Fig.  8.  sei  1HSIV eine  Parabel,  deren  Scheitel  Sund 
deren  Axe  SH  ist.  Die  beiden  beliebigen  Punkte  A und  A'  die- 
ser Parabel  seien  durch  die  Sebne  AA'  mit  einander  verbunden, 
und  von  A und  A'  seien  auf  die  Axe  SH  die  Perpendikel  AB 
und  A'B'  gefüllt.  Man  setze 

SB=x,  AB=y;  SB'^a A'B‘=y'\ 

die  Linie  SC—  z,  und  das  parabolische  Flächenstück  ASA'=F. 

Bezeichnet  man  wie  gewöhnlich  den  Parameter  der  Parabel 
durch  p,  so  ist 

y*—px,  y'*—px‘. 

Ferner  ist 


BC:  B'C—y.y',  BC+  BC-BB-x-x; 


also 


BC+*jBC=  *-+*BC=x‘-x,  BC—  ^ , ; 

B C\h B'C=y-^ B'C=x’-x,  B'C—X~v‘, 

y y »+jr 
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Folglich  ist  wie  leicht  erhellen  wird , nach  bekannten  Sätzen 
von  der  Parabel  und  vom  Dreieck : 


1 x'—x 


1 x'—x 


F=3*y+3*'y'+^  -fTyf  - h ■ ^ fyy 12 

- ^ . 2 1 (x‘  — x)(y'2  ya) 

— 3^+  3**  2 y'  + y 

2 2,1 

— ;5  xy  + ^x'y'  ~2  — x)  (y~~y) 

= §0*y+*y)  +2^»'  + *'y) 


=KW)  Kj*'(J-y'+Y 

= 5 y (jx  + *')  + 1 »'  (j*' + *)  ’ 

2p  F=px  (jy  + y' ) + px'  ^y'  + y) 
=ya  (;p  + y)  + y'2(  jy'  +.v  ) 
= j(y8  + y'3)  + yy'  (y  + y') 
=j(y  +y')  (y*-yy' + y'4  + 3yy') 


= 3 (y  + y')  (y* + %y'  +y'4)  — % + y')3 


oder 


bpF—  Cv +y')3.  y +y'=  V’  6p  f’. 

Bezeichnet  man  jetzt  den  Winkel  ACß  oder  A'CB'  durch 
»,  so  igt 


y = /?  C.  taug  6 y tang  0, 

y‘=B'C.  tang  0=~^y'tang0j 
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also 

u»g«=£±*,  cotö=^=-x; 
x'—x’  y‘\y 

folglich 

rot  0=— • y , y = —(y‘—y) ! 

p y+y  P * 3 

und  wir  haben  daher  jetzt  die  beiden  Gleichungen: 

I 

y'  Ey=  V6/<  F,  y'— y=zpcot0:  i 


aus  denen 


1 » 1 8 

y= (V  öpF  —p  cot0),  y'  — ö-(Vrt)^f’+  pcot  0) 


und  folglich 


(V  6p/’’ — pcot  0)2  ( (Vö/>  F f /rcot©)1 

f_  4p  ’ 4p 


sich  ergiebt. 

Also  ist  auch 


und 


coWVT^P 

p p r 


ß C’=  y cot©=  2 ( V" Ö/y /'’ — p cot©)cotÖ, 
ß‘C=y‘  cot©=kj(Vi dp F + p cot©)  cot  0; 


1 J 

.■IC^ycoseoönr^V" fi/)F /JCOtö)  cosec0. 

I I 

/l'C=y'cosec0=s-( yf6pF -fpcot©)  cosec0. 


Endlich  ist 


: = «/?  + «6  = * + y = 

si+r  y+y 
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pxy'+yx'y  _ yV+y'^y  _ 
p(y'+y)  p(y'+y)  p ’ 

i i.  nach  dem  Vorhergehenden 

(V  6 pF — pcotö((V  6pF +pcot0) 

*”  *P 

also,  wie  man  leicht  findet: 

> __  * 

V" 'Mit'1 — pVp-  cot©2  . 

1 3 

4Vp 

Auf  diene  Weise  sind  jetzt  die  Linien  x,  y,  x“ , y\  z,  AC, 
i‘C,  BC,  BC,  RB‘  bloss  durch  die  Grössen  p,  F,  0 ausgedrückt. 

Wir  wollen  nun  die  Goordinaten  des  Schwerpunkts  des  pa- 
rabolischen Ftächenstücks  ASA‘  bestimmen,  indem  wir  diese 
Coordinaten  durch  je,  p bezeichnen , und  y als  positiv  oder  als 
negativ  betrachten,  jenachdem  der  Schwerpunkt  des  parabolischen 
Flächenstücks  ASA‘  auf  der  linken  oder  auf  der  rechten  Seite  der 
Are  der  Parabel  liegt.  Zu  dem  Ende  haben  wir  nach  der  Lehre 
vom  Schwerpunkte  die  folgenden  Gleichungen : 

ft  = f^3.ry+5^3*V 

+ j (2*  + z).  ^(*— x)y- j(2j:'+x).  * (i'— a)y'. 

3 2 3,2,, 

f>=5  y.jxjt-gy.g-ary 

+ 3 y \(z—x)y  + 3 y'-j (•*'—%'• 


•Wh  dem  Vorhergehenden  ist: 

±r. ,r  , yjL _fy*+yy'  _.y(2y+y0 

+ p p p 

... , . =2_, , yy'. = = y'Vif+jt) 

v v p 


oad 


— x= , 

ppp 

x._1-x.  _yy'_p-r<  -yy'  _y'(y'-y) ; 


Tbeil  XV. 
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und  weil  nun 


ist,  so  ist  nach  dem  Obigen: 

*v — . V8  , . yXfy+yO  y'3(y'-y)  dy'  +y) 

5p»  * 5p*  + 6p*  6p* 

y'4  . y3(y'-y)_,  y'Xv'—y). 

y~ip  4 p+  6p  + 6p 

oder 

^_2(.vs  + y'*)  . <y-^)  |2(y4-w"‘)  +3fy'(jf*-y'*)l 
5p*  f 6p* 

y4— y'4  . (y'— y>(y3+y's) . 

~4p  + 6/T 

oder 

. v_2(y*  -f  y'8)  (y  -y')  (y2—  y*)  l2(y*4y*)  -f  yy'l 
5p*  — 6p* 

y4— y'*  (y— y')  (y3+y'3). 

F_  4p  6p 

oder 

Fr . _2(ya+y'*)  (y+yO(y— y')*i2(y*  +y'*)  t yy'; 

5p*  ~ 6p* 

Fv-tml  (y-y‘)(y3+y's) 

y 4p  6p 

Nun  ist  aber 

y5+y'*=:(y  fy'Xy4— y3y'  + y1^— yy'3 + y'4) 

und 

(y— y')*(2  (y*  + y'*)  + yy'! 

= 2j,«-%y+2yy*-3yy'»  + 2y'«; 

also  ist,  wie  man  mittelst  leichter  Rechnung  Gndet: 

Fr  - (y  f y'H  V f Vy'H-  %3y'M3yy'] 1 2y'«) 

:?0p* 

oder,  weil 
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V* + :W  + 2yV  + tyy‘3  + V* 
=(y  +y’)2 12  (y*  + y^)—yy'\ 
ist: 


*v_  (y +»')3i2(2'*+y*)— v.v'i 

30^* 

_ (y+y‘)3  2(y*-fff^)-yy 

6p  5p 

und  folglich , weil  nach  dem  Obigen 

r (y  + y')3 
F— 6T~ 

ist: 


Ferner  ist 


_2(y«+y'»)-yy' 

5p 


y*-y'*=  (y*-y*)  (y*  + <y«) , 

.v3 + y,3= (.y  F y‘)  (y2-yy‘  + y'2) ; 

al*o  nach  dein  Obigen: 

r.  _ (y*-y»)  (yHyV  W-y'1)  ijf-yy'  \ >n 
4p  6p 

^(y*— yri)(y2  + ^yy‘  + y'1)  (y  + y1)3  y—y' 

12 P 6p  ■ 2 

4 L 


P = 


ö.'. 

o 


Zur  Bestimmung  der  beiden  Coordinaten  jr,  y des  Schwer- 
punkts des  parabolischen  Flächenstacks  ASA'  haben  wir  daher 
die  Formeln: 

c-_%2  f y__y~y'. 

Nun  ist  aber  nach  dem  Obigen 

%*  + ,v'a)  = 2 Vr3^o*F,s  -J-  2pIcot0a, 

4yy ' = - p*cotö® ; 

6 * 
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also 


8(y*  + y*)  - 4 yy' = 3 V 36 p*F*  + 5p*cotö* 


oder 


3 V36 p*F*  + 5p*cot6* 

%2 + y*)-w' = — 4— • 

Ferner  ist  nach  dem  Obigen 

y~y‘=-p  eotO; 


also 


3 V 36pa/'2  + 5p*  cot0*  1 . 

*= 2Öp~ ' F=-2Pcote 


oder 


y _3V~36i',*-h5pVp.cotea  ote. 

20VP  , 2 

Nach  dem  Obigen  ist  auch 

pVp-  cot8*=  V" 36  F* — 4i  Vp, 

also 

_ 8^36F*~  20zyp  _2aT36Fs  _ 

X_  20Vp  P 

Endlich  ist  auch 

V 36F*=pVp.cot0*  + 4z  Vp, 

folglich 

8p Vp.  cot®*  + 12z  Vp  2 . 3 

r = * ^ ~"s = r pcot  e» + j *. 

20Vp  a ö 

Also  hat  man  zur  Bestimmung  von  jr,  y auch  die  folgenden 
Ausdrücke: 


X = 


\Sf 


2a  / 36F* 


■ z,  jr=— ^-pcotö; 
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oder 

2 3 1 

y=gPcot®a+g*»  y=  — £PC0t8; 

oder  auch 

3 4 1 

*=5*—  $ycot&,  y = — ^pcotS. 


§.  19. 

Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
korizontalen  Drehnngsaxen  senkrecht  stehenden, 
sämratlich  unter  einander  gleichen  und  ähnlichen,  und 
auch  r ücksi ch tiich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit 
töllig  mit  einander  übereinstimmenden  Schnitte  des 
Schiffs  sei  in  Taf.  11.  Fig.  9.  die  parabolische  ebene  Figur 
dfSA’mit  dem  Parameter  p,  deren  Axe  SH  ist,  und  das 
Schiff  schwimme  so  auf  dem  Wasser,  dass  die  Ebene 
USA  und  die  Axe  SH  vertikal  sind;  man  soll  die  Sta- 
bilität des  Schiffs  in  Bezug  auf  die  zum  Grunde  geleg- 
ten horizontalen  ßrchungsa  xen  für  den  beliebigen 
Drehungswinkel  io  bestimmen 

Auflösung.  Der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
d«  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASB,  so  dass  also  AB—a  die 
boruontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
der  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt. 
Ift  um  grösserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB'  in  Taf.  11.  Fig.  10.  der 
eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei  der  zweiten  Lage  des 
Schifs,  also  A'Bf  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
des  Schnitts  MSN  mit  der  Oberfläche  des  Wassers,  so  erhellet 
leicht,  dass  im  vorhergehenden  Paragraphen  0=90° — o zu  se- 
inen ist,  so  wie  auch  auf  der  Stelle  erhellet,  dass  man  in  demsel- 
ben Paragraphen  F=V  zu  setzen  hat. 

Nimmt  man  nun,  was  jedenfalls  verstattet  ist,  S als  Anfang 
der  Coordinaten  an,  so  erhellet  leicht  aus  der  Lehre  vom  Schwer- 
punkte der  Parabel , dass 


(*0=0,  (3?0=g- 


ist  Ferner  ist  nach  dem  vorhergehenden  Paragraphen : 


• ] 1 

(JCi)= — g P cot(90°-— o>)=— ^/jtangw, 

• , 3 V" 36p*V'*  + 5p*cot  (90° — o>)* 
<F»)= *)/» 
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3 V"  36p*X>'*  + 5 p*tang  «*. 

“ 20p 


. * 60' . 


4 y*y  i £ _ el 

V=3‘  p '2e-6p’ V 


1 . » x 3p2+ 5p*tangco* 

(Fi  )=  — § P t“"»  “>  (Fi ) = ~ 2(^7 

Also  ist,  wie  man  leicht  findet: 

I 

(3£')—  (Fi)=4p  tangw,  (3?)— (f,)=  — ^p  tang  co2 


[Ö£')— (Fi)J  costo—  IQJ')— (F,)J  sin» 

— |p  (2  + tangco*)  sinco =^p  (1  + sec  co*)  sinco. 

Weil  nun  nach  §.  8.  bekanntlich 

0 = G Irsin  ta  -f  [OE') — yr,)]  cos  u — [Q?')  ■ — (F»)j sin 


0»  = G|p  + ^p(l  -f  secco2)!  sin  0», 


oder  auch,  weil 


(1  -J-  secco2)  sinco 

■(coaco  + eosco  secco*)  = tangco(cosco-f  secco) 


0=  G je  sinco  + ^ptangco(cosco+scc(o)|. 


Da  nach  dem  Obigen 
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ist,  «o  ist  auch 

0=G|o«inro-f-  ,2^'^anKa,(c08W+  secru)) 
oder 

© = \t"W  sinca-f  ^ ps  langt)  (cusoj  + seero)<. 


Wie  e in  jedem  einzelnen  Falle  zu  bestimmen  ist,  wird  kei' 
tcr  »eiteren  Erläuterung  bedürfen. 


§.  20 


Aufgabe.  Einer  der  auf  den  zum  Grunde  gelegten 
horizontalen  Drehungsaxeu  senkrecht  stehenden, 
sämmtlich  einander  gleichen  und  ähnlichen,  undauch 
rücksichtlich  ihrer  materiellen  Beschaffenheit  völlig 
miteinander  überstimmenden  Schnitte  des  Schiffs  sei 
inTaf.II.  Fig.  1 1.  die  k reis  förmige  ebene  Figur  M SA",  und 
Jas  Schi  ff  sch  wi  tu  nie  so  auf  d em  Was  s er  , das  d ie  Eh  eu  e 
USA  und  der  Durchmesser  SU  des  Kreises,  von  wel- 
chem der  Sch  nitt  MSN  ein  Theil  ist,  sich  in  vertika- 
ler  Lage  befinden;  man  soll  die  Stabilität  de6  Schiffs 
in  Bezog  auf  die  zum  Grunde  gelegten  horizontalen 
Öre hongsaxen  und  den  beliebigen  Drehungswinkel  w 
beitfbmen. 

Auflösung.  Der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei 
der  ersten  Lage  des  Schiffs  sei  ASB,  so  dass  also  AB  — q die 
horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene  des  Schnitts  MSN  mit 
J*r  Oberfläche  des  Wassers  ist,  auf  welchem  das  Schiff  schwimmt. 
Ist  nun  grösserer  Deutlichkeit  wegen  A'SB'  in  Taf.  11.  Fig.  12. 
der  eingetauchte  Theil  des  Schnitts  MSN  bei  der  zw  eiten  Lage  des 
Schiff,.  also  A' B'  die  horizontale  Durchschnittslinie  der  Ebene 
des  Schnitts  mit  der  Oberfläche  des  Wassers  bei  der  zweiten 
Lage  des  Schiffs,  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schw  erpunkte  offen- 
tor,  »enn  wir,  was  jedenfalls  »‘erstattet  ist,  den  Mittelpunkt  des 
Preises,  von  welchem  der  Schnitt  MSN  ein  Theil  ist,  als  Anfang 
der  Coordinaten  annehmen: 


(3£')=0, 


(3?')=  - 


J3 

1210' 


«ad 


Tz  — 0,  Fi  — j.yj*)/  • 

"eil  nun  aber  bekanntlich  nach  % 0.  allgemein 
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10  W tt 

(Xi)  =jrIcos  <»  + Pi  sin«, 

w w w 

(Y i ) = —Fi  «in  « + y , cos  « 


ist,  so  ist 

Kl  g3  W «3 

(Fi)=  — sinw,  (ft)  = — C08  ® » 

folglich 

[(3E')-(Fi)]  cos  0)  - [(3?')  - (ft)]  sin« 

fl3  n3 

= ^31°  CÜCOSCO-f'J^^/  (1— cos»)  sin« 

Qi  ■ 

=T¥V  mn“' 

Nach-  §.  8.  ist  aber 

0 = G Ic  sin  « + [(3£0— (ft  )]cos« — [Q?')— (ft )]  «in  «!, 

also 

0=  6’(r+-j|p,)sin(a 

Diese  Formel,  welche  mit  der  aus  dem  Obigen  bekannten 
allgemeinen  Näherungsformel  fiir  unendlich  kleine  Drebungswin* 
kel  völlig  identisch  ist,  gilt  also  im  vorliegenden  Falle  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  in  völliger  Strenge  fiir  jeden  endlichen 
bestimmten  Drehungswinkel. 

Wenn  r der  Halbmesser  des  Kreises  ist,  welchem  der  Schnitt 
MSN  angehört,  so  lässt  sich  V aus  r und  q bestimmen,  was 
hier,  als  aus  der  Geometrie  hinreichend  bekannt,  nicht  weiter  er- 
läutert zu  werden  braucht. 


§ 21. 


Bei  wirklichen  für  praktische  Zwecke  bestimmten  Stabilitäts- 
bestimmungen von  Schiffen  wird  man  sich,  um  nicht  in  zu  weit- 
läufige Untersuchungen  und  Rechnungen  verwickelt  zu  werden,  da- 
mit begnügen  müssen,  die  Stabilität  nur  unter  Annahme  unendlich 
kleiner  Drehungswinkel  und  zugleich  unter  der  Voraussetzung  zu 
bestimmen,  dass  die  Curve,  in  welcher  die  horizontale  Oberlläche 
des  Wassers  von  der  Oberfläche  des  auf  demselben  ruhig  schwim- 
menden Schiffs  geschnitten  wird,  die  sogenannte  Wasserlinie, 
von  einer  gewissen  geraden  Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche 
und  ähnliche  Theilo  gctheilt  wird. 
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Hauptsächlich  unterscheidet  und  betrachtet  man  nur  zwei 
Arten  von  Drehungen  des  Schifis  um  horizontale  Axen,  die  wir 
hier  bekanntlich  allein  ins  Auge  fassen.  Das  Hollen  oder  Schlin- 
gern, auch  wohl  Schwanken* **)),  des  Schiffs  ist  die  Bewegung 
(lesseiben  nach  der  Richtung  der  Breite  von  einer  Seite  zur  an- 
dern; das  Stampfen“)  dagegen  ist  seine  Bewegung  nach  der 
Kicbtung  der  Länge  vom  Achterschiff  zum  Vorderschiff  oder  um- 
gekehrt In  Bezug  auf  das  Schlingern  oder  Rollen  ist  die  Vor- 
aussetzung, dass  die  Wasserlinie  von  einer  gewissen  geraden 
Linie  in  zwei  einander  völlig  gleiche  und  ähnliche  Theile  getheiit 
werde,  immer  in  völliger  Strenge  erfüllt,  und  dieser  geraden  Linie, 
welche  wir  die  Längenaxe  der  Wasserlinie  nennen  wollen, 
können  die  horizontalen  Drebungsaxen  des  Schiffs  bekanntlich 
parallel  angenommen  werden.  In  Bezug  auf  das  Stampfen  ist  da- 
gegen die  Voraussetzung,  dass  die  Wasserlinie  durch  eine  ge- 
wisse gerade  Linie,  welche  wir  die  Breitenaxe  der  Wasserlinie 
nennen  wollen,  und  der  wieder  die  horizontalen  Drehungsaxen  des 
Schiffs  parallel  angenommen  werden  sollen,  in  zwei  einander  völ- 
lig gleiche  und  ähnliche  Theile  getheiit  wird,  nur  als  näherungs- 
weise erfüllt  anzusehen.  Uebrigens  werden  wir  aber  späterhin 
sehen . dass  die  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  das  Stampfen 
im  Allgemeinen  grösser  ist  als  die  Stabilität  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen,  so  dass  also,  wenn  nur  in  Bezug  auf  das 
Schlingern  oder  Rollen  das  Schiff  hinreichende  Stabilität  besitzt, 
di«B  um  so  mehr  rücksichtlich  des  Stampfens  der  Fall  sein  wird, 
und  man  sich  daher  meistens  damit  wird  begnügen  können,  die 
Stabilität  nur  rücksichtlich  des  Schlingerns  oder  Rollens , wo  die 
in  Rede  stehende  Voraussetzung  in  völliger  Strenge  erfüllt  ist, 
zn  bestimmen. 

Dies  vorausgesetzt,  sind  nun  aber  bei  Stabilitätsbestimmungeu 
eigentlich  zwei  Falle  zu  unterscheiden,  jenachdem  man  nämlich 
bloss  aus  vorliegenden  Plänen  oder  Rissen  die  Stabilität  des 
erst  zn  bauenden  Schiffs  ermitteln  soll,  oder  bei  dieser  Ermitte- 
lung das  schon  fertige  Schiff  mit  völliger  Ausrüstung  und  Ladung 
auf  dem  Wasser  schwiifimend  annimmt.  Jedoch  Kommen,  wie 
man  leicht  übersiebt,  beide  Fälle  auf  einen  zurück.  Auf  jedem 
Plane  oder  Risse  eines  zu  bauenden  Schiffs  soll  nämlich  we- 
nigstens die  Ladewasserlinie,  d.  h.  diejenige  Wasserlinie, 
bis  zu  welcher  das  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  sich 
ins  Wasser  einsenkt,  angegeben  sein,  und  bei  jeder  Prüfung 
eines  Risses  wird  die  Richtigkeit  dieser  Linie  sorgfältig  geprüft 
werden  müssen.  Wie  diese  Prüfung  an/.ustellen  ist,  kann  für 
Keinen,  der  die  Grundlehren  der  Hydrostatik  kennt,  im  Geringsten 
zweifelhaft  sein,  und  gehört  gar  nicht  hierher,  wo  wir  bloss  von 
der  Stabilität  der  Schiffe  zu  handeln  beabsichtigen.  Ist  aber  auf 
dem  Risse  die  Lade  Wasserlinie  richtig  befunden  worden,  so  kann 
man  dann  offenbar  die  Bestimmung  ucr  Stabilität  des  Schiffs  nach 
dem  vorliegenden  Risse  ganz  eben  so  vornehmen . als  wenn  man 
das  völlig  ausgerüstete  und  beladene  Schiff  auf  dem  Wasser 
schwimmend  vor  sich  hätte,  weshalb  wir  auch  von  nun  an  im 


*)  Französisch:  roulis. 

**)  Französisch:  taug  r ge. 
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Folgenden  diesen  letzteren  Fall  allein  stets  im  Auge  behalten 
wollen. 

Unter  allen  vorhergehenden  Voraussetzungen  bedient  man  sich 
zur  Bestimmung  der  .Stabilität  des  Schiffs  am  besten  der  aus  §.  7. 
bekannten  Formel: 

e=Ö|*>'0+  m Arcl", 

o 

wo  io  in  Secunden  ausgedrückt  ist,  und  Fff),  welches  nach  $.  7. 
eigentlich  als  dem  aufgetauchten  Theile  angehörend  betrachtet 
werden  muss,  unter  den  wegen  des  Coordinatensystems  immer 
festgehaltenen  Voraussetzungen,  natürlich  als  positiv  anzusehen 
ist.  Setzen  wir  grösserer  Einfachheit  wegen 

Ä(Ö  = 2F(Ö, 

so  hat  mau  zur  Bestimmung  der  Stabilität  die  Formel : 

0 = 5 |X>'c  + «» Arcl'. 

O 

Diese  Formel  wollen  wir  nun  im  Folgenden  genau  zergliedern, 
und  untersuchen,  welche  Grössen  bei  dem  Gebrauche  derselben 
zur  Bestimmung  der  Stabilität  einzelu  zur  Berechnung  kommen 
müssen. 

I.  Nach  der  schon  vorher  gemachten  Bemerkung  muss  der 
sehr  kleine  Drebungswinkel  o>  in  Secunden  ausgedrückt  sein. 
Ferner  ist 


Are  \ " g»  log  Arcl" =0,6835749  — G. 

II.  Das  Symbol  ö bezeichnet  bekanntlich  das  Gewicht  einer 
Volumeneinheit  Seewasser.  Der  preussische  Cubikfuss  destillirten 
Wassers  wiegt  bei  einer  Temperatur  von  15°  der  80theiligen 
Scale  66  preussische  Pfund.  Das  specifisehe  Gewicht  des  See- 
wassers ist  nicht  überall  gleich  und  variirt  von  1,02  bis  1,04. 
Eine  sehr  ausführliche  Uebersicht  der  specitischen  Gewichte  des 
Seewassers  nach  den  verschiedenen  Meeren  und  Breiten  findet 
man  im  Artikel  „Meer“  im  Gehler’schen  physikalischen 
Wörterbuche.  N.  A.  Thl.  VI.  Abth.  3.  S.  1628.  Für  den 
atlantischen  Ocean  kann  man  nach  Horner ’s  Bestimmungen  des 
specifischen  Gewichts  des  Seewassers  für  dasselbe  im  Mittel 
1,02875  annehmen;  für  die  Sfidsee  ist  dagegen  das  specifisehe 
Gewicht  des  Seewassers  im  Mittel  1 ,02602,  woraus  sich  leicht 
nach  dem  Obigen  das  Gewicht  eines  prcussischen  Cubikfusses 
Seewasser  in  diesen  Meeren  berechnen  lässt.  Brnmray  (Die 
Marine.  Berlin.  1848.  8.  S.  9.)  sagt:  „Gewöhnlich  nimmt 
man  70  Pfund  Gewicht  für  den  Cubikfuss  Seewasser  an“,  wobei 
aber  nicht  angegeben  ist.  was  für  Fusse  und  Pfunde  gemeint 
sind.  Nach  der  Eucyclopedie  inethodique.  Marine.  T. 
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II.  p.  746.  soll  ein  französischer  Uubiktuss  Seewasser  ungefähr 
72  IiTres  wiegen,  nach  Du  llamcl  de  Monceau  (An laug s- 
gründe  der  Schiffsbaukunst.  Berlin.  1791  4.  Vorrede 
S.  LXVIII.)  dagegen  74.  Meiner  obigen  Angabe  nach  ureussi- 
sebra  Fussen  und  Pfunden  und  des  specifischen  Gewichts  des 
Setsässers  wird  man  sich  in  der  Praxis  am  besten  zur  Bestim- 
mung des  Werthes  von  w bedienen. 

III.  Hauptsächlich  kommt  es  nun  auf  die  Berechnung  des 
Hertha  des  bestimmten  Integrals 

f (5(0)*2£ 

o 

io  dem  Ausdrucke  der  Stabilität  an. 

Die  horizontale  oder  wasserpasse  Axe  der  Wasserlinie  ist 
die  Axe  der  £,  eine  auf  derselben  senkrecht  stehende  horizontale 
gerade  Linie  ist  die  Axe  der  und  eine  auf  diesen  beiden  Axen 
«nkrecht  stehende  vertikale  gerade  Linie  die  Axe  der  «.  Den 
Anfangspunkt  der  verlegen  wir  in  einen  der  beiden  Endpunkte 
der  Axe  der  Wasserlinie,  und  a ist  die  jederzeit  zu  messende 
und  als  positiv  zu  betrachtende  Llin^e  der  Axe  der  Wasserlinie. 
Die  positiven  t]  werden  nach  oben  hin  angenommen. 

Ist  die  Wasserlinie  eine  nach  einem  bestimmten,  durch  eine 
Gleichung  auszudrückenden  Gesetze  gekrümmte  Curve,  so  lässt 
sich  natürlich  das  Integral 

o 

nach  den  bekannten  Kegeln  der  Integralrechnung  entwickeln, 
«eichen  Fall  wir  zunächst  durch  einige  leichte  Beispiele  erläutern 
wollen. 

1.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  des  Rechtecks  AB  CD 
in  Taf.  II.  Fig.  13.  Die  Längenaxe  sei  a,  die  Brei tenaxe  dagegen  6. 

Für  die  Stabilität  in  Bezug  auf  die  Längenaxe  ist 

5(0=6, 

alw 


und  folglich 


(5  (?))*% =6*e?,y($(£))*e?  = 63£ 

• - i.  ' 

y*"(5(c))scf= 


jkieiclinen  wir  nun  den  Flächeninhalt  des  Hechtecks  ABCD 
durch  J f so  ist  J = ab,  und  folglich  für  die  Längenaxe: 
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o 


6V. 


Für  die  Bereitenaxe  ist  eben  so: 


a*y. 


Insofern  a>6  ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das 
erstere. 

2.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  des  Rhombus  ABCD  in 
Taf.  U.  Fig.  14.  Die  Längenaxe  sei  a,  die  Breitenaxe  dagegen  b. 

Für  die  Langenaxe  ist,  wenn  man  zuvörderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachtet,  in  welche  der  Rhombus  ABCD  durch 
die  Breitenaxe  getheilt  wird: 


f-S(0=f  n:b. 


also 


und  folglich 

8A®  P 2 b3 


woraus 

o 

Bezeichnen  wir  nun  den  Flächeninhalt  des  Rhombus  ABCD  durch 
J,  so  ist  bekanntlich  J = ^ab,  also 


o 

und  folglich  für  die  Längenaxe: 

fa{3G))'K=\b'J. 

o 

Für  die  Breitenaxe  ist  eben  so: 
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Insofern  a>6  ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das 
erstere. 

3.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  aus  den  beiden  glei- 
chen parabolischen  Segmenten  ABC  und  ADC  in  Taf.  II.  Fig.  15., 
deren  Scheitel  B und  D sind,  zusammengesetzten  Figur  AB  CD. 

Der  Parameter  der  betreffenden  Parabel  sei  p,  die  Längen- 
ue  und  die  ßreitenaxe  seien  respective  a und  6. 

Für  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zuvorderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  ABCD  durch  die 
ßreitenaxe  getheilt  wird,  nach  der  Lehre  von  der  Parabel; 

(i«-c)=P  =4pi&-S©I, 

I oder,  wenn  wir  ,yo  — setzen: 

2x*=p|6-$(f)i=p|6— 50«— 


(Im 

S(0=S  Qa-*y=b-±z*. 

Folglich  ist 

(S(C))s0£=-(&-|:a)ss* 

oder 


d.  i. 


woraus 


(S(f))*Öf=(^*-4)30x, 

(5( 

/Wt 

i« 

/**«  66®  126  , 8 „ . 
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_ l ,,  «W  , 3 a»6  df 

~'iab  4p  +Wfi*~  112p* 

folgt.  Weil  dud  aber 


ist,  so  ist 


4«2  = 1JP6’  P — 


a2 

26' 


+ ||ja6* — |ja6*=^a6*. 


Bezeichnen  wir  den  Flächeninhalt  der  Figur  ABCD  durch  J,  so 

2J12 

ist  bekanntlich  J=4.  ^ a.  ^6=  g-  ab,  also 

/i»  12 

(5a))*0c=^6v,  . 

o 

und  folglich  für  die  Längenaxe: 


y\r(£)m=^6V. 

o 

Für  die  Breitenaxe  ist,  wenn  wir  wieder  zuvörderst  bloss  eine 
der  beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Figur  AB  CD  durch 
die  Längenaxe  getheilt  wird,  nach  der  Lehre  von  der  Parabel: 

(jS(ö)*=K , $(£)  = 2j»V ; 


folglich 

» • 

(Sm3ft=tywJls(S))3dZ=™piy; 

also,  wie  man  leicht  findet: 

'^pb*  Vpb. 

0 

Weil  aber  nach  dem  Obigen 


ist,  so  ist 


fl\s( Ö>**=i«*&=  ,g«27. 
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und  folglich  für  die  Breiteaaxe : 

f\s(S))*K  = la*J- 

O 

Insofern  • 

|a*>  |*6»  n2>*6*  a>b^j 

ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  das  erstere- 

4.  Die  Wasserlinie  sei  der  Umfang  der  Ellipse  ABCD  in 
Taf.  IL  Fig.  16.  Die  Längenaxe  und  die  Breitenaxe  seien  respec- 
tive  2«  und  26. 

Für  die  Längenaxe  ist,  wenn  wir  zuvörderst  bloss  eine  der 
beiden  Hälften  betrachten,  in  welche  die  Ellipse  ABCD  durch  die 
Breitenaxe  getheilt  wird: 

«der,  wenn  wir  a — J=z  setzen: 


S(0  = 5M)=-Va*-I*, 


also 


(Sfe))*0£=-  ^ («»-*•)?  dz, 


und  folglich 


f (Ä(0)SS£=-|? f\a*-i*)  i0z= 


•'«h  einer  bekannten  Reductionsformel  ist 


5«*— 2z*. 


3 p 8z 

V a*  ~ + 8 °y  V ST“ 


Jia*—z*)ldx 


5 a2— 2z2 


= g öa«Arctang 
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also 

/ (a2—  J*)ä02=|a*. £*  = jg«4*; 

0 

folglich  • 

f\8( Ö)‘öC=«4«6»*, 

0 

oder,  weil  der  Flächeninhalt  £ der  ganzen  Ellipse  durch  die  For- 
mel £=a6«  dargestellt  wird, 

Daher  ist  für  die  Längenaxe: 

f2  ‘(5(0)*SC=3A2  £ = ?(26)2  E. 

o 

(ianz  eben  so  ist  für  die  Breitenaxe : 

P\s^)?k=^  £=|(2n)2£. 

o 

Insofern  2a>2 6 ist,  ist  das  letztere  Integral  grösser  als  du 
erstere. 

Wir  wollen  uns  mit  den  vorhergehenden  Beispielen  begnügen, 
weil  diese  schon  für  unsern  Zweck  hinreichen.  Weil  man  tüm- 
lich  die  Wasserlinie  eines  Schiffs  in  den  meisten  Fällen  mit  dem 
Umfange  einer  der  vorher  betrachteten  Figuren  wenigstens  annähernd 
als  zusammenfallend  zu  betrachten  sich  berechtigt  halten  darf, 
so  geht  mittelst  des  Vorhergehenden  aus  einer  einigermassen 
sorgfältigen  Betrachtung  der  Formel 

S=ö  |V'p  +r|yl“(5(S))3S?ioiArcl" 

auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  schon  oben  ausgesprochenen 
Behauptung  hervor,  dass  im  Allgemeinen  die  Stabilität  der  Schiffe 
in  Bezug  auf  die  Breitenaxe,  oder  die  Stabilität  bei’m  Stampfen, 
grösser  ist  als  die  Stabilität  der  Schiffe  in  Bezug  auf  die  Längen- 
axe, oder  die  Stabilität  bei'm  Rollen  oder  Scldingern,  alle  son- 
stigenUmstände  natürlich  in  beiden  Fällen  als  gleich  vorausgesetzt,  und 
dass  es  daher  nur  darauf  ankommt,  den  Schiffen  eine,  um  sie  vor 
Unfällen  möglichst  sicher  zu  stellen , hinreichende  Stabilität  in 
Bezug  auf  die  Längenaxe  zu  verschaffen,  weil  dann  die  Stabilität 
in  Bezug  auf  die  Breitenaxe  schon  von  selbst  eine  hinlängliche 
Grösse  naben  wird. 
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Wenn  die  Wasserlinie  nach  keinem  bestimmten  durch  eine 
Gleichung  ausdrilckharen  Gesetze  gekrümmt  ist,  welches  der  in 
der  Praxis  eigentlich  nur  allein  vorkommende  Fall  ist,  so  lässt 
sch  der  Werth  des  bestimmten  Integrals 

o 

nar  näherungsweise  bestimmen.  Zu  dem  Ende  theile  man  die 
Aie  a der  Wasserlinie  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl 
rofl  Tbeilen,  und  messe  sowohl  die  Abstände  der  einzelnen  Theit- 
psukte  von  dem  Anfangspunkte  der  Axc  der  Wasserlinie,  als 
weh  die  den  einzelnen  Tbeilpunkten  entsprechenden  Werthe  \nn 
§£).  Dann  kann  man  nach  einer  der  in  der  Abhandlung  Nr.  XX. 
■m  Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  Thl-  XIV.  ent- 
wickelten Methoden  zur  näherungsweisen  Ermittelung  der  Werthe 
bestimmter  Integrale  den  Werth  des  Integrals 

y*“ fS(s))aec 

o 

berechnen,  und  wird  denselben  im  Allgemeinen  desto  genauer  er- 
halten, je  grösser  die  Anzahl  der  in  der  Axc  der  Wasserlinie  an- 
genommenen Theilpunkte  ist.  Ueher  diese  Methoden  hier  uns 
weitet  zu  verbreiten,  ist  völlig  überflüssig,  weil  in  der  angeführten 
Abhandlung  schon  alles  Nöthige  über  dieselben  gesagt  worden  ist; 
und  wir  bemerken  daher  nur  noch,  dass  man  sich  nach  unserer 
Meinung  bei  wirklichen  Anwendungen  am  vortheilhaftesten  der 
Coterächcn  Formeln  bedienen,  und  also  die  Axe  der  Wasser- 
lioie  in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  gleicher  Theile 
eintbeilen  wird;  je  grösser  die  Anzahl  dieser  gleichen  Theile  ist, 
desto  genauer  erhält  man  im  Allgemeinen  das  gesuchte  Resultat, 
und  will  mau  dann  mit  den  Cotesischen  N'aherungsformeln  noch 
die  ans  der  angeführten  Abhandlung  gleichfalls  bekannten  Stirling’- 
schen  torrectionsformeln  verbinden,  so  wird  dies  zur  Erhöhung 
der  Genauigkeit  der  gewonnenen  Resultate  noch  wesentlich  bei- 
tragen. Dass  man  aber  auch  die  Gatiss’ischen,  aus  der  angeführ- 
len  Abhandlung  gleichfalls  ihren  Grundzügen  nach  bekannten 
Nähen» ngsformeln  in  Anwendung  bringen  könnte,  versteht  sich 
win  selbst:  jedoch  würde  dies  nicht  so  einfach  sein,  wie  die  An- 
wendung der  vorher  genannten  Formeln.  Die  allgemein  bekannte 
sogenannte  Simpson  sehe  Naherungsformel  (a.  a.  O.  S.  '2t)].)  ist 
trimer  meistens  bei  dergleichen  Rechnungen  in  der  Nchiffsbau- 
Lunst  in  Anwendung  gebracht,  und  namentlich  von  t'hapman 
(Traite  de  la  construction  des  vaisseaux.  Paris.  J8Ü9. 
i p.  1.  etc.)  dazu  empfohlen  worden;  jedoch  scheint  mir  dies 
»euer  so  einfach,  noch  so  genau  zu  sein,  als  die  directe  Anwen- 
dung der  Cotesichen  Nähernngsforineln , wenn  man  namentlich  mit 
denselben  noch  die  wichtigen  Stirling'schen  Correctionsformeln 
verbindet. 

Theil  XIV.  7 
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IV.  Ferner  kommt  es  jetzt  auf  die  Bestimmung  des  Volu- 
mens V an,  und  wir  wollen  daher  im  Allgemeinen  zeigen,  wie 
sich  das  Volumen  eines  beliebigen  Körpers  am  besten  annähernd 
bestimmen  lässt,  wovon  dann  unmittelbar  die  Anwendung  auf  die 
Bestimmung  des  Volumens  V'  gemacht  werden  kann,  ohne  dass 
wir  darüber  noch  besondere  Erläuterungen  den  allgemeinen  Ent- 
wickelungen hinzuzufügen  brauchen  werden. 

Durch  den  gegebenen  Körper,  dessen  Volumen  wir*)  über- 
haupt durch  V bezeichnen  wollen,  lege  man  eine  gerade  Linie 
hindurch,  die  wir  die  x-Axe  nennen  wollen.  Die  Länge  des  auf 
dieser  Axe  von  der  Oberfläche  des  Körpers  V abgeschnittenen 
Theils  werde  durch  a bezeichnet,  und  in  den  einen  der  beiden 
Endpunkte  dieses  Theils  lege  man  den  Anfang  der  x,  indem 
man  zugleich  die  auf  a selbst  liegenden  x als  positiv  betrachtet. 
Wird  dann  der  Flächeninhalt  des  im  Allgemeinen  dem  Endpunkte 
der  Abscisse  x entsprechenden,  auf  der  x-Axe  senkrecht  ste- 
henden Schnitts  des  Körpers  V durch  Fx  bezeichnet,  so  ist,  was 
hier  keiner  weiteren  Erläuterung  bedürfen  wird: 

F=  f‘FJx. 

O 

Theilt  man  also  a in  eine  grössere  oder  geringere  Anzahl  von  Tbei- 
len,  und  bestimmt  sowohl  die  Entfernungen  der  einzelnen  Theil- 
punkte  von  dem  Anfangspunkte  der  x,  als  auch  die  diesen  Theil- 
puokten  entsprechenden  Werthe  von  Fx , d.  b.  die  Fliichenräume 
der  denselben  entsprechenden,  auf  der  x-Axe  senkrecht  stehen- 
den .Schnitte  des  Körpers  V,  so  kann  man  mittelst  der  bekann- 
ten Näberungsformeln  zur  Ermittelung  der  Werthe  bestimmter 
integrale  das  Volumen 


V — J'f^x 

O 

näherungsweise  berechnen,  hn  Allgemeinen  mit  desto  grösserer 
Genauigkeit,  je  grösser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  a angenom- 
i menen  T'heilpunkte  ist. 

Um  nun  aber  überhaupt  den  Flächeninhalt  Fx  eines  beliebi- 
gen der  in  Rede  stehenden  Schnitte  des  Körpers  V zu  bestim- 
men , lege  man  durch  diesen  Schnitt  eine  beliebige  gerade  Linie 
hindurch,  welche  wir  die  y- Axe  nennen  wollen,  bezeichne  den 
auf  dieser  Axe  von  dem  Umfange  des  Schnitts  Fx  abgeschnitte- 
nen Theil  durch  b,  lege  den  Anfang  der  y in  den  einen  der  bei- 
den Endpunkte  dieses  Theils , und  betrachte  die  auf  b selbst  lie- 
genden »/  als  positiv.  Bezeichnen  wir  dann  die  Länge  der  im 
Allgemeinen  dem  Endpunkte  der  Abscisse  y entsprechenden,  auf 


*)  Ohne  alle  Beziehung  auf  die  früher  gebrauchten  Bezeichnungen. 
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der  y-  Axe  senkrecht  stehenden  Sehne  oder  Chorde  des  Schnitts 
Fi  durch  so  ist,  tvas  hier  keiner  weiteren  Erläuterung  be- 
dürfen wird : 

F,=  .f'tfy, 

O 

imd  wenn  man  nun  nieder  die  Linie  6 in  eine  grössere  oder  ge- 
ringere Anzahl  von  Theilen  theilt,  und  sowohl  die  Ent- 
fernungen der  einzelnen  Theilpunkte  von  dem  Anfangspunkte  der 
jr,  als  auch  die  diesen  Theilpunkten  entsprechenden  YVerlhe 
«on  f1t  d.  h.  die  Längen  der  denselben  entsprechenden , auf  der 
j-Axe  senkrecht  stehenden  Sehnen  oder  ( 'borden  von  F*  be- 
stimmt, so  kann  man  mittelst  der  bekannten  Näherungsformeln 
tat  Ermittelung  der  YY'erthe  bestimmter  Integrale  den  Flachen 
raum 


F*  = :/7.* 

O 

berechnen,  im  Allgemeinen  mit  desto  grösserer  Genauigkeit,  je 
grosser  die  Anzahl  der  auf  der  Linie  b angenommenen  Thed- 
punkte  ist. 

Hieraus  sieht  man  also,  wie  man  sich  im  Allgemeinen  bei 
ier  näherungsweisen  Bestimmung  des  Volumens  V zu  verhalten 
hat  ■ «u  nun  auch  unmittelbar  auf  die  Bestimmung  des  Y:olumeos 
^ angewandt  werden  kann. 

V.  Endlich  kommt  es  nun  noch  auf  die  Bestimmung  der 
Grösse 


t=r- 


Y 


m 

an,  wo  y'  und  Y sich  auf  das  System  der  £>;£  oder  ein  anderes 
beliebiges  demselben  paralleles  Coordinatensystem  beziehen  kün- 

W 

nen.  Weil  diese  Grösse  aus  den  zwei  Theilen  p'  und  Y besteht, 
so  haben  wir  uns  mit  der  Bestimmung  eines  jeden  dieser  beiden 
Tkeile  besonders  zu  beschäftigen. 

W 

Was  zuerst  die  Grösse  y'  betrifft,  so  wird  dieselbe  durch  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  des  homogenen  Körpers  V erhal- 
ten, and  wir  wollen  daher  im  Allgemeinen  zeigen,  wie  der 
•Schwerpunkt  eines  beliebigen  bomogeneu  Körpers  am  besten  durch 
Näherung  bestimmt  werden  kann , was  dann  unmittelbar  auf  die 
Bestimmung  des  Schwerpunkts  von  V'  und  demnach  der  Grösse 

f angewandt  werden  kann,  und  hier  nach  den  gegebenen  allge- 
meinen Entwickelungen  einer  besonderen  Erläuterung  nicht  wei- 
ter bedürfen  wird. 


Digitized  by  Google 


100 


Durch  den  gegebenen  Körper,  dessen  Volumen  wir  im  All- 
gemeinen durch  1'  bezeichnen  (vollen,  lege  man  drei  auf  einan- 
der senkrecht  stehende  Axen  der  x,  y,  i,  und  bezeichne  die 
ersten  Cnordinaten  der  beiden  Durehschnittspunkte  der  Axe  der 
x mit  der  Oberfläche  des  gegebenen  Körpers  durch  a und  b,  in- 
dem zugleich  angenommen  wird,  dass  a kleiner  als  b sei.  Die 
Uoordinaten  des  gesuchten  Schwerpunkts  des  gegebenen  homoge- 
nen Körpers  in  dem  angenommenen  Systeme  seien  Ä,  Y,  Z, 
wobei  eine  Beziehung  dieser  Bezeichnungen  zu  den  früher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  nicht  Statt  findet , indem  die  vorliegende 
Untersuchung  ganz  allein  steht,  und  von  uns  möglichst  allge- 
mein gehalten  werden  wird.  Den  Flächeninhalt  des  im  Allge- 
meinen dem  Endpunkte  der  Coordinate  x entsprechenden,  auf 
der  Axe  der  x senkrecht  stehenden  Schnitts  des  Körpers  V , in- 
dem derselbe  als  Function  von  x betrachtet  wird,  bezeichne  man 
durch  Fi,  und  denke  sich  das  Intervall  b—a  in  n einander  gleiche 
Theile  getheilt,  deren  jeden  wir  durch  i bezeichnen  wollen,  so 
dass  also 

b—a 
1 ji 


ist. 

Setzen  wir  nun  der  Kürze  wegen 

TQ  — ifa  1"  if  if  i +»F«+*(  f ...  f I Fa  | (n— i)i 

und 


13  5 

3 £=»'(«  + + ‘(«  + 2~0F<i4i+«(«  + + • 


• + *(<*  + 


2n  — 1 . 


*)  k »+<*-!)*> 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte,  indem  man  im  Folgen- 
den bei  allen  Gränzen  voraussetzt , dass  n sich  dem  Unendlichen 
oder,  was  Dasselbe  ist,  < sich  der  Null  nähere,  offenbar: 


A=Lim^  = 


LimA- 

LiinTß 


Augenscheinlich  ist  aber 


V—  LimX> 

— Dim . il  F a + l'o-fi  -f  F o (af-F  4"  f (n— i)j| 

= Lim.t|  Fo-f  F»ti  + “ him.ifti 

folglich,  weil  nach  einem  bekannten  Satze 


/ F*Sa:= Lim.il  F0  + Fa>  i+Ftt\tt- f ...  + Faf  ,f) 
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und  offenbar 


ist: 


Ferner  ist 


Lim.  iF*  — 0 


3£= 


«taFa  + (a+t)Fo+i  + (o+2i)F„+4/  + ....  + (a+(n— l)i)Fa+(n_,,d 
+ 2"  •*  tF«  + F a-f-i  -f  F,afsi  -f  ...  -f  h af  (n— X)i  I 

— il  afa  t (a-\-i)F*+i  + (o+2i)Fa42(+...  + (a  -f  ni)  Fa\  ui I 
— ibFk 

+ 2-».*{F«+ F*f(+  Fa+*i+  .—  + Faf(a— i)i]  * 

also  nach  dem  Vorhergehenden 

Lim  36  = 

Linu | aF„  + (« + s)^*H  + (q+2i)Fo4*;  ....  f (n+ni)Fa  4 >ul 

— Lim  . tÄFs-f--^  Lim.i'F, 

folglich  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weil  offenbar 
Lim.»’bF»  = 0,  Lim.fF=0 
ist: 

Lim  36= ^ xFidx. 

a 

Also  ist  nach  dem  Obigen 


X=' 


xFzcx 


f.™* 


oder 


xFzdx 

v <y  ° 

X—  y 
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Bezeichnen  wir  jetzt  den  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ 
betrachteten  Abstand  des  Schwerpunkts  dies  Schnitts  Fx  von  der 
Ebene  der  xz  durch  fx,  und  setzen  der  Kürze  wegen 

3?=  ifaf  a + if.+iF, 3 I i + ...  + if i f (h-|  )if  o(  (n— i)i » 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 


Nun  ist  aber 


3?  — * I fal'a  + fa\it a\ i + fa\  21^04  ji  + •••  + /o  t Bi^ o+«(  i 
-ifiFi, 

also 


Lim3?= 

Liin.t  t f*Fa +fa+iF «+<  + fa  Fa  1 E •••  Ffa\n(Fa\  all 

— Lim.t/tf 

folglich  nach  einem  bekannten  Satze,  und  weil  offenbar 
Lim . i fb  Fh  =:  0 

ist: 

Lim  3 ?=y**  fJP.tx. 

a 

Folglich  ist  nach  dem  Vorhergehenden 


oder 


Bezeichnet  nun  cpx  den  gehörig  als  positiv  oder  als  negativ  be- 
trachteten Abstand  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  Fx  von  der 
Ebene  der  xy,  so  ist  auf  ganz  ähnliche  Art  wie  vorher : 
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iMlet 


7j- 


f cpsFtBx 

1/  « 

fl™* 

J <pxFsdx 


V 


Also  haben  wir  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordinatcn 
I,  I’,  Z des  Schwerpunkts  des  humogcnen  Körpers  V die  fal- 
tenden Fonnein : 


Setzen  wir 


y—f*>  *=<Px-, 


«o  also  y , z die  als  Functionen  von  x betrachtete  zweite  und 
dritte  Coordinate  des  Schwerpunkts  des  Schnitts  F»  bezeichnen, 
so  ist: 


xF  dx 

f yFxdx 

■y v a 

f\Pxdx 
7 ° 

T. 

Fxdx  ’ 

■/; 

j: 

xFxdx 

f yFsdx 
y J a 

r tFxdx 
Z-Ja 

Wegen  der  in  diesen  Formeln  vorkomracnden  Grössen 
y—t*t  * — <Px 
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haben  wir  nun  noch  zu  zeigen,  wie  überhaupt  die  Coordinaten 
des  Schwerpunkts  einer  ebenen  Figur  bestimmt  werden  können. 

Zu  dem  Ende  lege  man  durch  die  gegebene  Figur,  deren  Flä- 
cheninhalt durch  F bezeichnet  werden  mag,  zwei  aul  einander 
senkrecht  stehende  Axen  der  x und  y hindurch,  so  dass  die  Axe 
der  x die  Figur  F in  zwei  Theilc  theilt,  welche  wir,  jenaebdem 
irr  ihnen  die  positiven  oder  die  negativen  y liegen , respective  den 
positiven  una  den  negativen  Theil  der  Figur  F nennen  wollen. 
Ueberhaupt  mag  der  Abscissex  in  dem  positiven  Theile  die  Ordinate 
Vx,  in  dem  negativen  Theile  die  gleichfalls  als  positiv  betrachtete 
Ordinate  y'z  entsprechen.  Die  gesuchten  Coordinaten  des  Schwer- 
punkts der  Figur  F seien  X,  Y,  und  die  Abscissen  der  beideo 
Durchschnittspunkte  des  Umfangs  der  Figur  F mit  der  Axe  der 
x seien  a und  b,  so  dass  a kleiner  als  b ist.  Das  Intervall  b — o 
theile  man  wieder  in  n gleiche  Theile  ein,  und  setze 

b — n _ . 


wo  i eine  positive  Grösse  ist. 

Setzen  wir  non  der  Kürze  wegen 

S=  >y* +«y<M  ■ + »>«+*■+—  f'ya+ 

+ tya  + 11/ af/  + iy'alv  + ...  + «y'a+t--, ).' 

und 


13  5 

3£=»(a  + 2 %•  + *(a  + 2"  %•+(+  *(«  + 7 0y«+«/+- 


2n  — 1 

■+«(“  + — 2 — *)»•+(•-!/ 


3 5 

+ i(a  + jvy'a+i(u  + '2-f)y'a+i+i(a+  -j  Oy'af-ii  + . 


‘in  - 1 

+ •’(«  H 2 iw» 


so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 


Lim3E 

JL  = Lira  -5-  — Tr* — /f  • 

5 Lim^ 


Es  ist  aber 
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F — Lini^ 

= +yoK«-i)i) 

+ Llttl . l(y'a  + y'afi  \ y'a  I 2i+  ...  f y‘a\  (n-i)i) 
= Lim.i(ya+y«f<-f  ya H>+ ■••  + ?/»  f">) 

+ Lira  .»(y'o  + y'of  i + y'a+si  + •••  f y'a  | m) 

— Lim . iyt  — Lim . ry'j , 

also  nach  einem  bekannten  Satze  und  weil  offenbar 


ist: 


Lim./y»=0,  Lim. iy'*=Ö 


F-Lim$==  j'  yxSx  + = f (y*  f y‘*)dx  • 


ferner  ist 


3£=i|aya  f (a+0yaf/  + (a+2i)y«+*i  + — + («+ni)y<.f»il 
+ i|  ay'a  + (a+Oy'ofi  + (a  +2i)y'a *,<  + ...  + (a+ni)y ’a\  ! 

+ y *•»  tya+yoH  +yo+ai  + •••  + Jfa  l (n-i)i I 

+ 2"  *•  * I yf  ° + ' + y‘a\ii  +•••  + y’a+la-lli'l 

-%  4 — iby'b. 


Lim3£= 

Lin»  * - 1 aya  + (a+0ya+i  + (a+2*)y«t  *(+ ...  + (o+m')yat.i  I 
i Linu'i  ay'a  + (a+i)y'o+i  + (a+20y'«+*i  + •••  + (a+«0y'a+»(  I 

+2  Lim.iF  — Lim.i6(y»  -t-y'i), 


d.  L nach  einem  bekannten  Satze,  und  weit  offenbar 


ist: 


Lim  .iF—0,  Lim . i'6(y»  + y‘t>)  = 0 


/»  ph  /»» 

x yxSx  + j xy'rdx  — / x(ys  f y‘i)dx  ■ 

a a a 

Öaher  ist  nach  dem  Obigen 
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O 

— pb 

J a (yx-\-y‘x)dx 

oder 

f x(yx  iy'x)8x 
x «/  a . 

v — Y 

Setzen  wir  ferner  der  Kürze  wegen 

3?  = + 5-*ya»+*(+— +2^*,+(n-,)< 

— .j'y1*— .jiyM  i~  ^*y*<H 2*  — — “ ^yvtn-.u » 

so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkte  offenbar 

r=Li»f=H5?. 

5 Lim5 

Nun  ist  aber 

Lim3? 

= ^ ijim  • * t #*« + y *«+< + y*®+ 2< + — + jt*®4  «i  * 

— ,j  Lim.il  y*a  + y*a  f i + y *a+*i  + • ••  + y^a+ni ! 

-f  ^ Lim . iy2»  — j l‘*,n  ■ *ff » 
d.  i.,  wie  sogleich  erhellet, 

UmX=\J"‘ytx<)x—\J'  *(%äx-\J  (y*x-y'*x)Sx 

a a a 


folglich 


r= 


l fbaW^^x 

O * 

J'  (yi  + y'i)  8x 


oder 
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Man  hat  also  jetzt  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Coordiua 
tu  X,  Y des  Schwerpunkts  der  ebenen  Figur  F die  folgenden 
Formeln : 

/»»  /•  i 

A= 


oder 


J m 1 J a Ly'lx—y^x)dx 


(yx+y’I)3x 


’ § * f'b 


J a (y*+y'*)  cx 


/ (y2x—y'2x)  dx 

“ JfT— 


Bei  der  Einrichtung,  welche  wir  allen  vorhergehenden. For- 
meln hier  gegeben  halten,  kann  es  nicht  dem  geringsten  Zweifel 
unterliegen,  wie  man  dieselben  zur  Bestimmung  des  Schwerpunkts 
des  homogenen  Körpers  X>'  mit  Hülfe  der  bekannten  Formeln  zur 
annähernden  Ermittelung  der  Wertbe  bestimmter  Integrale,  und 

«> 

also  auch  zur  Bestimmung  der  ürösse  y‘,  anzuwenden  hat.  Wei- 
tere Erläuterungen  hierüber  würden  an  diesem  Orte  unnütze  Weit- 
läufigkeit sein , da  man,  wie  gesagt,  den  einzuschlagenden  Weg 
auf  der  Stelle  übersiebt. 

Tödlich  ist  nun  noch  die  Bestimmung  der  in  dem  obigen  Aus 
druck  von  c vorkommenden  Grösse  Y übrig.  Diese  Bestimmung 
«fordert  die  Ermittelung  des  Schwerpunkts  des  ganzen  als  ein 
ungleichförmig  dichter  Körper  betrachteten  Schiffs,  und  ist  eben 
deshalb  eigentlich  die  weitläufigste  Operation  bei  der  ganzen  Sta- 
biEtätsbestiinmung  des  Schiffs.  Dessenungeachtet  können  wir  über 
diese  allerdings  weitläufige  Operation  hier  nichts  weiter  sagen, 
indem  alle  dabei  zu  befolgenden  Regeln  durch  die  aus  der  Statik 
bekannte  allgemeine  Theorie  des  Schwerpunkts  vollständig  an  die 
Haod  gegeben  werden.  Immer  wird  man  aber  das  ganze  Schiff 
i»  verschiedene  Theile  zerlegen  müssen,  welche  mit  möglichster 
Annäherung  als  homogene  oder  gleichförmig  dichte  Körper  be- 
trachtet werden  können,  wird  nach  dem  Vorhergehenden  die 
•Schwerpunkte  dieser  einzelnen  homogenen  Theile  des  Schiffs  zu 
suchen , und  daraus  nach  den  allgemein  bekannten  Formeln  aus 
der  Theorie  des  Schwerpunkts  auf  den  Schwerpunkt  des  ganzen 
Schiffs  zu  schliessen  haben.  Je  mehr  Genauigkeit  man  zu  erreichen 
beabsichtigt,  desto  weitläufiger  und  zeitraubender  wird  natürlich 
diese  Operation  werden,  mancherlei  Abkürzungen  werden  sich 
aber  bei  der  wirklichen  Ausführung  derselben  von  selbst  ergeben 
über  welche  sich  im  Voraus  etwas  Allgemeines  nicht  feststellen 
lässt,  weshalb  wir  uns  hier  mit  diesen  wenigen  Andeutungen  be- 
gnügen müssen. 
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Mit  der  Lehre  roo  der  Stabilität  der  Schiffe  bängt  ein  ande- 
rer für  die  Scbiffsbaukunst  sehr  nichtiger  Gegenstand  nahe  zu- 
sammen, den  wir  hier  für  jetzt  jedoch  nur  von  seiner  allgemeinen 
theoretischen  Seite  betrachten  wollen,  ohne  uns  auf  specielle  An- 
wendungen, die  wir  späteren  Untersuchungen  Vorbehalten,  hier 
schon  einzulassen:  wir  meinen  nämlich  die  Geschwindigkeit,  mit 
welcher  das  aus  seiner  ruhigen  Gleichgewichtslage  auf  dem  Was- 
ser gebrachte  Schiff  in  jene  Lage  wieder  zurückkehrt,  oder  die 
Geschwindigkeit,  mit  welcher  es  rollt  oder  stampft.  In  dieser 
Beziehung  pflegt  man  das  Schiff  mit  einem  einfachen  Pendel  zu  ver- 
gleichen, welches  seine  Schw  ingungen  ganz  in  derselben  Zeit  vollen- 
det wie  das  rollende  oder  stampfende  Schiff  seine  oscillatoriscben 
Bewegungen  auf  dem  Wasser.  Je  langsamer  diese  Bewegungen 
vor  pich  gehen,  d.  h.  je  grösser  die  auf  die  Vollendung  derselben 
verwandte  Zeit,  oder  je  länger  das  dem  Schiffe  isochrone  ein 
fache  Pendel  ist,  desto  vortbeilhafter  ist  es  natürlich,  desto  we- 
niger werden  dem  Schiffe  seine  oscillatorischen  Bewegungen  auf 
dem  Wasser  Gefahr  bringen,  und  desto  mehr  wird  dasselbe  über- 
haupt seinem  Zwecke  entsprechen. 

Denken  wir  uns  jetzt  zuvörderst  gauz  im  Allgemeinen  eio  Sy- 
stem auf  ihre  Schwerpunkte  reducirter  Massen 


m,  m,  , mj,  mj,  ;n4,..„; 

welches  sich  um  die  feste  horizontale  Axe  der  r als  Drebungsaxe 
in  einer  oscillatorischen  Bewegung  befindet:  so  haben  wir  nach 
§.  3.  bekanntlich  die  Gleichung 


Bezeichnet  nun  2g  die  Intensität  der  auf  die  Masseneinheit  bezo* 
geuen  Schwere,  und  siod 


P»  Pi’  P® » Pi'  Pz>— • 
gewisse  an  den  materiellen  Punkten 


in  t oij  y in % , JBj  y /714  , hm 


stets  nach  vertikalen  Richtungen  wirkende,  natürlich  mit  den  ge- 
hörigen Zeichen  genommene  Kräfte;  so  ist  offenbar,  wenn  man 
sich  nur  aus  §.  3.  an  die  Bedeutung  der  Symbole 


erinnert : 
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© 

II 

Y‘  —p — lym, 

0 

11 

N 

x\=0, 

Y\=Pi—^ami  y 

Z'i  = 0; 

* 

II 

© 

L'2=p2— 2y'«2. 

2-j=0; 

A's— 0, 

Y'a=pi~'2gmt$ 

Z'3=0; 

U.  8.  W. 

also  nach  §.  3. 

© 

II 

II 

F— • — =— — 2.7 , 
m m 47 

Z=—  =0; 

7/1 

X 9 

Xx=—  =0, 

1 7/1  j //I4.  u 

. z,=^-=0; 

x* 

Fs=  — 2</ 
* 1 n2  ih2 

, Z4  = — =0; 

Z 771-2 

J.=^=0, 

7W3 

Z=>~m3 

u.  s.  vv. 

Folglich  ist  offenbar 

Em(x  Y — t/X)  = £x(p—i>im) — £px — 2 gXmx , 
also  nach  dem  Obigen 

r»«  (x  0 gl*  )=  — hjZmj: 

bcicicbnen  wir  aber  durch 

t,  fj,  t2,  rj , r4f .... 

die  Entfernungen  der  materiellen  Punkte 

m,  »«, , ;/«*,  «3,  j/i4,  .... 

'on  der  horizontalen  Drehungsaxe,  und  durch 

<P , <Pi>  <Pa>  Ts  ’ 

die  am  Ende  der  Zeit  t von  den  Linien 

t y T| , r2,  r3 , r4, .... 

mit  ilem  positiven  Theile  der  Axe  der  x eingeschlossenen  Win- 
*d,  indem  man  alle  diese  Winkel  von  dem  positiven  Theile  der 
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Axe  der  x an  durch  den  rechten  Winkei  (xy)  hindurch  nach  dem 
positiven  Theile  der  Axe  der  y hin  zählt;  so  ist  offenbar,  wenn 
wir  als  einen  Repräsentanten  der  übrigen  bloss  den  materiellen 
Punkt  m in’s  Auge  fassen,  in  völliger  Allgemeinheit: 

X=rcostp,  y=:r.siinp; 

also 


Bx  . Bq> 

St~  r 8,n<P 


By  Bcp 

57  = r COSIJ)  rjj 


dt 


und 


8*x  . c®a>  /8a>\* 

W=-  r simp  r cosip  [ßfj  ■ 


cjy_ 

Bt*~ 


o*ip  . / Bq> 

r coscp  rjp — rsinip ' 


(&)*• 


folglich,  wie  man  leicht  findet: 

8*y  8*x  _ , 8*i p 

xBP~1,o if*  ’ 

und  daher  nach  dem  Obigen 


27«ir* 


c*<p 

8t* 


= E/ircoscp  — 2 g Smrcosip . 


Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Schwerpunkts  des 
Systems  der  Massen 

111)  11 lj  ) TI 1*2  j lllj  f 111^  p •••• 

von  der  horizontalen  Orehungsaxe  durch  R,  und  durch  <I>  den  auf 
dieselbe  Weise  wie  vorher  genommenen  Winkel , welchen  am  Ende 
der  Zeit  t die  Linie  R mit  dem  positiven  Theile  der  Axe  der  x 
einschliesst;  so  ist  nach  der  Lehre  vom  Schwerpunkt 


mx  -f  rn,  x,  4 ntpXp  -f  mgXt  {-  ..... 
m f m,  + m,  + ro.2  + m3  | .... 


mrcosip m,  r,  cosip,  f rn2r.2cos<p2  Tifl-.jrjcosipj  -f-  .... 

m + nt,  + rn,  + m3  f ..7. 

27  vir  cosa>  „ 

= s — — R cos<I>, 

27  «1 


und  folglich 


27rnrcos<p  = Rcas<I>£m , 


also  nach  dem  Obigen 
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JZtmpQ-p 5 =£prcosg> — 2gRcosQ2m. 


Weil  aber  die  Winkel  <p  und  <Z>,  und  eben  so  die  Winkel  qp,  und 
fi  und  <I>,  tpa  und  <P,  u.  s.  w.  immer,  d.  b.  für  jedes  t,  um 
dieselbe  ennstunte  Grösse  von  einander  verschieden  sind,  so  ist 

c5<p  _ 8*<P  C2qPi 0*<b  o*(p% c2<I>  o2qp3 S2® 

®*'='ä75'  * W= Ht*  ’ 8i*~8t*’  w—'äp 

du' 


Xmr2 


p2qp 

dt* 


— Zmr* 


cßQ> 
dt*  ’ 


und  Inlglirh  nach  dem  Vorhergehenden: 


Ztnr3 . r — -S/rrcosqp  — 2 ff// cos <D£in . 

,\ls  ein  System  wie  das  so  eben  betrachtete  lässt  sich  wenig 
stens  näherungsweise  ein  Schiff  auf  dem  Wasser  ansehen.  llei 
unendlich  kleinen  Drehungswinkeln  kann  man  Nämlich  wenigstens 
nähernngsweise  aniiehinen , dass  die  das  Schiff  sollicitirende  Kraft 
+ (i  immer,  d.  h.  bei  allen  Lagen  des  Schiffs,  in  dem  Schwer- 
wakte  des  eingetauchten  Theils  bei  der  ruhigen  Gleichgewichts- 
lage des  Schiffs  auf  dem  Wasser  wirke,  und  kann  unter  dieser 
Voraussetzung  im  Vorhergehenden,  indem  tu  als  im  Schwerpunkte 
des  eiogetauchten  Theils  hei  der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des 
Sciiffs  auf  dem  Wasser  befindlich  angenommen  wird, 

;>=+&’ 

ood 


Pi  =Pt  = }h =Pi=  •••  = 0 

setzen,  wodurch  die  obige  Gleichung  in  die  Gleichung 
d*d> 

Emr*.  — Grcosip — 2qr/icos©  £m. 


oder,  weil 


i»t,  in  die  Gleichung 


G = 'It/Em 


2inr* 


d*<D  __ 
dt*~ 


G (rcosg)  — RcosO) 


übergeht. 
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Die  horizontale  Drehungsaxe  wollen  wir  nun  in  der  durch 
den  Schwerpunkt  des  ganzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des 
eingetauchten  Theils  des  Schiffs  bei  seiner  ruhigen  Gleicbgewichts- 
lage  auf  dem  Wasser  gebenden  Vertikalebene  annehmen,  und 
wollen  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Stabilität  des  Schiffs 
positiv  sei,  die  Länge  eines  einfachen  Pendels,  welches  seine 
Schwingungen  ganz  auf  dieselbe  Weise  vollendet  wie  der  untere 
der  beiden  Theile,  in  welche  die  durch  den  Schwerpunkt  des 
ganzen  Schiffs  und  den  Schwerpunkt  des  eingetaucbten  Theils  bei 
der  ruhigen  Gleichgewichtslage  des  Schiffs  auf  dem  Wasser  ge- 
hende Vertikale  durch  die  horizontale  Drehungsaxe  getheilt  wird, 
die  «einigen,  durch  L bezeichnen.  Dann  müssen  wir,  um  diese 
Pendellänge  zu  bestimmen , die  folgenden  Fälle  unterscheiden. 

Der  Fall,  dass  an  dem  Schiffe  die  Kraft  — G oberhalb,  die 
Kraft  + G unterhalb  der  Drehungsaxe  wirkt,  kann  nicht  Vorkom- 
men , weil  dann  offenbar  die  Stabilität  nicht,  wie  doch  vorher  an- 
genommen worden  ist,  positiv  sein  könnte. 

Wenn  die  Kraft  — G unterhalb , die  Kraft  -f  G oberhalb  der 
Drehungsaxe  wirkt,  so  ergieht  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemeinen Gleichung 


c2® 

£mr‘l.  = £frrc os<p  — cosg  £m 


auf  der  Stelle  die  Gleichung 


a*d> 

L -Tp  — — 2ycos® , 


und  da  nun  nach  dem  Obigen 


£mr 2 . = G (rcosqp  — /?cos®) 

ist,  so  erhält  man  durch  Division 

.£;/ir2  G (rcosqp  — /?cog®) 

L 2^eos® 

Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 

tp=z<P  — n,  cosqp= — cos®; 

also 

Zmr-  _ G (r  \ /«*) 

L ~ J-y 

Ferner  ist  aber 

IP 

A’,  = RqosO,  Kj  = rcosqp  — — rcos<P ; 
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also 


A,  — = (r  + K)co»®, 

und  folglich , weil  nach  §.  6.  bekanntlich 


ist: 


ilfO 


&=G(Xl-rl) 

0=G(r  + ff)  cos®. 


G (r  -f  R) — 0sec  ® . 

Haber  ist  nach  dem  Obigen 

£»ir»  0 

— = üt  sec  CP. 

Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 


® = co  + j-n, 
iIn 


foljlicb 


cos<ß  = stn<i>,  sec<ff>  = cosec<a; 


£mr* 

"TT 


= H-cosec». 


Wenn  die  Krälte  — G und  + G beide  unterhalb  der  Dre- 
tanjsaxe  wirken , so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  allge- 
meinen Gleichung 


2mr2.  — Xprcnncp — ’igR  cos®  £ nt 


nieder  auf  der  Stelle  die  Gleichung 


— ‘igcos®, 


and  da  nun  nach  dem  Obigen 

S2® 

Emr1.-^ j = G(rcosip — Reo»®) 

) 

int,  so  erhält  man  durch  Division 
Tb  eil  XV.  » 
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Sinr1 G(rcoscp  — Rcns0) 

L 'Igcos  <3> 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle 

cp  — <I> , cos<p  = cos<D; 


also 


G(r — R) 

L ~ 2jT~ 


Ferner  ist  aber 


also 


IT 

A\  = A’cosd*,  Xi  — rcosip  t=rcosd> ; 


A,  — pl  — — (r — R)cosd>, 
und  folglich , weil  nach  §.  6.  bekanntlich 


ist: 


<3=  (?(*»-£) 

0 = — G (r  — R)  cos  <3> , 


also 

— G(r — ß)=0scc<2>  , 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 

Zmr*  0 
— i — = ü~  sec<P. 

Offenbar  ist  aber  auch  in  diesem  Falle 


<K- 


to  +2  *. 


also 

cos(P  = sin(o,  sec<P—  cosecio: 

folglich 

Änrs  0 
— E~  = ^cosecca. 

Wenn  die  Kräfte  — G und  + G beide  oberhalb  der  Dre 
hungsaxe  wirken,  so  ergiebt  sich  aus  der  oben  bewiesenen  all- 
gemeinen Gleichung 
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Q*tp 

Xrrtr'1 . rr^  = £prco8tp  — 2gRcos<P£m 
leicht  die  Gleichung 

r3a(<I>+;i) 

L - ß a — =—tycos(  <&  + *), 


d i.  die  Gleichung 


, a*<p  Ä 

L =2//cos«>( 


und  da  nun  nach  dem  Obigen 


02d> 

AW2.  -0^-  = G(rcos<p  — RcoaQ) 


ist,  «o  erhält  mau  durch  Division 


A;«r2  C(rcos<p — RcosQ) 

L ’lycosO 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle 


q>~0 , cosy  = cog(Z>; 


£mr 2 G(r — R) 

L ig 


Feinet  ist  aber 


m 

Xf—RcoaO , jr,  —rcostp = rcos  d> ; 

M» 

Ai  — fi  = — (r  — Ä)cosd> , 
und  folglich , weil  nach  §.  6.  bekanntlich 

S=G(A,-r") 

ist: 

0 — — G (r — R)  cos  <X> , 


G(r — W)= — 0secd>. 
Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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Zmr1 

L 


? sectP. 


Offenbar  ist  aber  in  diesem  Falle 


<I>~  Q)  rj-  7t, 


also 


cos<P  = — sin  ca,  see(D  = — cosecco; 


folglich 


i’mr2  © 


L ~ 27  sc 

Hiernach  haben  wir  also  die  völlig  'allgemein  gültige  Gleichung 
£mr%  (5 


L 2c, 


cosec  ca. 


aus  welcher 


L=‘l,jZmr*_ 

©cosecco 

folgt.  Dass  diese  Gleichung  nur  mit  desto  grösserer  Genauigkeit 
richtig  ist,  je  kleiner  der  Winkel  ca  ist,  versteht  sich  nach  dem 
Obigen  von  selbst. 

Bezeichnet  man  die  Gewichte  der  Massen 


m , ui] , Jfl-a , m3  , m4 


respective  durch 


CB,  ©,,  (52»  ©3, 


®4 


so  ist  offenbar 


2g£mr*=  Zffir2, 


und  folglich 


£®r2 

©cosecco 


Der  Zlihler  £(5t%  dieses  Bruchs  ist  bekanntlich  das  in  Bezug 
auf  die  zum  Grunde  geleate  Drebunasaxe  genommene  Trägheits- 
moment des  Schiffs,  und  der  Nenner  ©cosecco  ist  die  durch  sincn 
dividirte  Stabilität  des  Schiffs  in  Bezug  auf  dieselbe  Drehunsjs- 
axe.  Man  erhalt  also  die  Länge  des  dem  Schiffe  isochronen  ein- 
fachen Pendels , wenn  mau  das  Trägheitsmoment  des  Schiffs  io 
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Bezug  auf  die  angenommene  Drehungsaxe  durch  .seine  mit  der 
C-osecante  des  Winkels  m nmltiplicirtc  Stabilität  in  Bezug  auf  die- 
selbe Drehungsaxe  dividirt.  Dass  das  Product  0cosec<o  von  dem 
Drebungswinkel  m bei  unendlich  kleinen  Drehungswinkeln  ganz 
unabhängig  ist,  geht  aus  dem  aus  dem  Obigen  bekannten  Aus- 
drucke der  Stabilität  in  diesem  Falle  unmittelbar  hervor.  Dass 
man  bei  wirklichen  Anwendungen  der  obigen  Formel  in  der  Praxis 
die  horizontale  Drehungsaxe  durch  den  Schwerpunkt  des  Schiffs 
legen  muss,  bedarf  nach  den  in  §.  5.  angestcllten  allgemeinen  Be- 
trachtungen kaum  noch  einer  besonderen  Bemerkung,  (ianz  auf 
dieselbe  Art  wie  vorher  ausgedrückt,  findel  sich  der  obige  Satz 
in  Euler’s  Scientia  oavalis.  T.  I.  Petropoli.  1740.  4°. 
Propositio  21.  Coroll.  1.  p.  5)6.,  wo  Euler  sagt:  „Longi- 
tudo  ergo  penduli  isochroni  aequatur  momento  iner- 
tiae  figurae  respectuaxisgyrationisdiviso  per  stabili- 
t*a  t eni  fi  g u rae  res  pec  t u eiusuemaxis,  p r out  qu  idem  sta- 
bilitatem  exprimereconstituiinus.  Euler’s  theoretische  Dar- 
stellung lässt  aber  Vieles  zu  wünschen  (ihrig,  und  man  muss  sich, 
mit  Rücksicht  auf  die  oben  in  §.  9.  Anmerkung,  gemachten  Bemer- 
kungen, an  Euler's  Begriff  der  Stabilität  und  die  Form,  unter 
welcher  er  und  die  meisten  älteren  Schriftsteller  dieselbe  darstel- 
len, erinnern,  wenn  man  die  völlige  Uebereinstimmung  seines 
Satzes,  der  sich  auch  ohne  Beweis  in  seiner  Theorie  complete 
de  la  constructiou  et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux. 
Nouvelle  edition.  Paris  1776.  8.  p.  63.  findet,  erkennen  will. 

Bezeichnen  wir  die  Schwingunsszeit  des  dem  Schiffe  isochro- 
nen einfachen  Pendels  von  der  Länge  L durch  CC,  so  ist  bekannt- 
Kcb  nach  den  Lehren  der  Mechanik , wenn  £ die  Elongation  be- 
zeichnet . 


Ist  aber  wie  im  vorliegenden  Falle  c unendlich  klein,  so  kann 
man  näherungsweise 


*=*Vsr 


setzen;  und  fuhrt  man  nun  für  L seinen  obigen  Ausdruck  ein, 
<o  erhält  man  zur  Berechnung  von  C die  Formel 


1 = 


Af-j 


2,'lBr2 


coseccö 
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mittelst  welcher  man  sogleich  die  Oscillationszeit  des  Schiffes 
findet. 

Um  den  Werth  der  im  Vorhergehenden  angestellten  Unter 
suchungen  für  die  Praxis , welchen  man,  ungeachtet  der  jedenfalls 
sehr  grossen  Wichtigkeit  und  des  grossen  Interesses  derselben, 
doch  auch  zu  überschätzen  sich  hüten  muss,  ohne  auf  weitläufige 
Erörterungen  mich  für  jetzt  eiulassen  zu  können , in  möglichst 
helles  Licht  zu  setzen , will  ich  diese  Abhandlung  mit  den  folgen- 
den Worten  Euler's  (Theorie  coinplete  de  la  c onstruction 
et  de  la  manoeuvre  des  vaisseaux.  p.  65.)  schliessen: 

„Lorsque  la  mer  se  trouve  dans  une  gründe  agitation,  on 
comprend  aisdment  que  les  mouvemens  de  roulis  et  de  tangage 
en  doivent  souffrir  des  alterations  tres  eousiderables , les  vagues 
etant  seules  capables,  de  produire  un  balancement  dans  le  vais- 
seau , quand  meine  il  n’auroit  pas  ete  incline  par  rpielque  autre 
force.  Ur,  pour  determiner  les  mouvemens  qui  seront  imprimet 
alors  au  vaisseau,  la  theorie  nous  abandonne  entierement,  parce- 
que  nous  igunrons  encore  absoluinent  les  loix  selon  lesquellcs  une 
eau  agitee  pousse  les  corps  qui  y nagent , et  qu'ainsi  la  formule 
trouvee  ci-dessus  pour  la  stabilite,  ne  sauroit  jilus  avoir  lieu ; ii 
en  est  de  meme  de  celle  pour  la  longueur  du  pendule  isochrone, 
qui  devient  entierement  fausse.  L’experience  ne  nous  permet  pa 
de  douter  que  les  forces  qu’une  mer  troublee  par  des  vague 
excrce  sur  le  vaisseau,  ne  soient  tout  ä-fait  differentes  de  celles 
qu'on  observe  dans  une  eau  calme.  On  a meme  remarque  que 
lorsqu’un  vaisseau  est  porte  en  haut  par  les  vagues,  il  s’ eiere 
par  un  mouvement  aceelere,  et  qu’il  retombe  par  un  mouvement 
retarde;  ce  qui  paroit  directement  oppose  aux  principes  regussat 
I action  des  eaux.“ 


Anmerkung. 

Im  Obigen  i«t  an  einigen  Stellen  (z.  U.  S.20.  und  S.  97.)  da«  amge- 
zeichncte  Werk  von  Chapman:  ,.Trnite  de  la  con  »trurtion  do 
vaiaaeaux“  angeführt  und  die  auf  «einem  Titel  stehende  Jnhnabl  1*39 
angegeben  worden.  Inh  bemerke  aber,  das»  die*e»  Werk  weit  »Iw 
and  der  «cbon  im  Jahre  1781  zu  Brest  erschienenen  französischen  l'rbrr- 
«etzung  nur  ein  neuer  Titel  vorgedruckt  worden  i«t.  Eine  neue  Anagftb« 
dieser  Uebersetzung  i*t  die  oben  angeführte  vom  Jahre  1839  nicht. 
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II. 


lieber  das  Integral 


r 


/lre9t).e~”9fdv 


Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

tuntand  der  höheren  Bürgerschule  zu  Kttenheim. 


Wir  wollen  bei  diesem  Integral  voraussetzen,  dass  fXre'P') 
iooerhalb  der  Grenzen  0 und  2jt  fiir  so  wie  innerhalb  bestimm- 
ter G ranzen  für  r kontinuirlich  sei;  dass  ferner  f(re<ft)  an  den 
Gräuzen  <p=0,  <p  = '2x  den  gleichen  Werth  annehme  und  endlich 
dass 

f\ref()=if)(r,<p)  + i%(r,cp). 

Setzen  wir  nun 


so  ist  ofenbar 


r 


f(rc?i)e-™<fi  d<p=K 


d"K 

Sr" 


=/* 


/ln)(ref>)Scp , 


yorauszesetzt , dass  die  Diflferentialquotienten  ffret') , ....  /W(reT') 
innerhalb  der  gleichen  Gränzen,  wie  oben,  nicht  unendlich  werden 
Da 


m ist  auch 
Hobsi 


f(refi)=p(r,p)  + ix(r,<p), 

M (ref*)  = ■ e-ni‘ ; 

f n) (re‘ff)—i)>l(r,<p^  f ixi(r,<p), 

. ( ■■  ^"P(r,g>)  . ßoyfr.c») 

Vifa1?) — — — . cosnö  + — g--—  sinne. 


8aV(r,q>)  . , 8"r(r,ip) 

Zi(r»W — fr;  sinn  0 H — -cosnö; 


»d  da  tKr.qp),  % (r,<p)  für  cp=0, 
fingen,  so  werden  auch  p,  (r,<p) , 
hen  Werthe  haben.  Nun  ist 


9 = 2?t  die  gleichen  Werthe  er 
ZifcT)  für  <p— 0,  <p  — 2w  diesel- 
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0.  /<■>  (ref1) 
dtp 


=r<"/'/Wi>(re?'). 


/*» 

p?'  /T»+ 1 )(ref  *)öcp — /!■'  (re°)  — ft-n>(reiT,i)  =0 ; 


<1.  i. 


O 


1 ) (rp?')c<j) =0 , 


wenn  auch  /t't'lfre?*)  innerhalb  der  bestimmten  Gränzen  endlich 
bleibt.  Aber  • 


gfif  nl  l )(ref')  ~ 


3 yW(re»i) 
er 


also 


th/Wfre»  0 
Sr 


0g>  = 


/ln)  (rc?i)  oqs 

”07 


= 0, 


d.  i. 

>Z,T 

f^(re'ff)d<p  = C . 


Liegt  der 
Gränzen  von  r 

Werth  r = 0 innerhalb  der  mehrfach 
, so  findet  man  leicht 

C—  2*/t«)(0), 

also 

d.  h. 

oder  endlich 

j firef1)  e~nfi  dep  - , J3  < > 

. , er'-1* 

indem  < 

•••■  -g—  alle  Null  sind  für  r=0. 

U 


genannten 


Dieser  Werth  hat  also  Statt,  wenn  /freff*)  folgende  ßedinguu- 
gen  erfüllt : 

a)  dass  f(re9') , f(reft),..../^n\reft)  alle  endlich  bleiben  inner- 
halb bestimmter  Gränzen  von  r,  und  dass  0 zwischen  diesen  Grän- 
zen liegt; 

b)  dass  f(reTi)  und  also  auch  seine  Differentialqnotienten  pe- 
riodisch in  Bezug  auf  cp  seien , und  der  Umfang  eiDer  Periode 
2n:  sei.  (M.  s.  Journal  de  Math,  par  J.  Liouviile.  Avril 
1846.). 


Digitized  by  Google 


121 


m. 

Beiträge  zur  höheren  JLehre  von  den 
Logarithmen- 

Von 

Herrn  Dr.  Wilh.  Matzka, 

«Html.  Prof,  der  Mathematik  an  der  b.  k.  Universität  zu  Prag. 

(Vorgelesen  in  den  Versammlungen  der  Section  der  künigl.  bohm. 
(ieseBscbaft  d.  Wissenschaften  zu  Prag  für  Philosophie  und  reine 
Mathematik  am  8.  März,  5.  und  17.  April  185U.) 


In  dem  Begriffe  und  der  auf  ihn  gegründeten  Lehre  von  den 
Lnaarithmen , so  wie  auch  in  dem  Geschichtlichen  und  Literari- 
schen derselben , dürfte  noch  manches  Interessante  und  Wissens- 
*frtk«  beizubringen  sein.  Davon  sollen  die  nachfolgenden  zwei 
‘Mitiitte  einen  Beleg  geben. 


Erster  Abschnitt. 

Betrachtung  der  bisher  gegebenen  Begriffe  der 
Logarithmen,  und  Aufstellung  eines  neuen. 

Bisher  wurden  im  Wesentlichen  folgende  vier  Begriffe  von 
**  Logarithmen  aufgestellt : 

. L der  von  dem  eigentlichen  Entdecker  der  Logarithmen, 
Ja'B  Neper,  ursprünglich  gegebene; 

-•  der  von  Jobst  Byrg,  dem  gleichzeitigen  Entdecker  der 
•^riüimen,  gebrauchte; 

der  von  Johann  Kepler  verwendete; 

Tbtil  XV.  y 
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4.  der  gegenwärtig  seit  Euler  in  den  Lehrgebäuden  der 
Algebra  übliche. 

Ihnen  füge  ich  noch  bei 

5.  einen  neuen,  von  mir  selbst  erdachten,  ln  mancherlei 
Beziehung,  vornehmlich  für  den  Elementar-Unterricht,  mit  gros- 
sem Vortheil  verwendbaren  Begriff. 


A. 

Nepers  Erklärung  der  Logarithmen, 
durch  gleichzeitig  angemessen  stetig  veränderliche  Grössen. 

1. 

Neper*)  veröffentlichte  im  Jahre  1614  die  Lehre  der  vod 
ihm  entdeckten  Logarithmen  in  folgender  lesenswürdigen,  jetzt 
aber  schon  sehr  seltenen  Schrift:**) 

IMiriliei  Logarithmorum  Canonis  descriptio,  Ejusque  usus. 
in  utraque  Trigonometrie : ut  etiam  in  omni  Logistica  Mathema- 
tiea,  Aniplissinii , Facilliiui  et  exncditissimi  explicatio.  Authore 
ac  Inventore,  Joanne  Nepe.ro,  Barone  Alerchistonii,  etc.  Scoto. 
Edinburgh  Ex  olllicina  Amlreae  Hart  Bibliopolae,  1614.  4min. 
Text  64,  logarithmische  Tafeln  60  Seiten.***) 

Auf  Seite  1—4  giebt  er  von  seinen  Logarithmen  die  nach- 
stehende, äusserst  scharfsinnige  phoronomische  Erklärung,  die 
ich  hier  wortgetreu  mittbeile. 

Caput  I.  I>e  definitionibus. 

1.  De finitio.  Linea  aequaliter  crescere  dicitur, 
quum  punctus,  cam  describens,  aequalibus  momentis  per  aequalia 
intervaila  progreditur. 


*)  Eigentlich  John  Kapier  oder  Nepair,  Lord,  Itaron  von  Mer- 
chiston,  ein  Schotte,  geh.  1550,  gest.  ItilH. 

**)  ich  benützte  das  in  der  Hihliuthek  des  k.  k.  Bombardier  Corps 
7.n  Wien  rorliniidt-nc,  aus  dem  Nachlass  weil.  Jos.  ilantschl's,  Prof, 
der  hüll.  Math,  am  Wiener  k k.  polytech.  Institute,  erstandene  Exemplar. 

***)  Davon  erschien  im  Jahre  1619  sowohl  ein  blosser  Abdruck  xo 
Lyon,  als  auch  eine  von  Xeper's  Sohn  Hubert  besorgte  neue  Ausgabe 
mit  einigen  nachgelassenen  Werken,  darunter  als  liichrr  gehörig: 

I'rimo,  Miriflci  ipsius  canonis  constructio,  et  Logarithmorum 
ad  naturales  ipsorum  niimcros  habitudincs ; 

Secundo,  Appendix  de  alia,  caquo  pracstantiore  Logarithmorum 
specie  construenda. 

Im  Jahre  1620  endlich  wurden  anch  diese  nachgelassenen  Werke  za 
Lyon  nachgedruckt. 

Von  diesen  Nachlässen  ist  mir  jedoch  nichts  in  die  Hände  gekommen. 
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Sit  (Taf.  III.  Fig.  I.)  punctus  A,  a quo  ducenda  est  linea 
Sin  alterius  puncti,  qui  sit  B.  Fluat  ergo  primo  moniciito  B 
A in  C,  secuudo  momento  a V in  I),  tertio  momento  a 
0 in  E,  atque  ita  deinceps  in  infinittim  describendo  lincam 

ACDEF interrallis  AC,  CD,  DE,  EF , et  caeteris 

dduceps  aequalibus,  ct  monieutis  aequalibus  descriptis.  Dice- 
toi  haec  linea,  per  definitionem  superius  traditam,  aequaliter 
cnscere. 

CotoI l ar i um.  Unde  hoc  increinento  quantitatcs  aequi- 
differentes  teinporibus  aequidiffcrentibus  produci 
est  necesse. 

Ct  in  superiori  schematc  unico  momento  ß ab  A in  C,  et 
triban  inomentis  ab  A in  E progressuin  est ; sic  sex  inomentis  ab 
J in  //,  et  octo  inomentis  ab  A in  K.  Sunt  autera  illorum  nio- 
iratorum  unius  et  trium,  et  horum  sex  et  octo  differentiae  aequa- 
b».  scilicet  duorum.  Sic  etiam  erunt  quantitatum  illarum  AC 
rt  AE,  et  harum  AH  et  AK  differentiae  CE  et  HK  aequales, 
-«luklilferentes  ergo,  ut  supra. 

2.  Definilio.  Linea  proportionaliter  in  breviorem 
decrencere  dicitur,  qnum  punctus  eam  transcurrens,  aequali- 
bn*  inomentis,  segmenta  abscimlit,  ejusdem  continuo  rationia 
ad  lineas  a quibus  abscinduntar. 

Fiempli  gr.  Sit  (Taf.  III.  Fig.  2.)  linea  sinus  totius,  au, 
proporttAnal i te r minueuda.  Sit  punctus,  transcursu  suo  eam  mi- 
nuens,  p-,  8it  deniquc  ratio  segmeutorum  singulorum  ad  lineas,  a 
q uibns  abscinduntur,  ut  QR  ad  QS.  .Qua  ergo  ratione  secatur 

in  R,  eadem  ratione  (per  10.  0 Gucl.)  secetur  au  in  y.  Atque 
slc  ß,  transcurrens  ab  a in  y , prituo  momento  ab  au  absciudat  ay, 
'dict»  linea  seil  sinu  yu.  Ab  hau  autem  yu  procedens  ß secuudo 
“'«neutu  abscindat  simile  segmentuni  quäle  est  QR  ad  QS,  quod 
relicto  sinu  6o>.  A quo  proinde  tertio  momento  abscin- 
™ ß »imilt  ratione  segmentnm  de,  relicto  sinu  eu , ... ; et  ita  dein- 

“P*  in  infinit  um.  Dito  itaque,  hie  sinus  totius  lineain  au pro- 

(srtitnaliter  decrescere  io  sinum  rju,  aut  iu  aliuni  quemvis  nlti- 
i»  quo  sistit  ß;  et  sk  in  aliis. 

Loroll.  Unde  hoc  aequalibus  inomentis  decremento,  ejus- 
'*■  etiam  rationis  proportionales  lineas  relinqui,  est 

fdcrsse. 

0«ae  enim  superius  est  continua  propnrtio  sinuuin  minuen- 
durum 


au,  yu,  du,  eu,  iu,  iju,  .... 

‘‘t*  sagRientorum  ab  eis  abscissorum 

ay,  yd,  de,  t£,  jji,  .... 

'idem  erit  necessario  etiam  sinuum  relictorum  proportio , »ciliret ' 

W>* 


Digitized  by  Google 


124 


yo>,  Sco,  tm,  f<u,  r/io,  tat,  .... 
ut  ex  19.  prop.  5.,  et  lt.  prop.  7.  Euclidis  patet. 


Er  verhält  sich  nemlich 

SQ:  RQ:SR  = ato:ya>:ay 
= ya):d»:yd 
=6a:  tw.öi 
= tu:  JtuitJ 
u.  s.  f. 

4.  Defin.  Synchroni  motus  sunt,  qui  simul  et  eodem 
tempore  Gunt. 

Ut  in  superioribus  (Taf.  III.  Fit».  1.  und2.)esto,  quod  R movea* 
tur  ab  A in  C,  eodem  tempore  quo  ß movetur  ab  o in  y;  dicen- 
tur  rectae  AC  et  ay  synchrono  motu  describi. 

5.  Defin.  Quum  quolibet  motu  et  tardior  et  velocior  dari 
possit,  scquctur  necessario,  cuique  motui  a eq ui vel ocem 
(quem  nec  tardiorem  ncc  vclociorem  deGnimus)  dari  posse. 

6.  Defin.  Logarithmus  ergo  cujusque  siuus  est  nume- 
rus  quam  proxime  deGniens  lineam , quae  acqualiter  crevit  interea 
dum  sinus  totius  linea  proportionaler  in  siimm  illum  decrevit. 
existente  utroque  motu  synchrono,  atque  initio  aequi- 
vcloce. 

Ex.  gr.  Hepetantur  ambo  superiora  Schemata  (Taf.  III.  Pie.  1. 
und  2.)  et  moveatur  B semper  et  ubique  eadem  seu  aequali  veloci- 
tate  qua  coepit  moveri  ß initio  quum  est  in  a.  Deinde  p r imo 
inomento  procedat  ß ab  A in  C,  et  eodem  mnmento  procedat  ß 
ab  a in  y proportionaliter:  erit  numerus  deGniens  AC  logarithmos 
liueae  seu  sinus  yto.  Tum  secundo  momento  promoveatur  B i 
C in  D,  et  eodem  momento  promoveatur  proportionaliter  ß a y in 

<S : erit  numerus  deGniens  AD  logarithmus  sinus  dn ; et  ita  in 

inGnitum. 

Coroll.  Undc  sinus  totius  10000000  nullum  seu  0 est 
logarithmus:  et  per  conscquens  numeroruin  majorum  sinu 
toto  logarithmi  sunt  nihilo  m i n o res. 


Itaque  logarithmos  sinuum  qui  semper  majores  nihilo  sunt, 
abundantes  vocamus,  et  hoc  signo  +,  aut  niillo  praenotamus 
Logarithmos  autem  minores  nihilo  defectivos  vocamus,  praeno- 
tantes  eis  hoc  signum  — . 

Ad mnnitio.  Erat  quidem  initio  liberum,  cuilibet  sinui, 
Alt  quantitati  nullum  seu  0 pro  logarithmo  attribuisse:  sed 
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praestat  id  prae  caeteris  sinui  toti  at'cani m «dassv:  ne 

uiijtiaiu  in  posteruni  vel  minimal»  molestiuru  parturiret  nobis  ad- 
iitio  et  subtructio  ejus  logarithmi,  in  omni  ealculo  frequentissimi. 

Caeterum  etiam  quia  shiuum  ct  numerorum  sinu  toto  minorum 
frequentier  est  usus : eorum  igitnr  I ogari  tbinos  abundantes 
niraus:  aliorum  ver«  defectivos,  etsi  contra  feeisse  initio 
liberum  erat. 

Auf  diese  Erklärung  gründet  Neper  seine  Lehre  von  den 
fccgarithmeo,  aus  der  ich  die  folgenden  auf  Seite  5.  und  6.  a.  a. 
t).  stehenden  Lehrsätze  hervorhebe. 


Caput  II.  De  logarithmoruiu  prop osi tio nib  us. 

Propos.  ].  Proportionalium  numerorum  aut  quan- 
litatum  aequidifferentes  sunt  logarithmi. 

Propot.  4.  Es  quatuor  proportionalium  logarith- 
mii  aggregatum  secundi  et  tertii  minutuin  primo 
aequatur  quarto. 

Propos.  5.  Ex  trium  proportionalium  logarithmis 
dupluiu  secundi  seu  medii  aequatur  aggregato  extre- 
Bornm. 


2. 

Analytische  Interpretation  dieser  Erklärung. 

»Die  Erklärung , welche  Neper  von  den  Logarithmen  giebt, 
ist  merkwürdig  “ , safet  Klügel  (Math.  VVörterb.  T.  III.  p.  634., 
"■  Ui);  weswegen,  erwähnt  er  jedoch  nicht.  So  weit  mir  be- 
WMt,  bat  weder  er,  noch  jemand  Anderer  vor  mir  den  Einfall 
pEbt,  in  dieser  Erklärung  die  dynamisch- geometrischen  oder 

phoromischen  Bilder,  die  sie  benützt,  von  der  Seite  zu  be- 
achten, dass  inan  an  ihnen  die  stetige  Veränderlichkeit  entweder 
dreier  Grössen  mit  einander,  von  deren  einer  die  beiden  ande- 
ren abhängen,  oder  auch  die  stetige  Veränderlichkeit  nur  zweier 
wrammenhängender  Grössen  erkennt,  von  denen  die  eine  der 
bogarithmand , die  andere  der  Logarithme  ist. 

I)  Betrachtung  dreier  zusammengehöriger  Verän- 
derlichen. 

Neper  lässt  mit  der  stetig  veränderlichen  Zeit  T zwei  Weg- 
erecken X,  }',  also  verallgemeinert  ausgesprochen:  mit  einer  ste- 
tisen  Veränderlichen  T zwei  von  ihr  abhängig  veränderliche 
Müssen  A,  V,  zugleich;  dabei  jede  der  drei  Veränderlichen  ste- 
hg  und  in  beständigem  Sinn  sich  verändern,  d.  h.  entweder  fort- 
während wachsen  oder  fortwährend  abnehmen,  nie  aber  bald  wach« 
s«  bald  abnehmen;  und  zwar  die  Grundveränderliche  T und  die 
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eine  abhängig  Veränderliche  A',  gleichförmig  (aequaliter) — i 
gleiche  Unterschiede  — die  andere  abhängig  Veränderlich« 
aber  gleich  massig  ( proportionaliter ) — in  gleichem  Mas 
oder  Verhältnisse. 

Betrachtet  mau  nemlich  von  der  Grund  veränderlichen  7’  av 
Paar  Werthe 


V,  T"  und  1\,  72, 

dazu  von  der  ersten  abhängig  Veränderlichen  X die  entsprecht 
den  zwei  Paar  Werthe 


A"',  X"  und  A, , A2, 

so  nie  von  der  zweiten  abhängig  Veränderlichen  Y die  entspi 
eilenden  zwei  Paar  Werthe 

Y',  Y"  und  , Yt; 

so  sollen,  so  oft  die  Unterschiede 

T — V und  Ty  - T2 

gleich  sind,  auch  einerseits  die  Unterschiede 
A'— A"  und  X,  - A2 
und  andererseits  die  Verhältnisse 


Y'-.Y"  und  YxiY% 
gleich  sein;  nemlich  so  oft 

T- T"=Ty  - Tt 
ist,  so  soll  auch  einerseits 

X‘  — X"  = Xy  — X.t 

und  andererseits 


Y‘:  Y"=  Yy : Y2 

sein. 


2)  Betrachtung  zweier  zusammengehöriger  Veräi 
d erlichen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  "die  Betrachtung  der  llilfsverändq 
liehen  T auch  entbehrt,  und  Nepers  Begriff  von  den  I,ogarii| 
men  kürzer  nie  folgt  dargestellt  werden  kann. 

Seien  A’  und  )'  zwei  gleichzeitig  veränderliche  Grössen,  dl 
sich  stets  io  einerlei  Sinn  abänderu,  fortwährend  wachsen  o«lj 
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fortwährend  abnehmen,  nicht  aber  ball)  wachsen  bald  abnehmen, 
und  zwar  dermassen,  dass  während  die  eine  Veränderliche  X 
gleichförmig  — um  gleich  viel,  um  gleiche  Unterschiede  — 
fiel)  ändert,  die  andere  Veränderliche  h gleich  massig  (ver- 
hUtnissgleich)  — in  gleichen  Verhältnissen  — sich  ändere. 

Sei  nemlich 


(in  Paar  und 


Ä\  X" 


X , . Aa 

ein  anderes  Paar  Werthe  der  Veränderlichen  X,  und  dazu 

F',  F" 

du  dem  ersten  Paare,  und 

Yi,  F, 

das  dem  zweiten  Paare  zugehörige  Paar  Werthe  der  anderen  Ver- 
änderlichen Y;  so  soll,  so  oft 

A-A'^Aj-Aj 

< 

Y':  F*  = Yl  :Yi 


Mk* 

Hierauf  stützt  nun  Neper  die  Erklärung : Jene  gleich- 
förmig veränderliche  Grösse  A heisst  der  Logarit hme 
dieser  gleich-massig  veränderlichen  F;  so  wie  auch  jeder 
Werth  von  X der  Logarithrae  des  zugehörigen  Werthes  von  F. 


3. 

Fortsetzung.  Messung  der  zusammengehörigen 
Veränderliche  n. 

Wenn  nun  auch  das  Wort  aprtytog  eigentlich  eine  Zahl  be- 
deutet, so  können  gleichwohl  für  einen  allgemeinsten  Begriff  der 
l<ogarUhtnen  die  Veränderlichen  T,  X,  )'  für  ganz  u n gerne s- 
seoe  stetige  Grössen  (Dinge)  angesehen  werden.  Allein  da 
diese  Verallgemeinerung  lediglich  für  die  Theorie,  nicht  aber  für 
die  Rechnung  mit  Logarithmen  von  wesentlichem  Vortbeil  ist; 
so  bleibt  es  rathsam,  diese  Veränderlichen  als  gemessene  und 
durch  Zahlen  ausgedrückte  Grössen,  oder  vielmehr  selbst  als 
stetige  Zahlen,  zu  betrachten.  Neper  stellt  sie.  nach  dem 
Gebrauche  seiner  Zeit,  insgesammt  durch  ganze  Zahlen  dar. 
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und  insbesondere  die  Messeinheit  durch  eine  dekadische  Einheit, 
d.  i.  durch  eine  Potenz  von  10,  namentlich  die  Messeinheit  der 
F durch  10000000=  107. 


4. 

Fortsetzung.  Nepcr's  Grundbeinessung  der  Loga- 
rithmen. 

Sind  nun  was  immer  für  zwei  Paar  Werthe  einer  veränderli- 
chen Grösse  Y,  nemlich  die  Paare  V',  Y"  und  F, , Fa  verhält- 
nissgleich  (proportional) 

Y‘.  Y"=Yl:  Fs; 

und  sind  die  zwei  Paar  Werthe  der  zugehörigen  veränderlichen 
Grösse  X,  nemlich  die  Paare  X' , X"  und  Xlt  X2  gleichunter- 
schieden (äquidifferent), 

X‘-X"—Xl—  Xti 

so  ist,  nach  Neper’s  Erklärung,  jeder  dieser  Werthe  von  X ein 
Logarithme  des  ihm  angehörigen  Werthes  von  F,  nemlich,  wo- 
fern man  diese  Logarithmen  durch  Lqg  andeutet, 

X‘=Logr,  A'"=LogF",  .... 

Da  hiernach  mit  der  Quotienten  - oder  Verhältnisglei- 
chung (Proportion)  durchaus  gleichartiger  Grössen 

F':F"=  F,:F, 

die  Unte;rschiedsgleichung  ihrer  Logarithmen 

Log  Y— Log  F"=Log  F,  — Log  F„ 

verbunden  ist;  so  kann  man  dieselbe  Erklärung  auch  durch  den 
Grundlebrsatz  aussprechen: 

Wenn  zwei  Paar  durchweg  gleichartige  Grössen 
proportional  sind,  so  sind  ihre  Logarithmen  gleich- 
unterschieden. (Vergl.  oben  Cap.  II.  prop.  1.) 

Neper  bemass  demnach  seine  Logarithmen  derge- 
stalt, dass  so  oft  zwei  Paar  Grössen  eine  Proportion  biliieB, 
die  ihnen  zugehörigen  Logarithmen  (in  der  nernlichen  Ordnung 
von  einander  abgezogen)  gleiche  Unterschiede  geben. 

Wo  daher  Theilung  durch  eine  Grösse  stattlindet,  da 
muss  Abziehung  ihres  Logarithmen  eintreten. 

Da  in  einer  Proportion,  deren  Glieder  insgesannnt  gleichartig 
sind , das  Product  der  äusseren  Glieder  jenem  der  inneren  dann 
gleich  ist,  wenn  diese  Glieder  lauter  Zahlen  sind;  so  erhält 
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ruau.  wenn  man  diese  Bedingungen  hier  gelten  lässt,  einerseits 
die  Productengleichung  von  Zahlen 

YY\=Y"Yl, 

und  andererseits  die  Summengleichung  von  Logarithmen 

Log  F'  + Log  F2=Log  Y"  + Log  Yt . 

Neper  bemass  daher  seine  Logarithmen  auch  so, 
dass  so  oft  irgend  zwei  Paar  Zahlen,  mit  einander  raultiplicirt, 
7» ei  gleiche  Producte  geben,  auch  ihre  Logarithmen  paarweis 
addirt  ^ zwei  gleiche  Summen  geben. 

Wo  demnach  M ul tip I icat ion  durch  eine  Zahl  statt  findet 
da  tritt  Addition  ihres  Logarithmen  ein. 

Da  sowohl  in  jeder  Verhältnissgleichung,  als  auch  in  jeder 
Cnterschiedsgleichung,  jedwedes  der  zwei  Paar  Glieder  durcli  die 
drei  anderen  bestimmt  ist,  so  muss  nach  den  letzten  solchen 
Gleichungen  zu  jeder  Zahl  nur  ein  bestimmter  Logarithme  ge- 
frören. Daher  müssen  zu  gleichen  Zahlen  auch  gleiche 
Logarithmen  gehören.  Und  eben  so  gilt  dies  notnwendig 
auch  umgekehrt." 

Suchen  wir  nun  die  allgemeinsten  Ausdrücke  der  Logarithmen 
von  den  Ergebnissen  der  Multiplication,  Division,  Potenzirung  und 
Wgnolziehung. 

1)  Ist 

p—ab, 

also 

p:n  — b:\  , 

« ist 

Log p - Loga = Log b - Logl , 

Log/>=Loga  + Log6 — Logl ; 

folglich 


Log(a6)=  Loga  + Log6 —Log  1 
oder  symmetrisch 

Log  (ab)  — 1 Logl  =z(Loga— Logl)  -f  (Log6 — Logl). 

Aus  Letzterem  folgt 

Log(oic)  — Logl  = (Logafi  — Logl)  -f-  Loge—  Logl 

= (Loga— Logl)  + (Log/r— Logl) -f- Loge— Logl) , 
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Log (abcd)  — Logl  = (Log alte  — Logt ) -f  (Log d — Logl) 

=(Loga — Logl)  + (Log6 — Logl)  + (Loge — Logl) 

+(Log<f— Logl); 


daher  allgemein 

Log(a6cr/...) — Logl=(Loga — Logl)+  (Log6 — Logl)-KLoge — Logl) 

+ (Logd — Logl)  -f-  .... 

und  hieraus  ergiebt  sich  für  den  Logarithmen  eines  Productes 
von  n Factoren  der  Ausdruck 


Log(af>cd...)  = Logo + Log6 -f Loge + Log<<  + ....  — (n^l)Logi . 


2)  Für  den  Quotienten 


a 

9=6 


gilt  die  Proportion 


also  ist 


und  sonach 


oder  auch 


q : 1 —a:b, 

Log  q — Logl  = Logo — Log6 , 
Logy=Loga — Log6  + Logl, 


Log  ^ = Loga— Logö  + Logl ; 
wofür  man  jedoch  symmetrisch 

Log  ^ — Logl  = (Log  a — Logl)  — • (Log6  — Logl) 
setzen  kann. 


3)  Für  die  Potenz  a” , deren  Exponent  absolut  und  ganz 

ist,  die  also  dem  nfactorigen  Producte  ana gleichgilt,  ist 

sonach 


Log(a")  — Logl  = n(Loga — Logl) 


und  hieraus 


Log(«n) = «Logo — (n— 1)  Logl . 
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4)  Zur  Potenz  a~n  mit  negativem  ganzen  Exponenten,  die 

daher  = - ist , findet  man 

an 

Log(a-«)  - Logl  = Log  (*n—  Logl 

=(Logl  — Logl)— (Loga“— Logl) 

oder 


Log(a-")— Logl=--n(Loga — Logl);  ■ 

fotelich  gilt  einerlei  Bestimmungsweise,  wie  auch  die  Potenz- 
opooenten  algebraisch  bezogen  sein  mögen. 


5)  Zur  Wurzel  V«=t,  bei  der  also  a=rm  ist  und  m po- 
sitiv oder  negativ  ganz  sein  kann,  findet  man 

Loga  — Logl  = Log(rm)  — Logl 
= rn(Logr — Logt), 

daher  ist 

LogVo-Logl-t^1^-1 

aod 


. m Log a . , , 1 , . 

Log  V«  =~~  + (l  ~ ■ 


6)  Zur  Potenz  am , welche  der  Wurzel  Va“  gleichgilt,  fin- 
det man 


Log(am)  — Logl = Log  Va”  — Logt 

Log(a") — Logl  _ n (Loga  — Logl)  _ 


also 


Log(am)  — Log  1 = — (Loga— Logl) . 


Ulithin  gilt  die  oben  erkannte  Bestimmungsweise  lur  jeden 
rationalen  Exponenten. 

Aus  allen  diesen  Ausdrücken  erhellet  nun,  dass  in  ihnen 
durchweg  der  Logl  ein  lästiger  Begleiter  ist. 
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Am  bequemsten  für  das  logarithmische  Rechnen  ist  es , mit 
Neper  der  Messeinheit  der  Wege  und  Geschwindigkeiten  die  Null 
zum  Logarithmen  zu  geben.  (Cap.  I.  Admonitio).  Allein  heut  zu 
Tage  pflegt  man  die  Messeinheit  von  Grössen  nicht  mehr  wie 
ehedem,  wo  man  alle  Grössen  möglichst  genau  durch  ganze  Zah- 
len darstellte,  durch  eine  dekadische  Einheit,  wie  Neper  durch 
10000000,  sondern  durch  die  Stamm-Einheit,  d.  i.  durch  1,  vor- 
zustellen weil  man  auch  die  wie  immer  gebrochenen  und  selbst 
irrationalen  Zahlen  zur  Darstellung  von  Grössen  benützt.  Darum 
geben  wir  in  der  Neuzeit  der  Zahl  1 immer  die  0 zum  Logarithmen. 

Danach  leuchtet  ein,  dass  aus  den  zwei  so  eben  erwiesenen 
Sätzen  die  allbekannten  4 Hauptlehrsätze  über  die  Ausdrücke  der 
Logarithmen  von  Producten,  Quotienten,  Potenzen  und  Wurzeln 
ohne  Mühe  hergeteitet  werden  können.  Setzt  man  daher  die  Lo- 
garithmen als  schon  berechnet  voraus,  so  kann  man,  gestützt  auf 
obige  Erklärung  derselben,  das  in  den  Elementen  uer  Algebra 
gewöhnlich  allein  in  Anwendung  kommende  und  von  jenen  Haupt- 
lehrsätzen geleitete  Rechnen  mit  Logarithmen  vollständig  ab- 
handeln. 


5* 

Andere  merkwürdige  Betrachtung  der  Neper’scbeo 
Erklärung  der  Logarithmen. 

I.  Nimmt  man  bei  den  oben  nach  Neper  besehenen  zwei 
gleichzeitigen  Bewegungen  einen  beliebigen  Zeitabschnitt  für  die 
Einheit  der  Zeit  an  und  setzt,  dass  der  erstere  bewegliche 
Punkt  B in  jeder  Zeiteinheit  den  Weg  k,  der  andere  Punkt  ß 
aber  in  der  ersten  Zeiteinheit  den  Weg  x durchlaufe,  und  nimmt 
man  an,  dass  (Taf.  111.  Fig.  3.)  die  beweglichen  Punkte  nach 
Verlauf  der  Zeit  t beziehlich  in  AI  und  g,  nach  der  Zeit  < + 1 
aber  in  N und  v,  folglich,  wenn  dt  eine  unendlich  kleine  Zu- 
nahme der  Zeit  t vorstellt,  zur  Zeit  t-f-r/t  in  den  Punkten  M'  und 
(i‘  sich  befinden , von  denen  jener  zwischen  AI  und  N,  dieser  zwi- 
schen p und  v Hegt;  so  wird,  wenn  die  Abstände  AM  und  pu 
mit  x und  y bezeichnet  werden. 


MM‘=dx  und  pp'— — dy 

✓ 

sein.  Gestattet  man  die  Annahme,  dass  die  kurzen  Wege  MN=k 
und  pv  von  den  beweglichen  Punkten  mit  gleicher  Geschwindig- 
keit oder  gleichförmig  durchlaufen  werden,  folglich,  dass  die  zu- 
rückgelegten Wege  aen  zugehörigen  Zeiten  proportional  seien,  so 
hat  man 


MM‘:AlN=dt:l , pp‘:pv=dl:  I ; 
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oad  nach  dem  Gesetze,  welchen  der  zweite  Punkt  bei  seiner  Be- 
wegung gehorcht  (2.  Def.  Coroll.): 

j»v:  fi  coxzay:  am. 

Setzt  man  noch  den  ursprünglichen  Abstand  aca  = p;  so  erhält 

au 


also 


dx:k=dl:l,  — -dy:yz=ndt:Q\ 


dx  — kdt , 


y q 

Theilt  man,  um  dt  zu  eliminiren,  jenen  Ausdruck  durch  diesen, 
so  hat  man 

dx: 

y 9 

and  hieraus  folgt 


— dy  _ x dx 

y 9 k 


Schneller  findet  man  diese  Gleichung,  wenn  man  erwägt,  dass 
bei  zwei  gleichförmigen  Bewegungen  die  während  den  nemlichen 
Seiten  zurückgelegten  Wege  "einander  (direct)  proportional  sind, 
neulich  dass 


MM' : pp'  = MSS : fiv 


oder 


dx:  — dy=k:  ftv 


sich  verhält.  Denn  theilt  man  diese  Proportion  durch  die  das 
besetz  der  Bewegung  des  zweiten  Punktes  ausdrückende 


'»der 


fiv : [ico  " ay'.aco 


»o  wird 


also 


pv:t/  = x:p. 


x 

f 

9 
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Indem  nun  Neper  dazu  noch  vermöge  seiner  Erklärung 
Log^  = a: 

setzt;  stellt  er  eigentlich  zwischen  den  zwei  zusammengehörigen 
Veränderlichen  x,  y nicht  nur  eine  Differentialgleichung  auf, 
sondern  er  integnrt  sie  auch,  indem  er  die  eine  Veränderliche 
x als  eine  eigentliche  Function  der  anderen  y detinirt  und  nach- 
her eine  Tafel  der  zusammengehörigen  Werthe  dieser  Veränder- 
lichen berechnet. 

Anmerkung.  Man  sieht  nebenbei  hieraus,  dass  Neper  nicht 
fern  davon  stand  die  Differentialrechnung  zu  entdecken. 

II.  betrachten  wir  auch  diese  Darstellung  vom  allgemeineren 
analytischen  Standpunkte,  weil  uns  dies  in  der  Folge  von  Nutzen 
sein  wird;  so  seien  zwei  stetig  veränderliche  Zahlen  x , y mit 
einander  von  einer  dritten  t abhängig,  so  zwar,  dass,  1)  wenn 
die  Werthe  t,  V um  dt,  dt!  (algebraisch)  wachsen,  auch  x,  x! 
um  dx,  dx'  wachsen,  und  y,  y'  um  dy,  dy'  auf  y\dy,  yf\dtf 
anwachsen,  und  2)  dass,  ' wenn  dt=dÜ  ist,  einerseits  auch 
dx  — dx'  und  andererseits 

y + dy=y1±dy‘  ^ ^ dy=d£ 

y y y y 

sei. 

Dann  ist  jedenfalls  dx  proportional  zu  dt,  in  Zeichen 
dx  ::dt\ 

und  cs  lässt  sich,  wenigstens  für  genügend  kleine  Werthe  von  M 
und  dy , auch  zu  dt  proportional,  d.  i. 


y 


annehmeu.  Danach  ist  auch 


dx: 


.4? 
' y 


oder 


m. 


und  sofort 


^y_  1_ 

V 


dx. 


neun  m eine  coustante  Zahl  bezeichnet. 
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Setzt  man  fdr  die  kleinsten  Zunahmen  Ax , Ay  die  entspre- 
chenden Differentiale  ilx,  dy;  so  erhält  man  — nie  oben  — die 
üleicbgestaltete  Differenzialgleichung 


^=ldx, 

t/  m 


iIä  deren  Integral  Nepers  Erklärung  die  Gleichung 
Logy—x 


hinstellt. 


Man  lege  die  Null  als  Logarithmen  der  Zahl  g bei,  man 
S«be  nemlich  x=0  zu  y—g  oder  mache  Logp  = 0.  Sei  noch 
Jy—ri  und  limr;  = 0,  so  ist 


Ay  y ' 

Ax~m-  -=  in  — • 
V Q 

Da  nun  auch 


Log  (y+Ay)=x+Ax 

ist,  so  findet  man 


Log  (1/  {-Ay)  — Lopy—Ax, 
Log(p+i?)-Log  e = m'j 
für  Im >/=0;  daher  ist  (gemäss  Art.  4.) 

Log  — Logl = m . | = Log  (1  + ^ ) — Logl . 


V 

Setzt  man  abkürzend  so  ist  auch  IimE=0,  und  daltir 

«*=  .tj)  ..Logt  _ Log(l-ft)'  — Logl , 


(■der 


m=lim  Log(l-J-f)*  — Logl. 

r~0 

Für  seine  eigenen  Logarithmen  nahm  Neper  die  Anfangs- 
seschwindigkeiten  k und  x der  beweglichen  Punkte  B und  ß zwar 
gleich  gross,  jedoch  entgegengesetzt,  also  jfc=— x an.  Danach 
*1  bei  ihm,  vreil  allgemein 

! _—x  I 
m g k 
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oder 


ist,  m — — p.  Deo  anfänglichen  Abstand  aa>—g  nahm  Neper  zur 
Längeneinheit,  setzte  ihn  also  = 10000000=  lO7 , so  dass  dem 
nach  für  ihn  m = — IO7  war. 


Folglich  ist  bei  Neper 


und  dafür 


dy I 

jT~"io7 


dx 


log.neperiamus  y—x. 

Aendert  man  aber  dies  dem  neueren  Geltrauche  gemäss  ab, 
indjem  man  diese  Längeneinheit  p — 1 setzt,  so  ist  rn  = — 1. 


B. 

Byrg’s  Erklärung  der  Logarithmen 
durch  Verknüpfung  einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reibe. 

6. 

Byrg*)  gab  im  Jahre  1620  eine  Logarithmentafel  heraus 
unter  dem  Titel: 

Arithraetifdtc  tmö  Geometrifdie  Progress  - (Cabulen,  fambt 
gciinölidjen  rnrcccidH,  rt>ic  folcbc  nütjlicb  in  aUeeley  Äecbnun: 
gen  yu  gebrauchen  unö  recffandeti  werben  fol.  ©eömcft,  öer 
2llten  ©taöt  Prag,  bei  Paul  0effen,  Oec  löblichen  Universitet 
Sucbörucfcr,  3m  3abce  iöjo. 

Diese  auf  7%  Bogen  in  Klein-Quart  gedruckte  Tafeln,  zu  de- 
nen leider  der  „gründliche  Unterricht“  fehlt,  sind  jetzt  schon 
äusserst  selten.**) 

Die  Benennung  „Logarithmus“  gebraucht  Byrg  nicht. 

Wer  von  diesen  zwei  Gelehrten,  Neper  und  Byrg,  früher 
die  Logarithmen  entdeckt  habe,  lässt  sich  nicht  mit  Sicherheit 


*)  Jobst  Horgi  oder  Justus  Byrg  wurde  geboren  im  Jahre  1552 
zu  Lichtensteig,  einer  kleinen  Stadt  in  der  Schweix,  Kanton  St.  Gallen 
an  der  Thur;  und  starb  im  Jahre  1633  zu  Cassel. 

**)  Ich  benützte  das  in  der  Bibliothek  des  k.  k.  Bombardier- Corps 
befindliche,  gleichfalls  aus  Prof.  Ilontsrhl's  Nachlass  lierstninmeude 
Exemplar. 
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entscheiden.  Für  Byrg  sprechen  folgende  Nachrichten  seiner 
Freuode  und  Verwandten. 

Erstens  äussert  sich  Kepler  (in  seiner  Tabulae  Rudolphinae, 
fol.  llraae.  1627.  Saurius.  pag.  11.  coluin.  1.  Praecepta.  Cap.  111.) 
über  ihn  wie  folgt: 

....  hoc  inquam  si  expetis : ecce  tibi  apices  logistices  antitjuae, 
«ui  praestant  hoc  longe  commodiüs:  qui  etiam  apices  logistici 
Justo  Byrgio  multis  annis  ante  editioneni  N.eperianam, 
>iam  praeiverunt,  ad  hos  ipsissimos  logaritbraos.  Etsi  liomo  cun- 
ctator  et  secretorum  suorunt  custos,  foetum  inpartn 
destit ui t,  non  ad  usus  publicos  educavit. 

Zweitens  erzählt  Montferrier  (Dictionnaire  des  Sciences 
mtbematiques.  4.  Paris.  1835.  toni.  1.,  pag.  242.)  in  seiner  Bio- 
cnphie  Byrg’s: 

Benjamin  Bram  er  ....  dans  un  ouvrage  qui  a pour  objet  la 
«ieseription  d’un  instnunent  pour  la  perspective  et  le  leve  des 
ptanH , s’exprime  ainsi:  „C'est  sur  ces  principe«  que  man  eher 

Wau-frerc  et  maitre  Juste  Byrge  a ralcule,  il  y a vingt  ans“ 
(cet  ouvrage  paraissait  k Cassel  en  1630*))  „une  belle  table  des 
ptopessions , avec  leurs  differences  de  10  en  10.  calculees  k 
it  chiffres,  qu’il  a aussi  fait  imprimer  sans  texte  ä Prague,  en 
1620;  de  sorte  que  1’invention  des  I ogari  th  nt  es  n’est 
pas  de  Neper,  mais  a etc  fait  par  Juste  Byrge  loug- 
temp»  iran t.“**) 

Sach  dieser  Aeussemng  Bramer’s  hätte  demnach  Byrg 
*««e  Logarithmentafel  entweder  im  Jahre  1602  oder  1610  be- 
rechnet, jenachdem  Br  am  er  sein  Werk  im  Jahre  1622  oder  1630 
drnclf«  lassen  hat.  Da  indessen  auch  Neper  seine  im  Jahre 
1614  hmusgegebenc  Tafel  schon  einige  Jahre  froher  berechnet 
haben  konnte;  so  lässt  sich  über  die  Priorität  der  Entdeckung  der 
Logarithmen  nicht  mit  Bestimmtheit  absprechen , sondern  man 
mus*  muthmassen , dass  Neper  und  Byrg  gleichzeitig,  jeder  für 
‘ich.  auf  selbe  verfallen  seien. 


1. 

Byrg  stellte  eine  arithmetische  und  geometrische  Keilte  der- 
totalt  zusammen , dass  gleichvielte  Glieder  von  beulen  zu  ein. 


*)  Wahrohcinlich  ist  die«  folgende«  Werk:  „Kurzer  aber  dcutlieber 
Brrirht  *oin  (Jebrauch  de*  von  Benj.  Brnmer  erfundenen  Proportional- 
Itttnunra«** ; 20  Seiten,  mit  einer  Abbildung-  den  Instrumentes  anfeinem 
bdben  Bugen.  8.  Cassel.  1Ü22.  “ (Siehe  Ho  gg  Hundb.  der  malhem. 
btrutor.  8.  Tübingen.  1830.  S.  419. 

**)  Für  die  Geschichte  der  Lehre  von  den  Logarithmen  wäre  e* 
•unchrnnwerlh , da««  jemand,  dem  da«  angeführte  Werk  von  Bram  er 
tagiagig;  ist,  die  liieher  gehörige  Stelle  wortgetreu,  so  wie  eine  genaue 
dec  Jahrzalil  des  Drucke«  diese«  Werke«  durcli  das  Archiv  ver- 
WfiHitWi  möchte. 

Theil  W.  10 


i 


Digitized  by  Google 


138 


ander  gehören,  und  erklärte  dann  jedes  Glied  der  arithmetischen 
Reihe  Tür  den  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Reihe. 

In  derselben  Weise  verfuhren  auch  mehrere  Nachfolger  Ne- 
per's.  So  sagt  schon  Vlacq*)  (ein  Zeitgenosse  Neper’s  tmd 
Briggs'): 

Logarithmi  sunt  quantitatum  continue  proportionalium  comites 
aequidifferentes. 

Später  Caspar  Schott  in  seinem  Uursus  Matbematicus.  fol. 
Ilerbipoli,  Schönwetter.  1661.  lib.  27.  pag.  589: 

Logarithmi  sunt  numeri  secundum  proportionein  arithmeticaiu 
quamcunque  continue  crescentes,  aut  aecrescentes , adjuncti  nu- 
meris  ab  unitate  inchoatis  et  secundum  proportionem  geometricam 
continue  crescentibus. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  geht  aus  jener  von  Neper 
sehr  leicht  hervor,  wenn  man,  um  sich  eine  Vorstellung  von  dem 
Gange  der  gleichzeitigen  Aenderung  der  Zahlen  und  ihrer  Loga- 
rithmen zu  verschaffen,  eine  grössere  Menge  von  Logarithmen 
um  gleiche  Unterschiede,  folglich  ihre  Zahlen  in  gleichen  Ver- 
hältnissen nach  und  nach  wachsen  lässt.  Auf  diese  Weise  erhält 
man  eine  arithmetische  Reihe  von  Logarithmen, 


X0,  •.••&%  *•••• 

und  eine,  Glied  für  Glied  zugehörige  geometrische  Reihe  ron 
Zahlen 

Jfo.  ,'/i  * y* »■>-•• 


so  dass 


Logy0 =*o>  Logy,  = x, Logy» = xm , 


st. 


Neper  selbst  bediente  sich  dieses  Vorganges,  um  die  Loga- 
rithmen zu  berechnen. 

Beide  Reihen  werden  recurrent,  jedes  Glied  aus  dem  frühe- 
ren berechnet,  die  arithmetische  der  Logarithmen  durch  fort'iäb 
rendc  Addition  des  beständigen  Unterschiedes,  die  geometrische 
der  Zahlen  durch  fortwährende  Multiplication  mit  dem  sich  gleich 
bleibenden  Quotienten. 

Da  zumeist  für  bestimmte  Zahlen  die  zugehörigen  Logarith 
men  zu  suchen  sind,  so  wird  last  immer  eine  Einschaltung 
einer  neuen  Reihe  zwischen  zwei  Gliedern  der  Hauptreibe  erfor- 
derlich sein.  Dann  ist  wieder  jedes  Glied  der  arithmetischen 
Schaltreihe  der  Logarithmus  des  eben  so  vielten  Gliedes  der  geo- 
metrischen Schaltreihe. 


*)  wo? 
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Will  man  sonach  eine  solche  Reihe  mit  allen  ihren  einschalt- 
baren  als  eine  einzige  stete  fortschreitende  Reibe  derselben  Art 
awhen;  so  muss  man  ausser  den  gan  z za  hl  i ge  n Stellenzeigern 
web  noch  gebrochene,  ja  sogar,  da  manche  Zahl  strengstens 
snommen  durch  keinerlei  solche  Einschaltung  völlig  genau , son- 
dern nur  immer  genauer  und  genauer , als  eine  fixe  Grenze  erreicht 
»erden  kann,  auch  irrationale  Stellenzeiger  zulassen. 

Sei  demnach  n ein  derartiger  allgemeiner  Stellenzeiger,  nein- 
lieh  positiv  oder  negativ,  ganz,  gebrochen  oder  irrational;  so  ist, 
*«nn  il  die  constante  Differenz  der  arithmetischen  Logarithmen- 
reibe, und  q den  beständigen  Quotienten  der  geometrischen  Zah- 
lenreihe vorstellt,  bekanntlich  ganz  allgemein 


xu=x0  + nd , 

Vn=y0q 

Für  die  Theorie  kann  man,  um  nur  ganzzahlige  Stellenzeiger 
in  erhalten,  den  Unterschied  d so  klein  und  den  Quotienten  q 
schon  selbst  ho  nahe  an  1 annehmen,  dass  jeder  Logarithme  so 
wie  jede  Zahl  zwischen  hinreichend  enge  Grenzen  zu  liegen 
komme. 

So  nahin  Neper*)  zum  Anfangsgliede  seiner  geometrischen 
Heike 


y0=z  10000000= 107, 

mm  nächstfolgenden 

,y,=  9999999 =50  — 1, 

daher  zum  Quotienten 

_ _ « . 1 , l . 

q — Oj:a0  — a0  — l:o0 — * 1 ~ jgr  ' 

lener  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  <f  = l,  und  zu 
'hrem  Ausgangsgliedc  ,ro=0.  Byrg**)  nahm  zum  Ausgangsgliede 
seiner  geometrischen  Reihe 

’ y0  = 100000000=10«, 

'um  nächst  folgenden 

5,  = 100010000, 

daher  zum  Quotienten 


V = 1B001=1  + 


1. 

10«; 


*)  Vergl.  Klügcl'«  inath.  Wörterb.  111,  Art,  Logaritlunn«.  num.  1 14. 
**)  Vergl.  ebenda  n.  106. 

io* 
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ferner  zur  Differenz  seiner  arithmetischen  Reihe  rfxrlO,  und  zu 
ihrem  Ausgangsgliede  aro=0. 

In  dieser  Weise  zergliedert  Bonaventura  Cavalerio  in  sei- 
ner Trigonometria.  4°.  Bononiae.  1643.  pag.  4.  col.  1.  nun».  XXV, 
die  Erklärung  der  Logarithmen. 

Man  sieht  leicht  ein,  dass  das  Verständnis»  des  hier  erör- 
terten Begriffes  von  Logarithmen  durch  die  unausweichliche  Ein- 
schaltung in  den  Reihen  und  durch  die  gebrochenen  uud  irratio 
nalen  Stellenzeiger  getrübt  wird. 


c. 

Keplers  Erklärung  des  Logarithmus  als  des  Ab- 
zählers der  Vervielfachung  eines  Grundverhältnisses. 

8. 

Kepler  (in  den  Tahulae  Rudolphinae  Cap.  III  pag.  II.  col.  1.) 
sieht  den  Logarithmus  als  Mass  einer  Proportion  oder  richtiger 
eines  Verhältnisses  an.  Denn  a.  a.  O.  findet  sich 

die  Marginalfrage: 

Elementum  logarithmorum  minimum  quid? 

und  die  Textanwort: 

...  proportin,  ejusque  mensura,  Logarithmus  .... 

Eben  so  leitet  Nikolaus  Mercator  seine  Logarithmotechnii 
London  1667  et  68,  pag.  1.  mit  folgenden  Worten  ein: 

Logarithmus  composito  vocabulo  dicitur  a rationc  et 
numero.  quasi  rationum  numerus;  id  quoil  plane  cum  re  con- 
sentit.  Est  enim  Logarithmus  nihil  aliud,  quam  numerus  ra- 
tiuncularum  , contentarum  in  ratione,  quam  absolutus  quisque  (seil, 
numerus)  ad  uriitatem  obtinet. 

Diese  Erklärung  war  nebst  der  vorigen  lange  sehr  beliebt. 
So  giebt  noch  Klügel  (Math.  Wörter!».  III.  8.  1808.  Art.  f.oga- 
rithmus)  folgende  Erklärung: 

„Logarithmus  ist  die  Zahl,  welche  anzeigt,  das  wie  viel- 
fache ein  Verhältnis»  in  Absicht  auf  ein  anderes  Grundverhält 
niss  ist,  wodurch  alle  Verhältnisse  gemessen  werden.  Nenilich 
wenn  das  Grundverhältniss  ist  a:b,  so  ist da£  /«fache  um:bm. 

1 I 

so  wie  auf  der  anderen  Seite  ....  das  n getheilte  an:b ferner 

m m 

noch  das  m fache  und  n setheilte  an:bn...  Die  Zahl  — ist  der 

n 

m m 

Logarithmus  des  Verhältnisses  an:6n  in  Beziehung  auf  da  s a:b. 
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Aul  diese  Erklärung  bezieht  sieh  die  Bildung  des  Kunstwor- 
tc»,  welches  aus  dem  griechischen  koyoiv  ägiOuog  zusammeiigezu- 
Seu  ist,  und  einen  V e r h ä 1 1 n iss  zäh  ler  ouer  Verhältniss- 
«csser  bezeichnet.“ 

Eben  so  erklärt  Schroeisser  in  seinem  Lehrbuch  der  reinen 
Mathesis,  1.  Tlieil.  Berlin.  1817.  §.  41 — 44,  S.  61—67. 

Diese  Erklärung  der  Logarithmen  entspringt  jedoch  kcincs- 
»egs  unmittelbar  aus  der  Neper’schen  (.1) , sondern  erst  aus  der 
ioii  ihr  abgeleiteten  (B) , welche  die  Glieder  einer  arithmetischen 
Reihe  Logarithmen  der  glcichstclligen  Glieder  einer  geometrischen 
nennt;  zugleich  ist  sie  sehr  eingeschränkt.  Denn  in  einer  geome- 
trischen Reihe  ist  das  Verhältniss  jedes  Gliedes  y„  zum  Aus- 
siogsgliedc  y0  das  so  vielfache  Verhältniss  des  ersten  hinter  die- 
«m  Ausgangsgliede  stehenden  Gliedes  yt  zum  Ausgangsglicde  i/„ 
selbst , nein  lieh  • 

yn-y0=(yi:y0)n- 

Dazu  nimmt  man  aber  einschränkend  yu=l  und  zur  arithmetischen 
Reihe  die  der  Stellenzahlen  selbst,  nemlich 


0,  1,  2,  3,  ....  n 

und  erklärt  danach 


oder 


u = Log(y„ : yu) 


u—Logy.. 

Dieser  ursprünglich  nur  fiir  absolute  ganzzahlige  Stellenzeiger 
» gütige  Satz  wird  auch  auf  negative  und,  in  Folge  der  Interpola- 
tion io  beiden  zusammengehörigen  Reihen , auch  auf  gebrochene 
ood  irrationale  Zahlen  ausgedehnt. 

Wenn  man  aber  — wie  cs  doch  sein  muss  — von  diesen  Rei- 
h«n  absieht , so  macht  diese  Erklärung  der  Logarithmen,  als  Ab- 
zihler  oder  Exponenten  der  Vervielfachungen  eines  gewissen 
Gnrndverhältnisses,  hei  einer  fiir  Anfänger  fasslich  und  dennoch 
päoiKch  sein  sollenden  Zergliederung  negativer,  gebrochener  und 
irrationaler  solcher  Abzähler  sehr  bedeutende  Schwierigkeiten, 
über  die  man  sich  freilich  bisher  mit  Leichtigkeit  hinweggesetzt 
kat  Desswegen  dürfte  dieselbe  entschieden  für  die  am  wenig- 
sten geeignete  zu  erachten  und  darum  ganz  zu  verlassen  sein. 


9. 

Noch  benütze  ich  die  Gelegenheit,  die  eigentliche  ursprüng- 
Mie  Bedeutung  des  Wortes  „Logarithmus“  hier  gründlicher  als 
bisher  geschehen  zu  erforschen.  Dass  die  von  Mercator  (1667), 
Gilbert  (1776),  Kliigel  (1808),  Schmeisser  (1817)  u.  v.  a. 
^gegebene,  und  gewöhnlich  beliebte,  als  cipt 0-fiog  tcov  koyrov. 
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Menge  der  Verhältnisse,  keineswegs  die  richtige  sei,  wird  aus 
folgenden  Gründen  einleuchten. 

1.  Wer  über  die  genaue  etimologische  Bedeutung  dieses 
Wortes  vollen  Aufschluss  geben  kann,  ist  einzig  und  allein  Neper, 
da  er  es  der  Erste  und  zwar  zum  ersten  Male  in  seinem  Original- 
werke vom  Jahre  1614  auf  der  vierten  Seite  gebraucht  und  höchst 
wahrscheinlich  dessen  Schöpfer  ist.  Leider  analysirt  und  inter- 
pretirt  er  es  nicht  selbst. 

2.  Nun  gebraucht  aber  Neper  nirgends  diesen  Begriff  des 
Logarithmen  als  Abzählers  von  Vielfachen  eines  Verhältnisses; 
ja  er  vermochte  gar  nicht  seinen  so  allgemeinen  Begriff  mit  die- 
sem eingeschränkten  zu  vertauschen;  und 

3.  aus  seinem  eigenen  Begriffe  kann  dieser  partikuläre  un- 
mittelbar und  nicht  ohne  sichtlichen  Äwang  hergeleitet  werden. 

Um  also  die  richtige  Bedeutung  aufzudecken,  muss  man 
jene  Stellen  in  Nepers  Original" erk  hervorheben,  welche  dir 
allgemeinsten  und  Grundeigenschaften  der  Logarithmen  bespre- 
chen.  Nun  giebt  er 

1.  in  der  Einleitung  zu  diesem  Werke  Aufschluss  über  An 
lass  und  Zweck  der  Entdeckung  der  Logarithmen , den  ich  daher* 
weil  er  auch  sonst  lesenswerth  ist , hier  wortgetreu  vollständig 
mittheile. 

Quum  nihil  sit  ...  mathematicae  praxi  tarn  molestum , quodqse 
Logistas  (die  Rechner)  magis  remoretur,  ac  retardet,  quam  raag- 
noruin  numeroruin  inultiplicationes,  partitiones,  quadrataeque  at 
cubicae  (seil,  radicis)  extractiones,  quae  praeter  prolixitatis  tae- 
dium , lubricis  etiam  erroribus  plurimum  sunt  obnoxiae:  coepi  igi- 
tur  animo  revolvere , qua  arte  certa  et  expedita  possem  dicta  im 
pedimenta  amoliri.  Multis  subinde  in  hunc  linem  perpensis,  non- 
nulla  tandera  inveni  praeclara  compendia  (Abkürzungen)  alibi  fa- 
fasse  tractanda:  verum  inter  omnia  nullum  hoc  utilius,  quod  n» 
cum  multiplicationibus , partitionibus , et  radicum  extractionibus 
arduis  et  prolixis,  ipsos  etiam  numeros  raultiplicandos,  divi- 
dendos,  et  in  radices  resolvendos,  ab  opere  rejicit,  et  eorun 
loco  alios  substituit  numeros,  qui  illorum  m unere  fun- 
gant ur  per  solas  additiones,  subtractiones,  bipartitiones  et  _ tri- 
partitiones.  Quod  quidera  arcanutn  cum  ....  sit,  quo  commuriius, 
eo  melius:  in  publicum  mathematicorum  usura  propalare  libuit. 

Von  da  an  gebraucht  Neper  das  Wort  Logarithmus  erst  in 
Cap.  1.  Oetin.  6.  pag.  4. 

2.  Neper  nennt  in  seiner  Logarithmorum  Canonis  Cnn- 
s'tructio,  1619,  die  eigentlich  in  Rechnung  zu  bringenden  Zahlen 
numeri  naturales,  dagegen  ihre  Logarithmen  numeri  artificia- 
les.  (Vergl.  auch  Karsten  Lehrbegriff  der  gesummten  Matbe 
matik.  8.  2.  Aull.  II.  Thi.  1.  Abth.  Greifswald.  1786.  S.  242.). 

Nach  seiner  Ansicht  sind  demnach  Logarithmen  gewisse 
künstlich  geschaffene  Zahlen,  welche  als  leichter  verwendbare 
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Substituten  (Stell-  und  Amtsvertreter)  anderer  in  manche  schwie- 
rige Rechnungen  eigentlich  aufzunehmender  Zahlen  dienen. 

3.  Nun  bedeutet  in  dem  zusammengesetzten  Worte  Xoyagi&fiog 
ias  Grundwort  crpiOuog  Anzahl  oder  allgemeine  Zahl,  numerus,  oder 
zucbRang,  Wert h , wiehomo nullo  numero,  oder  Muss,  mensura, 
«ie  in  äiop  dyidpog  des  Weges  Mass;  die  Bestimmsilbe  Aoy 
tum  aber  entweder  von  o Xoyog  oder  von  Xoyiauxog  herstammen. 
Die  nach  unserer  Erörterung  hier  passlichen  Bedeutungen  von 
iyyog  sind  aber  nur  Rechnung,  Anschlag,  Schätzung  oder 
Kücksicht  wie  in  Xoyov  i%llv  xlvoi  < rationem  habere  alicujus  rei, 
Rücksicht  nehmen  aut  etwas,  keineswegs  aber  Proportion  oder 
Wrhältniss;  so  dass  jenes  Wort  eigentlich  äoiO-fiog  xov  Xoyov 
Rechnungszahl,  Rechnungs-  oder  Schätzungswerth  oder 
-Rang,  oder  dgi&^og  Xoyov  hywv  nvog  aXXov  eine  auf  eine  ge- 
wisse andere  (Zahl)  Rücksicht  oder  Bezug  nehmende  Zahl,  B e- 
msszahl  bedeutet.  Das  Beiwort  Xoyioxixog  war  zu  Neper  s Zeit 
sehr  üblich,  wie  man  aus  Keplers  Tab.  Rudolphinae  in  den 
Ausdrücken  numeri,  apices  logistici  ersieht;  es  bedeutet  zum 
Rechnen  gehörig  oder  dienlich;  daher  würde  die  zu  erfor- 
schende Benennung  eigentlich  dpröpo;  Xoyianxog,  numerus  logisti- 
ou,  zum  Rechnen  dienliche  (verwendbare)  Zahl  andeuten.  fVrgl. 
Fr.  W.  Riemer  griech.  - deutsches  Wörterb.  Lei.  8.  1825.  Jena; 
M.  J.  A.  E.  Schmidt  deutsch -griech.  Handwörterb.  12.  Leipzig. 
Tauchnitz.  1832.  „Rücksicht“;  J.  G.  Schneider  griech.-deutsches 
Wörterb.  4.  3.  Aull.  Leipzig,  1819;  Scheller,  lat. -deutsches 
Leiicon  in  3 Bdn.,  2.  Aull.  8.  Leipzig.  1788.,  II.  3998.). 

Sach  dieser  Beweisführung  halte  ich  dafür,  dass  das  Wort 
im  Sinne  seines  Schöpfers  mit  Rechnungszahl, 
Beiugszahl,  Rechnungs-  oder  Schätzungswert  h oder 
-Rang  (einer  anderen  Zahl)  zu  verdeutschen  sei. 


D. 

Die  seit  Euler  ü b*l i che  Erklärung  der  Logarith- 
•*n  als  Exponenten  von  Potenzen  eines  bestimmten 
f’otentiands. 


10. 

ln  einem  sistematischen  Lehrvertrage  der  Algebra  müssen  in 
d«  Lehre  vom  Potenziren  zuerst  absolute  ganze  die  1 fiberstei- 
sende  Exponenten  und  darauf  die  absoluten  Exponenten  1 und  0, 
*päler  die  negativen  aber  noch  immer  ganzen  Exponenten  erforscht 
»erden.  Danach  erfolgt  der  erste  Rückschritt  vom  Potenzi- 
al. das  Radiciren,  nemlich  die  Rückbestinimung  des  gebrauch- 
ten Potentiands.  Im  Verlauf  dieser  Untersuchung  wird  man  auf 
Potenzen  nach  gebrochenen  und  irrationalen  Exponenten  geleitet. 
Nachdem  man  "so  den  Potenzexponenten  in  beiderlei  Aggregra- 
tionsbeziehungen  und  von  jederlei  Znhlform  erhalten,  also  der 
'eränderiiehe  Potenzexponent  stetig  von  — x bis  -f  ot>  wachsen 
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kann;  erfolgt  der  andere  Rückschritt  vom  Potenziren  auf  das 
zweite  Pntenzirungselement,  den  Exponenten,  der  nun  den  Namen 
„Logarithmus“  annimmt. 

Wenn  nemlich 


t 

y- 


Diesen  folgerechten  Gang  scheint  zuerst  Euler  (Vollständige 
Anleitung  zur  Algebra.  2 Thle.  8.  Petersburg.  1770;  herausgege- 
ben von  J.  Ph.  Grüsou.  8.  Berlin.  17116.  im  1.  Theil.  $.  219  und 
220.  S.  107.)  gezeichnet  zu  haben. 

Diese  Art  der  Logarithmen  ist  jedoch  nicht  bloss  einge- 
schränkter als  jene  Neper’s  und  Bvrg’s,  weil  jedenfalls  ihr 
lpgl=0  ist,  sondern  auch  schwieriger  im  Verständniss  von  An- 
fängern, weil  vorerst  das  Potenziren  nach  gebrochenen  und  irra- 
tionalen Exponenten  gelehrt  worden  sein  muss.  Indess  passt  sie 
allein  streng  in  das  wissenschaftliche  Sistem  der  sieben 
Grundrechnungen  der  Algebra,  und  kann  daher  in  dieser  Lehre 
heut  zu  Tage  auch  blos  allein  aufreeht  erhalten  werden. 


11. 

Auf  diesen  Eul ersehen  Begriff  des  Logarithmen  lassen  sich 
die  früher  erörterten  älteren  zurückleitcn. 

1.  Bei  Neper  wächst  der  Logarithme  x mit  der  Hilfsverän- 
derlichen  t gleichförmig,  während  die  Zahl  y in  gleichem  Verhält- 
nisse wächst.  Sei  nun  lur 

f = 0,  x=x0,  y=y0. 


ür 


‘=1.  *—xx,  y=yt. 

Während  also  t von  0 bis  1 um  1 wächst,  steigt 
x von  x0  bis  xt  um  xt  — x0 , 


und 


y von  y0  bis  in  dem  Verhältnisse 

Während  dagegen  überhaupt  t von  0 bis  t um  i wächst,  steigt 
x von  x0  bis  x um  x — x0, 


und 
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V 

y von  y0  bis  y in  dem  Verhältnisse  p-  ■ 


Weil  aber  mit  gleichen  Zunahmen  von  / auch  gleiche  Zunah- 
men von  x und  gleiche  Verhältnisse  von  y verbunden  sind;  so 
muss  der  Zunahme  von  / die  Zunahme  von  .r  und  die  Zunahme 
der  Steigerungs-  ( Vervielfachungs-)  Zahl  n des  Verhältnisses 

- proportional  sein,  nemlich 

f» 

x — x0:xl — x0=  t — 0: 1—0  = /:  1 , 

SL  _ 

yo  vju/ 

und 


«der 


n— 0:1-0=/— 0:1—  0 


Daraus  folgt 


n :1  = /:  1 . 


J — la 

X—X0  y _ /jiy,-*. 

*1— «o’yo  xyj 


Anstatt  der  vier  Constanten  x0,  xt , y0,  ;/,  lassen  sich  andere 
einfuhren.  Sei  0 der  Logaritbme  von  </,  und  ß der  Logarithme 
ron  6,  dann  ist  zunächst  für  x~  0 und  y = p 


und  wenn  man  dadurch  die  frühere  Gleichung  theilt. 


nashher  ist  für  x — ß und  y=b 


folglich,  wenn  man  nach 


x 

ß 


potenzirt , 


y 

9 


Daher  ist  ^ der  Logarithme  von 


für  die  Grundzahl  - • 
9 
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Macht  man  wie  jetzt  üblich  p=l  und  0=1,  also  Logl=0, 
und  Log6=t,  un  ist 


also 

t 

x = ^y. 

2.  Bei  der  nach  Neper  und  Byrg  vorzunehinenden  Zusam- 
menstellung einer  arithmetischen  und  geometrischen  Reihe  gibt 
von  den  zwei  hiefür  gütigen  Gleichungen  (aus  B) 

xn—x0  + nd , yn  =y0q " 

die  erste 

xn  — x„ 

n=— TT*’ 


daher  die  andere 


y«=y o<7  d ■ 

liebt  die  arithmetische  Logarithmenreihe  mit  0,  die  geome- 
trische Logarithmandenreihe  aber  mit  p an,  d.  h.  ist  x0  =0  und 
y0=  q , folglich  0=Logp ; so  ist 


Gehört  dann  0 als  Logarithme  zu  b , ist  nemlich  x„=  ß und 
yn—b,  so  ist 


ß 

b = q*, 


daher 


* V 


■=© 


Mithin  ist  -ß  der  Logarithme  von  für  die  (irundzahl 


Macht  mau  wie  üblich  p=l  und  0 = 1,  also  Logt —0  und 
Log6  = l,  so  ist 
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.iUo 


a-n=:logi/n. 

3.  Nach  Kepler's  Darstellung  der  Logarithmen  hat  man  (in 
0 die  Gleichungen 

y» 

Ho 

mithin  ist  sogleich  nach  Euler  n der  Lngaritbme  von  für  die 

hruodzahl  -1  . 

Ho 

Gewöhnlich  macht  man  y0=l,  also  0 = Logl,  dann  ist 

yn=Hiu- 

also 


n = log;»/« . 


12. 

Rückblick  auf  die  bisherigen  Erklärungen  des  Lo 
girithmus. 


Ehrendenkmal  Nepers. 

Vergleicht  man  die  bisher  aufgestellten  Erklärungen  der  Lo- 
garithmen, so  erkennt  man  leicht  folgende  Vorzüge  der  nach 
meiner  Weise  dargestellten  Neper’schen  Erklärung  vor  den 
übrigen. 

1.  Die  mit  einander  zu  Verbindenden  stetig  Veränderli- 
chen T,  X,  Y,  d.  i.  die  Hilfsveränderliche  T , der  Logarithmus 
■Y,  und  der  Logarithmand  Y,  brauchen  nicht  eben  neue  Zahlen 
*■  seiu,  sondern  sie  können  auch  ungemessene  stetige 
Grössen  jeglicher  Art,  als:  Strecken,  Bogen,  Winkel,  Flä- 
chen, körperräume,  Kräfte,  Gewichte,  Zeiten  u.  s.  w.  sein,  so 
dass  also  der  Logarithme  das  Schiitzungsmass  oder  der  Rech- 
mmgswerth  des  Logarithmands  ist. 

Bringt  auch  diese  Allgemeinheit  keinen  erheblichen  Vortheil 
für  die  zumeist  ausgebildete  und  beachtete  Anwendung  der  Lo- 
prithmen  auf  das  Ausreehnen  gewisser  besonderer  Zahlen;  so 
»leiht  sie  gleichwohl  für  die  allgemeine  Theorie  der  Logarithmen 
™>fhst  wichtig,  wenn  man  diene  — was  doch  auch  von  wissen- 
schaftlichem \Verthe  ist  — speeuiativ  weiter  verfolgen  will. 
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2.  Neper’s  Erklärung  lässt  schon  fiir  sich  selbst  bei  dem 
Logarithmus,  wenn  er  als  Zahlwerth  einer  stetig  veränderlichen 
Grösse,  oder  als  Zahl  im  weitesten  Sinne , betrachtet  wird,  beide 
algebraische  Ueziehungen,  die  negative  eben  so  wohl  als 
die  positive,  und  jedwede  Zahlform,  die  gauze,  gebrochene 
und'  irrationale  (!)  zu;  während  alle  anderen  Erklärungen  diese 
unerlässliche  Eigenschaft  erst  mühsam  und , Anfängern  nur  sehr 
schwer  fasslich , nachweisen  müssen. 

3.  Dieselbe  Erklärung  lässt  bei  der  Zusammenstellung  der 
das  logarithmische  Sistem  bestimmenden  Haupt  wert  he  des 
Logarithmands  und  Logarithmus  freie  Hand;  nach  ihr  kann  man 
die  Null  jeder  Grösse  als  Logaritbme  zuweisen,  oder  man  kann 
das  Verhältniss  der  gleichzeitigen  kleinsten  Aenderungen  des  Lo- 
garithmands  und  Logarithmus  beliebig  festsetzen. 

4.  Sie  enthält  — was  Itir  die  Grundlehre  der  Differential- 
rechnung bedeutsam  ist  — in  sich  auch  sogleich  den  Ausdruck 
des  Differentials  d e s Lo garithmen , da  sie  eigentlich  das 
Integral  einer  Differentialgleichung  ausspricbt. 

5.  Von  N'eper’s  Erklärung  ist  die  Byr gische  und  Vlacq'i- 
sche,  so  wie  von  dieser  die  Kepler'ische  nur  eine  Specialität, 
blos  die  Euler’ische  hat  vor  ihr  den  Vorzug,  in  dem  sistemati- 
sehen  Lehrgebäude  der  Algebra  den  Schluss  der  rückschreiten- 
den Rechnungen  vom  Potenziren  zu  machen. 

Auf  solche  Weise  glaube  ich  denn,  durch  Zuriickleitung  der 
Ne  per’ sehen  Erklärung  des  Logarithmus  auf  ihre  eigentliche  rein 
analytische  Bedeutung,  die  Gründe  ihrer  Merkwürdigkeit  (nuin.  2.) 
dargelegt,  und  durch  die  Hervorhebung  ihrer  bisher  nicht  gcahne- 
ten  Vollkommenheiten  und  Vorzüge  dem  genialen  Geiste  des 
Entdeckers  der  so  äusserst  nützlichen  Logarithmen  ein 
hoch  ehrendes  Denkmal  gestellt  zu  haben. 


E. 

Die  von  mir  selbst  erdachte  Erklärung  der  Loga- 
r i t h m e n. 

13. 

Bei  einer  elementar- arithmetischen  Darstellung  der  Lehre  von 
den  Logarithmen,  vornehmlich  lür  Schüler  höherer  Volks-  und 
Bürgerschulen,  und  überhaupt  für  jene  Praktiker,  welche  nicht 
die  Algebra  erlernen,  denen  aber  gleichwohl  die  kenntniss  der 
Logarithmen  für  ihre  vielerband  Zifferrechnungen  von  ungemeinem 
Nutzen  sein  kann , bleiben  alle  bisher  gegebenen  Begriffe  vom 
Logarithmen  äusserst  schwer  zu  erfassen,  und  daher  solchen 
Rechnern  diese  so  höchst  nützliche  Lehre  unzugänglich.  Darum 
erlaube  ich  mir,  hier  einen  den  Zweck,  leichte  und  vollständige 


Digitized  by  Gi 


149 


Verständlichkeit,  besonders  wo  es  nur  anf  Anwendung  der  Loga 
rithmen  im  Zifferrechnen  ankommt,  vollkommen  erreichenden  be- 
griff der  Logarithmen  öffentlich  mitzutheilen , den  ich  bereits  in 
den  Jahren  1826  — 28  erdacht,  und  bei  Privat-Unterricht  mit  dem 
grössten  Wirtheil  benützt  habe . und  den  auch  im  Jahre  1846  der 
damalige Gvranasial-Professor , Herr  Johann  Scholz  zu  Tarnow, 
mit  mehreren  Freiwilligen  aus  seinen  Schülern  der  vierten  Gram- 
matikal-Klasse,  als  ganz  genügend  erprobt  hat.*) 


14. 

Unentbehrlich  zum  wahren  Verständnis»  dieser  Erklärung  der 
Logarithmen  ist  jedoch  folgende  einleitende  Erörterung. 

Die  Beschwerlichkeiten,  mit  denen  das  Rechnen  oberhalb 
des  Aggregirens  (Addirens  und  Subtrahirens)  zu  kämpfen  hat, 
waren  Anlass  zur  Erfindung  des  Auskunftsmittels , anstatt  mit  den 
gegebenen  Zahlen  selbst  jene  beschwerlichen  Rechnungen  zu  füh- 
ren, lieber  mit  gewissen  llills  zahlen  einfacher  und  leichter  zu 
rechnen,  die  man  Logarithmen  nannte  — was  etwa  so  viel  als 
Beziehung.»-  oder  Bezugszahl  heissen  mag  — und  welche 
man  als  Stellvertreter  oder  Zeiger  derjenigen  Zahlen,  denen 
sie  zugehören,  ansehen  kann. 

Noth wendig  muss  aber  hiezu  bedungen  werden,  dass  jede 
Zahl  nur  einen  einzigen  ihr  ausschliesslich  ungehörigen  Logarith- 
men besitze  und  daher  auch  umgekehrt  jeder  Logarithme  nur  einer 
einzigen  Zahl  zugehöre;  damit  iiahl  una  Zeiger  (Logarithmus)  mit 
völliger  Bestimmtheit  auf  einander  hinweisen. 

Man  will  demnach  zuvörderst  anstatt  jeder  in  Rechnung 
zu  bringenden  Zahl  ihren  selbsteigenen  Stellvertreter  (Logarith- 
men) nehmen,  sonach  mit  diesen  Stellvertretern  auf  eine  pass- 
liebe  bequemere  Weise  rechnen,  um  den  Stellvertreter  (Logarith- 
men) der  zu  suchenden  Zahl  zu  finden  und  endlich  wieder  zu 
diesem  die  angehürige  Zahl  bestimmen,  die  dann  nothwendig  das 
verlangte  Rechnungsergebniss  sein  muss. 

Rücksichtlich  der  erwähnten  mit  den  Logarithmen  vorzuneh- 
menden  Rechnungen,  gibt  die  Wahrnehmung,  dass  mehrere  mit 
einander  zu  multiplicirende  Zahlen  (Factoren)  in  jeglicher 
Ordnung  dasselbe  Product  liefern , an  die  Hand , dass  auch  die 
mit  den  Stellvertretern  (Logarithmen)  der  Factoren  auszuführende 
Rechnung  die  Ordnung  dieser  Stellvertreter  (Logarithmen)  der 


*)  Ich  halte  ihm  zu  diesem  ausserordentlichen.  Unterrichte  eine 
Abschrift  meiner  vom  27,  Jänner  bis  22.  Mai  1 846  verfassten  Schrift 
ubrrfossen,  welche  gegenwärtig  unter  dem  Titel:  Fl/Mtuntarlehre  von 

den  Logarithmen,  auf  einen  neuen  verständlicheren  und  umfassenderen 
HeerifT  dieser  llilfszahlen  gegründet“  im  Verlage  der  hiesigen  Buch- 
handlung J.  G.  Calve  (Inhaber  F.  Teiu|isk>)  erscheint. 
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Willkür  überlasten  müsse.  Von  den  zwei,  leichter  als  die  Mul- 
tiplication ausführbaren,  Rechnungen  — der  Addition  und  Sub- 
traction  — gestattet  jedoch  nur  die  Addition  eine  solche  Frei- 
heit in  der  Anordnung  ihrer  Elemente  (Daten).  Mithin  muss  man 
folgende  Grundeigenschaft  von  den  Logarithmen  fordern: 

„So  oft  mehrere  Zahlen  miteinander  zu  multipliciren 
sind,  müssen  ihre  Logarithmen  addirt  werden.“ 

Danach  stelle  ich  nun  folgende  Erklärung  der  Logarith- 
men auf: 

Logarithmen  von  Zahlen  sind  newisse  nach  diesen 
Zahl  en  dergestalt  bemessene  Hilfszahlen,  dass  der 
Logarithmus  des  Productes  I» e I ieb ig  vieler  und  was 
immer  für  welcher  Zahlen  die  Summe  der  Logarithmen 
dieser  Zahlen  (Factoren)  ist. 


15. 


Io  lehrender  Form  ausgesprochen  verwandelt  sich  diese  Er- 
klärung in  folgenden  Grund  lehr  satz: 

I.  Der  Logarithme  jedes  Productes  ist  die  Summe 
der  Logarithmen  seiner  Factoren. 

Log(a6c ... ) = Loga  + Log6  -f  Loge  -f .... 

Daraus  folgen  nun  sogleich  auch  die  drei  weiteren  Haupt- 
lehrsätze  mit  Logarithmen,  nemlich 

II.  Log  Log  a — Log6; 
denn 

a . 

j^Xb—a, 

also 


Log  -f  Log/i = Loga 


und 

Log|=Loga  — LogÄ. 

III.  Log(a*)=nLoga, 

weil 
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Log(a")  = Logfaaa ) = Logo  + Loga  -J-  Loga  f . 

=nLoga 


ist 


IV. 


n 1 

LogVa  = — Logo. 


weil 


also- 


«LogVa=I->0on 


LogVa  = — Loga 
ist 

Für  den  Zifferrechncr  genügt  es,  die  beiden  letzten  Sätze 
nur  für  absolute  ganze  Exponenten  n zu  erweisen. 

l'eberdies  ersieht  man  leicht,  dass 

Logl=0 


ist  Denn  es  ist 


1 . a~a, 


also 


Logt  -f  Loga  = Loga, 


daher 


Logl=Loga  — Loga=0. 

Cm  den  Zahlen  ihre  mit  dem  Namen  „Logarithmen“  beleg- 
ten Zeiger,  der  obigen  Grundforderung  gemäss,  anzupassen,  muss 
man  mit  irgend  einer  ausgewählten  Zahl  einen  gewissen  Logarith- 
men verknüpfen.  Am  zusagendsten  findet  man  es , sich  für  eine 
Zahl  su  entscheiden,  der  man  den  Logarithmen  1 beilegt.  Diese 
Zahl  nun,  deren  Logarithme  1 ist,  wird  die  Grundzahl 
(basis)  der  nach  dieser  Annahme  bemessenen  und  ein  sogenann- 
tes Sistem  ausmachenden  Logarithmen  aller  anderen  Zahlen 
genannt. 

Die  Herleitung  der  Vergleichungen  der  Logarithmen  aus  jenen 
der  Zahlen,  sowie  die  tfeberzeugung  von  der  Möglichkeit,  zu 
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jeder  Zahl  ihren  Logarithmen  zu  berechnen,  gründet  man  sofort 
auf  folgenden  leicht  zu  rechtfertigenden  Satz: 


„Hat  man  was  Immer  für  zwei  von  0 und  1 verschiedene  Zah- 
len, so  fallt  jede  der  von  der  ersten  an  aiifsteigenden  Potenzen 
der  einen  Zahl  oder  ihres  Umgekehrten  entweder  auf  eine  der 
von  der  nullten  aus  aufsteigenden  Potenzen  der  anderen,  oder 
zwischen  zwei  unmittelbar  nach  einander  folgende  solche  Potenzen.“ 

Ist  daher  a irgend  eine  Zahl,  deren  Logarithiue  in  jenem  8W 
stenie  zu  suchen  ist,  dessen  Grundzahl  6 ist,  so  muss  die  mW 

Potenz  entweder  von  a oder  von  —zwischen  die  nte  nnd  n + lte 

a 

Potenz  von  A fallen , in  Zeichen 


am  = A*....  A"*1  oder  =6» 


A»+* 


sein. 

Dann  ist  entweder 

mLoga  = n...n  f 1 oder  m( — Loga;  = n....n -f  I , 
also  entweder 


. n n + 1 n 

Loga=  — •••- oder  Lnga  = 

in  m m 


ii  -f-  I 
m 


Man  erkennt  nun  leicht,  dass  man  sich  hier  auf  gebahntem  und 
bekanntem  Wege  befindet. 


16. 


Die  Haupt  vortheile  meiner  Erklärung  der  Logarithmen 
bestehen,  wie  nicht  zu  verkennen,  darin,  dass  zu  ihrem  Verstand- 
niss  schon  die  Kenntnisse  des  Potenzirens  und  Radicirens  nach 
absoluten  ganzen  Exponenten  hinreicht,  und  dass  aus  ihr  so- 
gleich ohne  Beweis  einleiichtet,  dass  die  Logarithmen  von  bei- 
derlei (positiver  und  negativer)  algebraischer  Beziehung  und  voa 
jeder  der  dreierlei  Zahlformen  sein  können.  Ein  Neben  vortheil 
derselben  ist  der,  dass  man  leicht  cinsieht,  dass,  sobald  ein 
garit Ionisches  Sistcm  der  Grundf'orderung  genügt,  ein  ander« 
gleichfalls  genügendes  sich  ergibt,  wenn  man  sämmtiiebe  Loga- 
rithmen des  erstereu  durch  einerlei  Zahl  multiplicirt  oder  dividirt 
Denn  ist 


Log(aAc....)  = Loga  + LogA  -+-  Loge  + .... , 

so  ist  auch 

mLog  (abc....)  = mLoga  -f-mLogA  -|-mLogc+  ..... 
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l ®e*ei<*Det  man  nun  die  m mal  so  grossen  Logarithmen  durch 
log,  setzt  man  oemiich  überhaupt 


, mLogA  =Iog£; 


so  ist  auch 


log  (abc...)= log«  -f  log*  -f  löge  + .... , 

raithm  genügen  auch  die  m fachen  also  dem  zweiten  Systeme 
gesungen  Logarithmen.  J 

Sind  die  Grundzahlen  dieser  Systeme  B,  b,  also 

Logß— 1,  Jog6=l; 

so  ist 

mLog  B=zm  — logß , mLog6  = Iog6  = I, 

daher 

w = logß  = j-^ , L=[Jn:=Logb. 


Zweiter  Abschnitt. 

faJi*rch«el?e.r  "atu^en,ä8Sen  und  möglichst  leicht 
lässlichen  Herleitung  der  natürlichen  Logarithmen. 

% 

17. 

Einleitung. 

Die  Lehre  Ton  den  natürlichen  Logarithmen  hat  bisher  in 
«n  Uhrbüchern  der  Algebra  oder  Analvsis.  meines  Erachtens, 
»Mer  die  srebührende  Stelle  noch  die  richtige  Behandlung  erhal- 
• Gewöhnlich  entwickelt  man  entweder  in  der,  die  Ditferential- 
rwhnune  einleitenden,  sogenannten  „Analysis  des  Endlichen“  oder 
VW.V'..  ' e,lt.,a,re''hrmng  selbst  nach  Aufstellung  der  Taylor- 
H"*n  Heihe,  die  Ileiheosumme 

i . 1 . 1 . » 

l + i + r2  + o^ +•••■• 

^/“Grenze  der  Potenz  (1+«)“  für  die  unendliche  Abnahme 
* erinnerlichen  u . und  sagt  dann,  „jene  Summe  oder  diese 
«eine,  d.  i.  die  bestimmte  jedoch  irrationale  Zahl  271828-..., 
B»«l  XV.  ,, 
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die  man  zumeist  durch  den  Buchstaben  e bezeichnet , nehme  man 
zur  Grundzahl  der  sogenannten  natürlichen  Logarithmen;" 
oder  man  äussert  sich  «ohl  gar,  „Neper  habe  sie  zur  Grund- 
zahl seiner  Logarithmen  angenommen.*4 

Ist  es  einem  scharfsinnigen  Schüler  erlaubt  seine  Meinung 
frei  zu  äussern , so  muss  er  wohl  fragen , wie  doch  Neper  oder 
sonst  jemand  auf  diese  sonderbare  irrationale  Grundzahl  gera- 
then  sei.  Wie  muss  er  aber  erst  staunen , wenn  man  ihn  dagegen 
bescheidet,  Neper  habe  von  dem,  was  man  heut  zu  Tage  loga- 
rith mische  Grundzahl  nennt,  gar  nichts  gewusst?  Anderer- 
seits hat  man  ihm  in  der  Algebra  begreiflich  gemacht,  dass  es 
wohl  am  natürlichsten  sei,  die  als  Grundzahl  des  allgemein  übli- 
chen dekadischen  Ziffersystems  verwendete  Zahl  10  zur  Grund- 
zahl der  Logarithmen  zu  nehmen.  Deswegen  dürfte  er  sicher 
fragen,  narum  man  nicht  lieber  die  dekadischen  Logarithmen 
natürliche  nennen  wolle. 

Eben  so  unhaltbar  ist  die  Erklärung  der  natürlichen  Logarith- 
men als  jene,  deren  Modul  =1  ist,  wenn  man  den  Begriff  des 
Moduls  nicht  fest  bestimmt;  wie  z.  B.  Pasquich  (Anfangsor. 
der  gesammt.  fheoret.  Mathematik.  4.  J.  Bd.  Wien.  1812.  S.'  162. 
§.  780  — *82)  in  folgender  Weise  irrig  gethan  hat.  „Für  jede  zwei 
Grundzahlen  bleibt  das  Verhiiltitiss  der  Logarithmen  einer  und 
derselben  Zahl,  G,  welche  diese  auch  werden  möge,  beständig. 
Daher  sind  immer  zwei  Zahlen,  ft,  rr.  denkbar,  deren  Verhältnis» 
ft: re  zu  einander  jenem  beständigen  Verhältnisse  gleich  ist;  der- 
gestalt,' dass,  wenn  M,  P die  Logarithmen  jener  Zahl  G sind, 
allemal  M : P—u:n  sein  muss.  — Diese  bestimmten  Zahlen  ft, 
n nun  heissen  die  Moduln  (!)  beider  Ingurithmiscben  Systeme. 
— Legt  man  sonach  ein  logarithmisches  System  dergestalt  zu 
Grunde,  dass  sein  Modul  =1  sei;  während  der  Modul  jedes  an- 
deren »Systemes  irgend  einer  bestimmten  Zahl  m gleich  sein  soll: 
so  wird  jenes  das  natürliche  System,  und  dieses  ein  künst- 
liches genannt.“ Nun  lässt  sicli  aber  jedes'  Verhältnis» 

dadurch,  dass  man  seine  Glieder  durch  eines  aus  ihnen  theilt, 
so  umstaiten,  dass  in  ihm  ein  Glied  =1  werde;  es  ist  nemlich 


ft :«  = 1 : 


Mithin  könnte  man  den  Modul  jedes  logarithmischeu  Systems  zu 
1 machen,  folglich  jegliches  System  als  das  natürliche  hiustellcu- 

Eogländer  und  Franzosen  nennen  die  natürlichen  Logarithmen 
„hyperbolische  oder  Nep ersehe“;  sogar  jetzt  noch,  wo  doch 
schon  erkannt  ist,  dass  auch  bei  der  Untersuchung  anderer  Linien, 
als  der  gleichaxigen  Hyperbel,  Logarithmen  in  Anwendung  kom- 
men, und  alle  Arten  von  Logarithmen  durch  Flächeninhalt  hyper- 
bolischer Sectoren  sich  darstelien  lassen;  so  wie,  dass  Negers 

Logarithmen  nicht  die  Zahl  e,  sondern  ihr  Umgekehrtes  — zur 

Grundzahl  haben.  (Vergl.  unten  Art.  23.).  Wollte  man  diejenigen 
Logarithmen,  deren  Grundzahl  e ist,  nach  ihrem  Entdecker  be 
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nennen;  so  müsste  man  sie  nach  dem  Schweizer  Byrg  die  Byr 
rischen  nennen. 

Will  man  nun  nicht  zu  dem  jederzeit  misslichen  Schaffen 
neuer  Beinamen  seine  Zuflucht  nehmen;  so  bleibt  es  wohl  am 
remtbensten , die  auf  die  Grundzahl  e bezüglichen  Logarithmen, 
nie  üblich,  die  natürlichen  zu  nennen;  aber  auch  zugleich  ihre 
Ableitung  so  naturgemäss  durchzuführen , dass  diese  Benennung 
(lassend  und  ungezwungen,  also  selbst  natürlich,  erscheine. 

Dabei  bleibt  es  jedoch  im  Interesse  des  wissenschaftlichen 
Systems  der  Algebra  sowohl  als  der  Differentialrechnung  auch 
oocb  ivüflschenswerth,  dass  diese  Ableitung,  die  schwierig  zu  be- 
eründende  und  der  höheren  Analysis  unbedingt  zu  überlassende 
Lehre  von  den  convergenten  Reiben  umgebend,  bloss  elemen- 
tare H i I fsra  i 1 1 e I benütze. 

Das  Folgende  soll  ein  Versuch  einer  solchen  Elementarlehre 
der  natürlichen  Logarithmen  sein.  Diese  lässt  sich  zugleich  tbeils 
nach  den  bereits  erörterten  verschiedenen  Begriffen  vom  Logarith- 
men richten , theils  aus  gewissen  Grenzverbiutnissen , tbeils  end- 
Kch  aus  der  Lehre  von  den  logarithmischen  Proportionaltheilen 
schöpfen ; wonach  unsere  Untertheilungen  sich  richten  werden. 


A. 

Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  nach  Ne 
per«  ßegri  IT  vom  Logarithmus. 


18. 

Modul. 

Nach  Neper's  Erklärung  des  Logarithmus  fandeo  wir  in 
Art.  5.,  wenn  x einen  Logarithmen,  y den  Logaritlimand , dem 
w angehört,  und  Jx,  dy  ihre  beziehungsweisen  Zunahmen,  end- 
lich m eine  gewisse  beständige  Grösse  aus  der  Gattung  der  x 
beieichnet.  für  limzfa:=ü  und  limzfy=0 


lim 


z Ix 


Der  Quotient  des  Zuwachses  des  Logarithmus  durch  den 
Verhältnis*  m&ssigen  Zuwachs  des  Logarithiuands  strebt  demnach, 
bei  unendlicher  Verringerung  des  einen  und  anderen  Zuwachses, 
ahne  Ende  einer  fest  stehenden  Grenze  m zu. 


Diese  Grenze  in  nun , nach  der  sich  nothwendig  das  betreffende 
lagarithmische  System  selbst  moditicirt,  pflegt  man  den  Modul 
dieses  Logarithmensystems  zu  nennen. 

lf 
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Neper  setzt,  ausgehend  von  dem  Logarithmand  y-9-  d« 
er  die  Null  als  Logarithmen  beilegt,  /Sy= — /Sx,  daher  ist  d 
Modul  des  Neper’schen  Logarithniensystems  m—  — p. 

Führt  man  für  /Sx  und  /Sy  ihre  urs[iriingiichen  Bedeutung 
(x  + /Sx) — x oder  Log(y  | /Sy)  — Logy  und  (y  + /Sy) — y in  obi) 
Grenzgieichuug  ein , so  lässt  sich  ihr  auch  die  Form 

|.L°g(y-Mg)— Logy  m 
ly+/ly)-y  ~ y 

erthcilen  Setzt  man  noch  y=p  und  dy=r\,  so  ist  auch 

lim  + — L°gp  _ m 

v-=.i  (e  + ■»;) — p ~ p,’ 
oder  wegen  Logp=0 

lim  L°z(e  + y)_m 
v=  y p' 


19. 

Einfiihrulng  und  Rechtfertigung  der  Benennung 
„natürliche  Logarithmen.“ 

Gewiss  ist  es  sehr  angemessen, 

1.  die  Null  der  Zahl  1 zum  Logarithmen  zu  gebe 
also  p = l zu  wählen,  weil  dadurch  in  den  allgemeinen  Ausdr 
cken  der  Logarithmen  von  Producten , Quotienten , Potenzen  ui 
Wurzeln , und  sonach  in  allem  Rechnen  mit  Logarithmen  die  h 
deutendste  Vereinfachung  eintritt,  (vergl.  Art.  4.); 

2.  die  Logarithmen  mit  den  Logarithmanden  zi 
gleich  wachsen  zu  lassen,  folglich  /Sx  und  /ly  gleichstimm 
und  dadurch  den  Modul  in  positiv  zu  machen,  nicht  aber  d 
einen  wachsen  und  die  anderen  abnehmen  zu  lassen,  also  /Sx  ut 
/ly  entgegengesetzt  und  dadurch  den  Modul  negativ  zu  mache 
denn  im  ersten  Falle  werden  die  Logarithmen  der  zumeist 
Rechnung  kommenden  ganzen  Zahlen  positiv,  im  anderen  ab 
widernatürlich  negativ; 

3.  diese  gieichstimmigen  und  gleichzeitigen  Aenderungt 
/Sx , /Sy  der  Logarithmen  x und  der  Logarithmande  « am  "fl 
Sprunge  beider,  wo  nemlich  der  Logarithme  Null  und  der  Log 
nthmand  ==p  ist.  einander  gleich,  /Sx=/ly,  anzunehmen  tir 
dadurch  den  Modul 


m — lim 


/Sx 
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ju  machen,  folglich,  nachdem  man  (vermöge  1.)  bereit«!  p=i  ge- 
wählt  hat,  den  Modul  in  1 zu  verwandeln. 

Demgemäss  ist  es  auch  ganz  {lassend , das  so  vorgerichtete 
Logarithmensystem , in  weichem  die  Mull  der  Logarithme  von 
Eins  and  der  Modul  gleich  Eins  ist  und  die  Logarithmen  mit  den 
Lo^flthmandcn  zugleich  wachsen  oder  abnehmen,  das  natür- 
liche und  jeden  in  selbes  gehörigen  Logarithmen  einen  natürli- 
chen (naturalis)  zu  nennen.  Diesem  entgegen  nennt  man  jedes 
andere  System , so  wie  jeden  in  dasselbe  gehörigen  Logarithmen 
künstlich  (artilicialis).  Einen  natürlichen  Logarithmen  bezeichnet 
man  entweder  durch  log.  nat.  oder  gewöhnlich  nur  ganz  kurz  durch 
L,  einen  künstlichen  überhaupt  durch  log.  artif. 


MO  glicht  e i t der  1$  e rech  nu,ng  d es  L o gar  i t hme  n einer 
bestimmten  Zahl  in  Bezug  auf  einen  festgestellten 
Modul,  und  umgekehrt  der  Zahl  zu  einem  gegebenen 
Logarithmen. 

Seien  nach  Art.  4.  mehrere  in  durchaus  gleichem  Verhältnisse 
(oitschreitende  Zahlen 

y o y i y%  ys y«  y»u 

und  die  angehörigen  um  gleiche  Unterschiede  fortschreitenden 
Logarithmen 

» 

,1 

3*0  *^1  *^2  #3  Xn  3*n-f  i •••••5 

4 

wi  ferner  die  Atisgangszahl  i/q  = q,  der  ihr  zuständige  Ausgangs- 
»garithmc  .ro=0  ; endlich  sei  der  Unterschied  r/,  — g0  = dyü  = ij. 
Dana  ist  das  sich  gleich  bleiben  Je  Vcrhältuiss  der  Logaritbmamle 

yi  ‘-yo  = » + ^ • 

®d  nach  Art.  5.  II.  der  durchweg  gleiche  Unterschied  der  Lo- 
pritkmeü 

, 11 
x,  — ■?,,  = zbr,,  — in  — — ~ iii 
yn  e 

Sohin  hat  man,  weil  die  au fgestcllte  Reihe  der  Zahlen  (Logarith- 
sande)  « geometrisch,  die  der  entsprechenden  Logarithmen  ,t 
“ei  arithmetisch  ist, 

y»=e((+^)  > y»+i=p(i+^)  M; 
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Xu—n.m-^i  3'»H  — («+l)>w,p’ 


Sei  nun  y eine  gewisse  Zahl,*  ihr^pritSMe.softHt  ***£«; 

der  ausnahmsweise  y mit  einer  der  ^rechneten  Zahlen,  y„^^olg 
lieh  * mit  dem  Logarithmen  xn  zusammen;  oder  es  liegt  zrnwtw 
J zwischen  «ndgyn+i.  '°'Slich  a"ch  * wiwhen  *"  Hnd  **** 

was  wir  kur/,  durch 


y=zyn....yn+i  und  X = Xn 

andeuten  wollen. 

In  jenem  Ausnabmefalle  ist 


y=e(l+f)”’  *=«-'»f=Lo&2'> 


und  wenn  man  den  Ausdruck  von  J aus  einer  dieser  Gleichung« 
in  die  andere  substituirt,  erfolgt 


Logy=m(^  J-l)«.  y=e(1+^?)' 


In  den  gewöhnlichen  Fällen  aber  bestimmen  wir  einmal 
den  einschränkenden  Grenzausdrücken 


M'+v-wr 


in  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 

B+l  *. 

■-V5-«~-V5-* 


V 

Q 


und  setzen  diese  Grenzwerthe  in  die  gleichstelligen  Einschw 
kungsgrenzen 


Logy=*=r»*«^ w»(«  + l)p  ’ 


erhalten  daher  den  Logarithmen 

l^=.(Vj-0— (VJ-0("+,,! 

nachmalen  bestimmen  wir  aus  diesen  Greuzausdrücken  »od  L»S 
in  umgekehrter  Ordnung  den  Quotienten 

y Logy  G»Rff 

£~m(n  + l)""  '«» 
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and  setzen  ihn  in  die  gleichvielten  Eiuschränkuiigsgrenzen  von  y, 
erhalten  demnach  den  Logarithinand 


*(h!2T 


Soll  die  Berechnung  der  Logarithmen  möglichst  genau  ge- 
scheben,  so  muss  das  Intervall  der  ursprünglichen  einengendeu 

Grenzen  von  Logy,  d.  i.  m — , hinreichend  klein,  daher  auch 

schon  die  Differenz  tj  recht  klein,  mithin  unendlich  abnehmend, 
!im^=0 , angenommen  werden.  Dann  muss  aber  für  jeden  endli- 
che Werth  von  hogy  die  Zahl 


n=i-£Log,- 


• 1 ....  - • — Log« 

71  m 


unendlich  wachsen  oder  limn  = oo  sein.  Führt  man  diese  uner- 
reichbaren Grenzen  in  obige  Ausdrücke  von  hogy  und  y ein,  so 
findet  man  die  aus  »ersten  Grenzwertbe 


Logy=m.lim 


y-Q-  lim 

n=oo 


Bezeichnet  man  das  Umgekehrte  von  n mit  m,  also  H~°>>  *°  wird 
ßr  lim»=Qr>=i  offenbar  limw=0,  daher  ist  auch 


fiX-l  ’ 

Log_y  = m.  lim  c — 

fr»  =0  CO 

y-V-Vtm  + 

«=0  \ Ul  / 


Für  natürlich*  Logarithmen  ist  oz=l  und  m — fz 
«her  hat  man  die  einschränkenden  Grenzausdrücke 


*)  Von  den  hier  gefundenen  äquivalenten  vier  Grenzglcichungen 
»t  demnach  jede  da«  Integral  der  im  l.  Abachn.  Art.  5.  aufgestellten 
«»Vicht»  Differcnzcngleichung 


Ay  1 , 

~ = —Jx . 
y m 
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»-(«■AT-O*!) 


«4-1 


und  die  äussersten  Grenzwerthe : 


ut 

I.'/  — lini  Wy— 1 )"=  I im  * . 

n = ® or=0 

3/=üm  fl+[fY=lim(l+ialy)“. 
n =»  \ »/  w=0 


Io  den  jetzt  gebräuchlichen  Lngarithmensy stemen 
legt  man  durchweg  der  Zahl  t die  Null  als  Logarithmen  bei,  d.  i. 
man  setzt  p = l,  dadurch  wird 

»t-l  n 

Logy=m(Vy— l)n ....  in  ( \/y—  l)(n  + 1) , 

I,  (\  i L°sy  V / 1 j. Lisy  V+1; 

® V tn(n  + 1)/  \ ^ mn  ) 


und  vollständig 


Logy  = w.lira(V'y — l)n  = m.  lim 

n=<j)  ti>=o 


y-i 


lim 


.1  . , , 


21. 

Vergleichung  der  Logarithmen  ;von  einerlei  Zahl 
in  verschiedenen  logarithmischen  Systemen. 

Gehören  zur  selben  Zahl  y in  zwei  logarithmischen  Systemen, 
deren  Moduln  m und  rn'  sind,  die  Logarithmen  x und  x‘,  die  wir 
durch  Logy  und  logy  unterscheiden  wollen;  so  hat  man  nach 
Art  5.,  insofern  die  Aenderung  z/yder  sich  gleichbleibenden  Zahl  y 
auf  für  die  nemliche  angenommen  werden  darf,  sowohl 

~ = — ztx  und  Logy=a:, 
y m 

als  auch 


--  = dx  und  Iogi/  = jr'. 
y m 
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oolort  ist 


/ix“ , 


also  auch,  wenn  man  summirt,  - -=— , + Const.  Sind  nun  die 

m m ! 1 

Logarithmen  x unU  x‘  bei  der  nemlichen  Zahl  p=ry  zugleich  Null, 
«o  ist  Const.  =0,  daher 


JÜ 

m 


m‘ 


oder 


Logy logy. 

m m'  ’ 

d.  h.  in  zwei  logarit h m i sch en  Systemen,  welche  beide 
derselben  Zahl  die  Null  als  Logarithme  beilegen,  sind  die  Lo- 
garithmen von  einerlei  Zahl  den  Moduln  dieser  Systeme 
proportionirt. 

Diese  Proportionalität  bestätigt  auch  die  in  Art.  20.  gefundene 
Gleichung 


Logy=m{.  lim 

«1=0 


(F- 


Dens  ist  io  verschiedenen  Systemen  Null  der  Logarithme  dersel- 
ben Zahl  p,  so  muss  für  einerlei  Zahl  y die  angedeutete  Grenze 
dieselbe  sein,  danach  ist  Logy  proportional  mit  m. 


Ist  nun  das  eine  System  das  natürliche , also  m'  — 1 , und  das 
andere  ein  künstliches,  in  welchem  auch  Log  1=;0  und  der  Modul 
■ ist , so  übergeht  die  vorletzte  Gleichung  in 


log.artif.y 

m 


='y 


und  hieraus  folgt 

log.artify=m.  ly. 

Diese  Gleichungen  dienen  zum  Uebergang von  künstlichen 
Logarithmen  auf  die  natürlichen,  und  umgekehrt. 

Es  genügt  demnach  für  jede  Zahl  y vorerst  ihren  natürlichen 
Logarithmen  nach  den  Art.  20.  aufgestellten  Grenzausdrücken 
oder  nach  dem  zwischen  sie  beide  fallenden,  folglich  genäherten, 

Ausdrucke 


ty=(v.v—  ■)*» 
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wo  = ,, genähert  gleich“  bedeuten  soll,  zu  berechnen.  Diesem 
gemäss  hat  man  aus  der  vorliegenden  Zahl  y eine  sehr  hohe 
Wurzel  zu  ziehen  und  ihren  Ueberschuss  über  die  i mit  dem 
Wurzelexponenten  zu  multipliciren  Das  Product  wird  den  natür- 
lichen Logarithmen  von  y desto  genauer  ausdrücken,  je 'grösser 
der  Wurzelexponent  ist.  Am  bequemsten  rechnet  man , wenn  man 
für  n eine  Potenz  von  2 annehmend  sehr  oft  nach  einander  die 
zweite  Wurzel  zieht.  — Erläuterungen  und  Beispiele  lindet  man 
in  Callet  Tables  de  Logarithmes.  pag.  11  — 15. 

Will  man  jedoch  mit  dem  natürlichen  Logarithmensysteme 
eines  vergleichen,  in  welchem  der  Zahl  p die  Null  als  Logarithme 
zugeschrieben  wird,  so  wird  man  mit  Berücksichtigung  des  Art.  20. 
in  dem  Ausdrucke 

ly=lim  (Vy—  1 )n 

n— * 


v in  — verwandeln,  wonach  er  in 
9 9 


n 

|^=lim(^  2.— l)n 


übergeht.  Dadurch  umstaltet  »ich  die  dortige  Gleichung 


Logy=mlim(i/  ? — l)n 
b=®  v p 

in  die  allgemeinste  Vergleichung 

Log 

der  man  dadurch,  dass  man  y mit  py  vertauscht,  auch  die  Form 

1Jr=^L°gey 

zuweisen  kann. 

Diesen  Vergleichungen  zufolge  erhält  man  für  Neper's  Lo- 
garithmen, bei  denen,  vermöge  Ajt.  4.  und  5.,  m — — p und 
p=10r  ist,  die  Vergleichungen  mit  den  natürlichen  Lo- 
garithmen 

log.nep.y  = — KFlog.nat.  , 
log.nat.y =—  log.nep.ylO7  • 


Digitized  by  Google 


163 


Aus  der  ersten  Gleichung  folgt  auch 

y l 

log.nat.  = — -l()J log.nop.y. 

und  hierin  liegt  folgender  Satz: 

Schneidet  man  von  den  Neper’schen  Logarithmen  und  von 
den  Zahlen,  zu  denen  sie  gehören,  7 Decimaistellen  ab,  oder 
lässt  man  in  der  N e p e r’scben  Logarithmentafel  sowohl  die  Zah- 
le* als  auch  ihre  Logarithmen  ZehnmHIiontel  zählen,  und  nimmt 
nun  noch  die  Logarithmen  negativ,  so  übergehen  sie  in  natürliche. 

Würde  man.  wie  es  am  angemessensten  wäre,  in  Neper's 
Canon  (Tafel)  die  ganzzahligen  Logarithmen  und  Logarithmande 
als  Zehnmilliontel  lesen,  folglich  p=jI07: 10r  — 1 und  m= — p= — ] 
setzen,  so  wäre  jeder  solche  Neu  ersehe  Logarithme  Log.nep.y 
=■— ly,  nemlich  der  entgegengesetzt  beziehliche  natürliche  Loga- 
rithnie  des  neralichen  Logaritnmands. 


22. 

Grenz  zahl  e. 

Der  in  Art.  18.  gefundene  Ausdruck  des  Moduls  verwandelt 
üch  in  jedem  logarithmischen  Systeme,  welches  p— 1 setzt,  in 

m = lim  jMl±5> 

o=o  V 

und  gibt  sofort  auch  (Art  4) 

1 1 
m=IiinLog(l  + ij)?  = Loglira(l  -f  rjyi . 
o=o  o=o 

Da  nun  m eine  fixe  Grenzzahl  ist,  und  zufolge  der  im  Art.  20. 
gepflogenen  Untersuchung  jeder  reelle  Logarithme  x nur  einer 
gewissen  Zahl  y zugehören  kann,  so  muss  auch 

v 

1 

lim  (1  f i))^ 
o=o 

eine  bestimmte  Grenzzahl  sein,  welche,  weil  die  Grenze  der 
Veränderlichen  17  eine  besondere  Zahl  ist,  gleichfalls  eine  be- 
sondere Zahl  sein  muss  und  einem  herrschenden  Gebrauche  zu- 
folge mit  e bezeichnet  werden  soll,  so  dass  wir 

1_ 

lira(l-f  tj)v=:e 

n=o 


fteUeo.  Dadurch  wird 
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m=  Loge , 

folglich  kommt  in  jedem  logarithmischen  Systeme,  wo 
Logl  =0  ist,  der  Modul  m mit  dem  Logarithmen  der 
Grenzzahl  e überein. 


Insbesondere  ist  im  natürlichen  Logarithmensysteme  m = l. 
daher  le  = l,  d.  h.  der  natürliche  Logarithme  der  Grenz- 
zahl e ist  gleich  1. 

Zur  näherungsweisen  Berechnung  dieser  Grenzzahl  e 
dienen  daher  die  in  Art.  20.  im  natürlichen  Systeme  lür  den  Lo- 
garithniand  y aufgestellten  einschränkenden  Grenzausdrücke,  wenn 
mau  daselbst  y=e  und  fy  = lc=  1 setzt.  Danach  wird 


‘imti 

liiiti: 


Sucht  man  vorläufig  nur  mindestens  die  zwei  engsten  ganz- 
zahligen Grenzen  (Schranken)  lür  die  fragliche  Grenzzahl  e,  so 
setze  man  allmälich 


»=1,  2,  3,  4,  5,. 


dann  ist 


-li 


h A.  ni  mt| 


aber 


c > l-5,  17,  10,  2-07 .i's  „i 


<4,  3-4,  31.  305,  20, ; 

mithin  liegt  c zwischen  2 und  3. 

Für  hohe  Zahlen  n ist  die  Verschiedenheit  der  Potentiande 
dieser  Grenzjiotenzen  etwas  unbequem,  deshalb  umsetzen  wir  in 
der  untern  Grenze  n in  n — 1,  wodurch  wir  denselben  Potentiand 
wie  in  der  oberen  und  sohin 


iraiioi 

iS  ho 


kt 

erhalten.  Das  \ erhältniss  dieser  Grenzen  ist  = ^1-|- 


also 


Id.. 

• I.iit 


"i;.  2 

nahe  = 1 + -• 

Wenn  demnach  u auch  schon  sehr  gross  ist,  so  beträgt  die 

Fehlergrenze  doch  immer  noch  wenigstens  — des  unteren  Grenz- 

werthes  von  e,  und  da  dieser  selbst  wieder  mindestens  2 ist,  so 

lallt  diese  Fehlergrenze  nicht  unter  — . 

n 


'Sl 
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Wählt  man  z.  B.  n=rlOOO,  so  ist 

e=  (1-001)«*0*-1....  (l-OOl)*"«^1 

uod  die  Fehlergrenze  geringsten«  0004.  In  der  That  findet  man 
mit  Hilfe  der  dekadischen  Logarithmen  e =27 143... .27190 , also 

die  Fehlergrenze  =00050,  so  dass  man  höchstens  e=27l 

setzen  darf. 

Wenngleich  die  hier  gezeigte  Berechnungsweise  der  Grenz- 
ahl  e ein  sehr  ungenaues  Ergebniss  liefert,  so  genügt  doch 
schon  der  von  uns  gegebene  Nachweis  der  Möglichkeit  einer 
beliebig  zu  verschärfenden,  wenn  auch  äusserst  schwer  und  ledig- 
lich in  der  Einbildung  ausführbaren  Berechnung  derselben , weil 
der  wirkliche  Zifferbetrag  dieser  Zahl  fast  nie  in  den  Zifferrcch- 
rmngen  der  Analysis  verwendet  wird. 

Führt  man  die  Grenzzahl  c in  die  int  Art.  20.  tür  I y gefun- 
dene allgemeine  Grenzgleichung  statt  y ein,  so  erhält  man  den 
sehr  folgenreichen  Grenzausdruck 


u.=o  u> 


23. 

Grundzahl  eines  logarithmische  n Systemen  und 
Berechnung  derselben  aus  dessen  Modul. 

Was  man  heut  zu  Tage  „Grundzahl  eines  Logarithmensystems“ 
nennt,  kann  in  einem  Systeme,  wo  man  die  Null  einer  anderen 
Zahl  als  der  1 zuweist,  wie  im  Neper’schen  Systeme,  streng 
genommen  gar  nicht  Vorkommen.  Denn  will  man  allgemein  jene 
Zahl  b die  Grundzahl  eines  Logarithmensystemes  nen- 
aep,  deren  Logarithmus  eine  bestimmte  ausgezeichnete  Zahl 
ß ist,  so  bat  man  nach  Art.  11.  1. 


* 


"eiche  Gleichung  mit  der,  den  gegen würtigen  oder  Euler’schen 
Begriff  vom  Logarithmus  begründenden 


.V  - b* 

l"ar  ähnlich  geformt  ist,  aber  in  sie  doch  nur  übergehen  kann, 
"enn  man  entweder  sämintliche  Logarithmen  x des  Systemen 
durch  ß und  gesammte  Logarithmande  y durch  p dividirt,  oder 
t=l  und  /}  = ] wählt;  dann  aber  hat  man  beide  Male  ein  anderes 
logarithniisches  System  als  das  eigentlich  betrachtete. 
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ln  der  That  stützte  Neper  sein  Logarithmensystem  nich 
wie  viele  Analysten  vorgeben,  auf  eine  bestimmte  Grundzahl;  < 
hat  und  benüthigt  diesen  Begriff  gar  nicht. 

Da  nun  der  ausgezeichnete  Logarithme  ß der  Grundzahl  mat 
nigfaltig  gewühlt  werden  kann , so  würde  die  Grundzahl  6 selb 
unbestimmt  bleiben ; indess  wird  sich  doch  im  Verlauf  unsen 
nächsten  Untersuchung  eine  begründete  Wahl  von  ß trefft 
lassen. 

Insofern  in  Neper’s  Systeme  der  Modul  m festgestellt  is 
frfigt  sich’s  nun , wie  zu  ihm  allgemein  die  Grundzahl  b gefunde 
werden  könne. 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  benützen  wir  das  in  Art  II 
allgemein  gezeigte  Verfahren , wie  man  zu  jedem  gegebenen  Is 
garithmus  x die  ihr  angehürige  Zahl  y berechnen  Könne,  indei 
wir  x — Logy  — ß und  y — b setzen.  Dadurch  erhalten  wir  für  di 
Grundzahl  die  allgemeinen  Ausdrücke 

‘-Lw^T-l>£r 

= ß .lim  ( J -l  ^ — p . lim  f 1 j-  oi ~ V • 

n=.\  mnj  v (o=0V  »»/ 

Anstatt  des  letzteren  Grenzausdruckes  lässt  sich  leicht  di» 
Grenzzahl  e einfuhren.  Denn  setzt  man 

ß _ 


so  ist 


m 1 1 ß 

(o  — ft-gt  — = — .£- 
' ß 0}  i)  m 

und  mit  Hauu:=0  auch  liinvy=0  verbunden;  und  man  findet 
6 = p . |jim(l  fi j)’i  » 


folglich  nach  Art.  ‘22. 

I I 

b — Q . cm  ’ 

als  den  einfachsten  allgemeinen  Ausdrack  der  Grün 
zahl. 

Bezeichnet  man  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logaritfnud 
systemes  mit  B,  so  hat  man  gleichzeitig  p=l,  m—1  und  b= 
zu  setzen,  und  erhält  sofort 
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ß=eß. 

Demnach  wäre  allgemein  die  Grundzahl  B des  natürlichen 
.ogarithmensystems  die  0- Potenz  der  Grenzzahl  e.  Da  nun  er- 
lebet leicht,  'dass  es  an)  passendsten  und  einfachsten  wäre,  so- 
:leich  diese  Gre  nzzahf  selbst,  nicht  aber  erst  eine  Potenz 
fernfben,  zur  Grundzahl  der  natürlichen  Logarithmen 
ib  machen,  nernlich  Ii—e  und  somit  den  fi'ir  jede  Grundzahl  6 
'«(gestellten  'ausgezeichneten  Logarithmen  ß—l  zu 
letzen. 

Geht  man  auf  diesen  Grund  ein,  der  auch  noch  dadurch  be- 
atsUwird,  dass  aus  Eulers  Begriff  vom  Logarithmus  notbweudig 
bist,  dass  der  Logarithme  der  Grundzahl  =1  sein  muss;  so  ge- 
ltutet man  folgende 

Erklärung: 

Die  Grund  zu  hl  eines  logarith  mischen  Systemen  ist 
diejenige  Zahl,  welche  1 zum  Logarithmen  hat. 

Diese  Erklärung  haben  auch  Karsten,  Kästner  und  K lü- 
ge! («ergi.  dessen  Math.  Wörter!).  III.  Bd.,  Logarithmus,  Nr- 119), 
weith*  mit  der  Ermittlung  von  Nepers  logarithmischer  Grund- 
zahl sich  beschäftigten,  angenommen,  wenn  auch  nicht  so  um- 
ständlich wie  hier  gerechtfertigt. 


Setzt  man  nun  in  den  Gleichungen  dieses  Artikels  ß — l , so 
ütagehen  sie  in 


1 

6 = pe"1. 


ln  den  jetzt  üblichen  Logarithmensystemen  fallt  die 
™l  der  Zahl  1 als  Logarithme  zu,  also  ist  p=  1 und  sofort 


y—b *, 


b—em. 

hei  Nepers  Grundzahl  der  Logarithmen  muss  man 
fischen  seinem  System  und  seinem  Canon  (Tafel)  der  Loga- 
nthmtn  unterscheiden, 

In  seinem  iogarithmischen  Systeme  setzte  er  r\—dy  unend- 
abnehmend,  p=107  und  m — — Q voraus,  also  ist 
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b = iyr. e-o  ooooooi  _ 10r(l _ i + ...) 

= 9999999  00000005 

die  Grundzahl  des  N'eper'schen  Logarithmensystemes. 

In  seinem  logarithmischen  Canon  dagegen  ertheilte  Neper, 
indem  er  ij=^0=l  w.lhlte,  der  Zahl 

9999999 =10r — l=p  — 1 

den  Logarithmen  x = 1 , also  ist  nach  der  ersten  der  obigen  Glei- 
chungen die  Grundzahl  des  Neper’schen  Logarithmen* 
Canons 


6=p—l=9999999. 

Karsten  hingegen  behauptet,  sie  sei  = 0"9999999.  (Klügel  a. 
a.  O.  S.  537.,'  Z.  7.  u.  S.  539.,  Z.  ± v.  u.). 


Neper  erinnert  aber  in  seinen  Schriften  zweimal  (ebendas. 
S.  537.,  Z.  4 — 7 und  8— *lü),  der  Logarithme  seiner  ersten  Pro- 
portionszahl 9999999=0  — 1 falle  zwischen  1 und  1‘OOOOUOl 

= 1 + — t daher  man  denselben 


= 100000005  = 1 + - 
9 


setzen  mag. 

Nimmt  man  daher,  nachdem  man  zur  Abkürzung 
setzt  hat. 


ge- 


und 


y=Q— 1. 


so  findet  man 


:!  + - = !+<; 


p = (1  — 0l+,> 

oder  wenn  man  für  einen  Augenblick 

« = |-q-£  = 1 —£  + £*  — «* .... 


setzt : 
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- = (l-f)»=l—  «t+  


«(«—!)  , 
T2~* 


= l_E  + f*_l-£S..„; 


folglich  ist 


b = e — i + 1 — 1 5i* .... = <Hn«99yüOüOOüi . 


Setzt  man  dagegen 


1 

*=l +?  = !+« 


um)  für  einen  Augenblick 


I 


m — £ ~ 1 2 +i4  8 

1 + 2 


m ist 


b ..  . , . m(m — 1)  , 

- =(1— j)"=1  — «it  + j“5 — t2.. 


1—  £ - 2 


Wilicb 

6=p—  1 + !y—  l*~.=  9 999  999-000000 05 . . . 

! 

^ Dieselben  Ereignisse  fand  Kästner  und  Kliigel  (a.  a.  (> 

Würde  man  (vergl.  Art.  21.)  in  Nepers  System  die  ganzzah- 
feen  Logarithmen  und  Logarithmaude  als  Zehnmillioutel  lesen, 
folglich  p = l und  m=  — g— — 1 setzen;  so  wäre  die  Grund* 
i »anl  des  auf  diese  Weise  ah^eänderten  Nepcr’schen  Lo- 

girithmensystems  = ncmlich  das  Umgekehrte  der 

«nmdzahl  e der  natürlichen  Logarithmen. 


Hieit  \ t 
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•24. 

Berech  nung  des  Moduls  eines  Io  gar i t h misch e nSy s te m es 
aus  dessen  Grundzahl,  oder  allgemeiner  aus  den  fest- 
gesetzten Logarithmen  zweier  Zahlen. 

Ne  per  hatte  seine  Logarithmen  vornehmlich  bloss  für  seine 
astronomisch  - oder  sphärisch -trigonometrischen  Rechnungen  aus- 
gedacht; sobald  er  aber  diese  wichtige  Entdeckung  seinem  Freunde 
Heinrich  Briggs  mitgetheilt  hatte,  rieth  dieser,  um  selbe  für 
die  gewöhnliche  dekadische  Zifferrechnung  mit  Zableu  nutzbar 
einzurichten,  die  Logarithmen  dergestalt  zu  bemessen,  dass  die 
den»  dekadischen  Ziffersysteme  zu  Grunde  liegende  Zahl  10  den 
Logarithmen  1,  und  die  Zahl  1 den  Logarithmen  0 erhalte. 

Hier  hatte  man  demnach  die  umgekehrte  Aufgabe  der 
vorigen,  nenilich  aus  der  für  ein  neu  zu  schaffendes  Logarithmen- 
system gegebenen  Grundzahl  6 = 10,  oder  noch  allgemeiner,  aus 
zwei  Zahlen  und  deren  Logarithmen , von  denen  jedoch  einer  Null 
ist,  des  logarithmischen  Systemes  Modul  m zu  berechnen. 

Zu  ihrer  Lösung  dienen  am  besten  die  in  Art.  20.  für  Logy 
aufgestellten  Ausdrücke,  in  denen  Log 9=0  ist,  weil  in  ihnen 
der  Modul  m als  Factor  vorkommt.  Wegen  der  Complicirtheit 

seines  Mitfactors  und  der  Einfachheit  des  Products  bleibt  es  je- 
doch rathsamer , dieses  Moduls  Umgekehrtes,  — . auszudrücken. 
Für  selbes  findet  man 

t (Vf-l)n  (V«-I)(n+1) 
m~  Logy„  Logy 

und 

(^Y-i 

lim.(V  ^ — Ijn  lim.  — 

1 »=aD  (f W 

m Log y Log y 

Ist  nun  die  Grundzahl  b gegeben,  so  setze  man  y—b  und 
Logy  = Log  />  — q;  dadurch  wird 


II 

m 


1 


1 » b 

-(V~l)(n  H), 


und 


1 

m 


= L.lim  .(yt 

Q »=»*  P 


<*>=0  W 
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Id  der  Neuzeit  setzt  man  durchweg  die  dem  Logarithmen 
Noll  entsprechende  Zahl  p=l , daher  hat  mah  hief  die  einfacheren 
Ausdrücke 


1 ”+l  » 

-={V  6 — l)n....(V 6 — t)(n-f  1), 


and 


I n 

— = lim.  ( V® — l)n=lim. 

rn  n=«  a;-  0 


Für  das  dekadische  Logarithmensystem  ist  6 = 10,  da- 
her findet  man,  mittels  vielfach  wiederholter  zweiteradiger  Wur- 
reiziehung  aus  10,  wie  Callet  a.  a.  O.  zeigt,  den  Modul  dieses 
Systems 


«1=0-4342944819..  . 


Im  natürlichen  Logari  tliin  ensy  teme  ist  der  Satzung 
jtemäss  m=l,  und  gefunden  ward  6 = e=2'71...,  daher  gibt  die 
»Ute  Gleichung  wieder  den  bereits  (Art.  22.)  erhaltenen'  Grenz- 

iasdruck  lim— — — =1. 


<o=0 


Den  Zusammenhang  zwischen  Grundzahl  undModul 
‘»jeglichem  Logarithmeusysteme,  welches  Log]  =0  setzt, 
reraag  man  am  einfachsten  durch  Vermittelung  der  natürlichen 
Logarithmen  aufzustellen.  Benützt  man  nemlich  die  in  Art.  21. 
erwiesene  logarithmische  Umwandelungsgleichnng 


log.artif.y  = m.ly  , 


indem  man  y = 6 setzt . so  erfolgt 


in . 16= L 

als  allgemeiner  Ausspruch  des  fraglichen  Zusammenhanges.  Mo- 
dal und  natürlicher  Logari thme  der  Grundzahl  sind 
oerolicb  in  jedwedem  1 ogaritbmi  s eben  Systeme  Umge- 
kehrte von  einander.  Und  danach  können,  wenn  einmal  die 
natürlichen  Logarithmen  berechnet  und  intabulirt  sind,  Modul  und 
Grundzahl  leicht  aus  einander  gerechnet  werden. 

Denselben  Satz  liefert  auch  die  (in  Art.  23.)  entwickelte  Glei- 

X 

ebung  6=e”,  wenn  man  in  ihr  die  natürlichen  Logarithmen  bei 
der  Seiten  nimmt ; da  sie  16  = — gibt. 


lg*- 
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IS. 

Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen  nach  ßyrg't 
Begriff  vom  Logarithmus  und  nach  Neper’s  Berech- 
nung« weise  der  Logarithmen. 

25. 

Bei  dem  (in  1$.  Art.  ü.  erörterten)  Zusammenhalten  der  gleich 
stelligen  Glieder  einer  geometrischen  Beihe  von  Logarithmanden  j 
mit  einer  arithmetischen  Beihe  von  Logarithmen  x hatten  die 
gleichzeitigen  Schöpfer  dieser  Anschauungsweise  der  Logarithmen. 
Neper  und  Byrg,  riehst  den  Ausgangsgliedern  y<y  — Q und 
ao=0  beider  Beihen  noch  ihr  gleichzeitiges  For tsch i eite» 
nach  einem  bestimmten  Gesetze  in  Zusammenhang  zu  bringen. 
Hierbei  scheinen  sie  von  Betrachtungen  folgender  Art  geleitet 
worden  zu  sein. 

In  einer  arithmetischen  Beihe  bleibt  sich  die  absoltilt 
(unverglichen  genommene)  Zu-  oder  Abnahme  derselben  von  Glied 
zu  Glied,  durchweg  gleich,  in  einer  geometrischen  jedoch  nur 
ihre  verh  ii  / In  is  s m äs  sitj  e Zit-  oder  Abnahme,  d.  i.  das  Verhält* 
niss  der  absoluten  Zu  - oder  Abnahme  zum  jedesmaligen  voran- 
gehenden Gliede.  Ist  netttlich  il  der  stete  Unterschied  der  arith- 
metischen Beihe,  so  diese  von  Glied  zu  Glied  um  il,  wenn  d 

uegativ  ^enn  dagegen  in  einer  geometrischen  Beihe  der 

stete  Quotient  q und  irgend  ein  Glied  y ist,  so  ist  das  folgende 
= qy : daher,  da  wo  // > 1,  ist  die  absolute  Zunahme  — qy — y und 

die  verhältnissmässige  — — -=q  — \,  oder  dort,  wo  q < 1,  ist 

die  absolute  Abnahme  =y  — qy  und  die  verhirltmässige 
= l—q.  Mithin  bleibt  in  einer  geometrischen  Reihe  die 

verhältnissmässige  der  Glieder  so  wie  der  Quotient  <j 

durchgehend«  sich  gleich.  Bios  wo  das  vorausgehende  Glied  y~l 
ist,  kommt  die  verhältnissmässige  Acndcrung  der  Glieder  mit  der 
absoluten  selbst  überein. 

Damit  aber  einerseits  in  der  arithmetischen  Beihe  der  Log*- 
rithmen  x jeder  vorgelegte  Logarithrne , und  andererseits  in  der 
geometrischen  Reihe  der  Zahlen  y jede  vorgelegte  Zahl,  auf  einen 
möglichst  geringen  Fehler  vorkomuie,  muss  dieser  Fehler,  iiem- 
lieh  in  jener  arithmischen  Logarithmen -Reihe  das  absolute  Inter- 
vall d,  in  dieser  geometrischen  Logarithmanden-  oder  Zahlen-  Beihe 
das  verhältnissmässige  Intervall , q — 1,  der  benachbarten  Glieder, 
möglichst  klein,  und  jedenfalls  hei  der  Grundanlagc  beider  ein 
ander  zugesellten  Beihen  entschieden  festgestellt  werden.  Dadurch 
wird  aber  auch  das  Verhältnis«  beider  dieser  Intervalle  oder  Zu- 
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nahmen  der  Reihenglieder,  d:(rj — 1),  »eiche»  mit  m hczciclmct 
werden  möge,  festgestellt;  und  man  erklärt  sonach  m als  ilas 
Grenzver^iiiltniss  der  unendlich  sich  verringernden  I n- 
tervalle  oder  Aenderungen,  d und  7 — I,  der  («Meder  in  der 
arithmetischen  Reihe  d er  Logari  t hm  en  und  in  der  geo- 
metrischen der  Zahlen;  nemlich  für  lim  r/=0  und  lim  (7—  1) 

=0  wird  „i  = lim^ — j gesetzt.  Dieses,  die  Art  oder  das  System 

der  Logarithmen  bestimmende , Grenzverhältniss , nt,  pflegt  man 
den  Modul  des  I ogari t h mi sehe n Systeme«  zu  nennen. 

Neper  Hess  (vergl.  Art.  5.)  die  arithmetische  Reihe  seiner 
Logarithmen  steigen  und  mit  dem  GHederpaarc  0,  k anheben,  also 
die  absolute  Zunahme  der  Glieder  d—k  positiv  sein;  dagegen 
lies*  er,  geleitet  von  seinen  sphärisch- astronomischen  Rechnungen, 
die  geometrische  Reihe  der  zugehörigen  Zahlen  sinken , und  mit 

p-K 

dem  Gliederpaare  p,  p — x anfangen,  also  den  Quotienten  7=  — — 

= 1 und  die  relative  Zunahme  der  Glieder  q — 1 = — — — 

9 ' 9 

x 

= — - negativ  sein.  Er  setzte  daher  überhaupt  den  logarithmi- 

schen  Modul  m~  — — -r  = — lt:~-  Insbesondere  nahm  er  (nach 
7-I  p 

Art.  7.) 


M°6ch 


und 


k-l,  p = 10000000,  x=l  ~k. 

- = 00000001 

Q 

,„  = — p =-10000000. 


Ilvrg  dagegen  Hess  tür  die  gewöhnlichen  Zitferrechnungcn  in 
ganzen  Zahlen  beide  verbundenen  Reilipn,  folglich  die  Logarithmen 
und  Logarithnmnde,  mit  einander  wachsen,  also  in  seiner  arithme- 
tischen Logarithmen  - Reihe  (vergl.  Art.  7.)  ebenfalls  die  Anfangs- 
glieder  0,  k und  die  absolute  Zunahme  der  Glieder  d = k positiv, 
dagegen  in  seiner  geometrischen  Logarithmanden-  Reihe  «lie  An- 


fangsglieder  p,  p + x,  folglich  den  Quotienten  7=  * 

und  sofort  die  verliSltnissinässige  Zunahme  der  Glieder  7 — 1 
=(£_+j0 — 9 _*  auc||  positiv  sein.  Er  setzte  demnach  überhaupt 

ff  x 

den  logarittiroischen  Modul  m=  j Insbesondere  nahm 

er  (laut  Art.  7.) 


Digitized  by  Google 


174 


* = 10,  e=l00000000.  x = 10000: 

also 

*=00001  und  rn  = 100000. 

9 


•26. 


Spätere  Mathematiker  erkannten  jedoch  bald 

1.  dass  es  rathsamer  sei,  von  dem  damaligen  Gebrauche,  blas 
mit  eanzen  Zahlen  zu  rechnen  und  demgemäss  nicht  nur  die  Lo- 
garithmande,  sondern  auch  die  Logarithmen  in  ganzen  Zahlen 
darzustellcn,  ganz  abzugehen  und  sonach  Logaritbmande  und 
Logarithmen  durch  üccimalbrüche  auszudrücken,  und 

*2.  dass  die  logarithmischen  Rechnungen  sich  ungemein  verein- 
fachen, wenn  inan  die  Null  als  Logarithmus  nicht  mehr  einer 
höheren  dekadischen  Einheit  9,  sondern  der  Stammeinheit  — der 
Eins  — zuschreibt,  also  analog  ß'=l  macht. 


Dazu  bedurfte  es  demnach  nur  sämmtliche  geometrisch  ge- 
reihten Zahlen  durch  diese  dekadische  Einheit  q zu  theilen 
Hiebei  blieb  der  Quotient  o dieser'  geometrichen  Reihe  ungeir 
dert,  weil  sein  Dividend  und  Divisor  durch  einerlei  Zahl  getbeitt 
wurden,  daher  q'-q-  Sonach  blieb  auch  die  verh'iltnissmässigt 
Zunahme  der  Glieder  dieser  geometrischen  Zahlenreihe  ungestillt 

9'— 1=9-1- 


In  Bezug  auf  die  Logarithmen  ersahen  sie,  dass  esangemessener 
sei,  den  in  t)enZifferrechnungen  gewöhnlich  verkommenden  ganzenZah- 
len  positive  Logarithmen  zuzuweisen,  folglich  nicht  allein  die  geo- 
metrische Logarithroanden  - Reihe,  sondern  auch  die  arithmetisch« 
Logarith  men  - Reihe  steigen  zu  lassen , sonach  in  jener  den  Quotienten 
«'>  1 und  in  dieser  die  Differenz  d‘  positiv  zu  machen.  Zugleich 
benützten  sie  den  von  Neper  (vergl.  Art.  I,  Cap.  1.  Def.  6)  her 
stammenden  Gedauken,  die  absolute  Zunahme  d'  der  arithmetisch 
gereihten  Logarithmen  der  verhältnissmässigen  Zunahme  q'— I 
der  geometrisch  gereihten  Logarithmandc  gleich  zu  machen,  als« 
d'  = q‘  — 1 zu  setzen,  folglich  den  Modul  dieses  abgeänderten  L« 
d* 

garitbmensystems  m‘—  j=l  zu  wählen.  Weil  aber  q‘ — 1=9—! 

und  wegen  m ~ r also  q — 1 = — ist,  so  hatte  man  auch  d'—~‘ 

n q — 1 ' in  U 

d.  i.  man  musste  zunächst  die  Zunahme  d der  Logarithmen,  folt 
lieh,  weil  das  Ausgangsglied  ihrer  arithmetischen  Reihe  Null  ist, 
sämmtliche  Logarithmen  durch  den  Modul  m theilcn. 


Diese  neue,  dem  Modul  m'  — 1 entsprechende,  Art  von  L"- 
gnrithmen  ergab  sich  demnach  aus  Neper 's  Logarithmentafel, 
indem  man  alle  Zahlen  durch  p=10?  und  alle  Logarithmen  durch 
m =s  — 10'  dividirte , folglich  Idos  von  den  Zahlen  und  Log» 
rithmen  7 Deci malstellen  ahschnitt  (oder  beide  als  ZehniniUiontel 
las)  und  noch  die  Logarithmen  mit  entgegengesetztem  Vorzereh» 
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hm.  Aus  Byrg’s  Logarithmentafel  ergab  sie  sich,  indem  man 
e Zahlen  durch  g — 10“  und  die  Logarithmen  durch  m—  10a 
eilte,  füglich  nur  von  den  Zahlen  8,  von  den  Logarithmen  aber 
Decimahtellen  abschnitt  (oder  jeue  als  Hundertmilliontel  und  diese 
s Uundeittausendtel  las). 


Insofern  nun  dieses  abgeanderte  Logarithmensystem  den  hier 
ls  Mturgemäss  nachgewiesenen  Anforderungen  (vergl.  noch  Art. 
9.)  genügte,  und  beide  Entdecker  den  Logarithmen,  wenn  man 
os  die  Zähleieheiten  ihrer  ganzzahlig  dargestellten  Logarithmande 
ld  Logarithmen  und  höchstens  noch  das  algebraische  Be- 
fhiingszeichen  der  letzteren  abfindert,  in  ihren  Logarithmen- 
ddo  dieses  logarithmische  System  aufgestellt  haben;  erkannten 
ie  Mathematiker  es  für  passend,  diese  Logarithmen  natürliche 
a Konen. 


Iin  natürlichen  Logarithmensynteme  ist  demnach  der  Modul 
(l 

i=lioi^— j = 1 fiir  lim <Z=lim (</—!)  = 0,  und,  wie  man  gegen* 
•wtig  zu  schreiben  pflegt,  ist  log.nat.l  oder  11  = 0. 


27. 

Für  die  Berechnung  des  Logarithmus  x einer  bestimmten  Zahl 
j für  einen  festgestellten  Modul  m hat  man  demnach  in  einer 
äMithen  Weise  wie  in  Art.  20.  die  Bleichungen : 

■t*=*o  + »d  — nd,  ~x0  + ()i  f I )</.=  (»  f 1 )U; 

j^=y09"=w"»  ynu=Ho<i'^ 


X = Xu-XnU>  Jf  =$»-•  y»+l- 

Lliniinirt  man  nun  hier  d und  so  w ie  dort  - , so  findet  mail 

(j 

kicht  auch  die  daselbst  aufgestellten  Bleichungen , sohin  auch  die 
■f sie  gegründeten  in  den  Art.  21 — 24  durchgefiihrten  Lehren; 
«eshalb  wir  uns  der  Wiederholung  derselben  hier  enthalten. 

Für  dieBrundzahl  des  Byrg'ischen  Logarithmen- 
tjttemt  setzt  man  in  Art.  23.  die  Zahl  p=108  und  den  Modul 
»=104;  danach  findet  man 

6 = 108.eooooul 


- in»M  x * i 4-  — . \ 

— + i0s  + io*°  ' io15  f I0*° 

= 100001000  0050000160  . .. 
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Zur  Berechnung  der  Grundzahl  b der  Byrg’ischen  Lo- 
g a r i t hm  e n taf  e l heniitzt  inan  die  aus  Art.  11,  1.  und  2.  so  wie 
auch  aus  Art.  23.  folgende  Gleicsung 


indem  man  auf  den  von  mir  (in  Art.  23.)  gerechtfert'gten  Begriff 
der  iogarithmischen  Grundzahl  eingehend  f}=l  wähl.'. 

Setzt  man  nemüch  nach  Byrg’s  Annahmen  (Art.  23.) 

P = 108,  y,  — p + »; 

also 

^=1+^  = 10001 

p pl 

und 

x,  —d=k  = 10, 

so  ist 

6=108(1’0001)^°=  lO^fl  + ^ f ^o....)*) 

= 1000009fK)0550012 .... 


C. 

Aufbau  der  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen 
über  einem  gewiss  en  Grenz  Verhältnisse  und  auf  dem 
gewöhnlichen  Begriffe  vom  Logarithmus. 


28. 


Wenn  y eine  beliebige,  n eine  absolute  ganze  Zahl  vorstellt, 
so  ist  bekanntlich 

y"~~ + ,yn~*  + 2 /"“*+  - + y + 1) » 

daher  der  Quotient  oder  das  Verbältniss 


y-\ 


=y-‘ 


+y-*  + 


+y  + 1- 


*)  Um  über  die  Betrage  dieser  Luxuszahten,  die  man  Neper’«  und 
Byrg's  logarithmischc  Grundzahlen  nennt,  kurz  und  sicher  absprechen  zu 
können,  habe  ich  mir  erlaubt  ausnahmsweise  liier  und  in  Art.  24.  die 
convcrgcntcn  Reihen  anzuwenden. 
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Würde  man  nun  die  willkührlicbe  Zahl  y geradehin  = 1 setzen, 

so  möchte  jener  Quotient  die  unbestimmte  Form  g annehmen  , 

diese  Potenzensumme  aber,  weil  n güederig,  in  die  Summe  von  « 
Einsen  also  in  n selbst  übergehen.  Man  muss  daher  diesen  Po- 
lentiand  t/  als  eine  der  Grenze  1 unablässig  zustrebende  verän- 
dediche  Zahl  an.sehen,  wonach  auch  alle  ihre  natürlichen  Poten- 
zen derselben  Grenze  1 zustreben,  und  die  ngliederige  Poten- 
zensumme  der  Grenze  n ohne  Ende  näher  rückt.  Dadurch  wird 
man  berechtiget,  diese  Grenze  der  Potenzensumme  als  Grenze 
jenes  Quotienten  anzusehen,  folglich  zu  setzen 


lim  H- j—  n. 

y=i.V—  * 


Noll  die  Zahl  y ihrer  Grenze  1 stetig  sich  nähern,  so  muss 
ne  wenigstens  in  den  spateren  Stadien,  ebenso  wie  ihre  Grenze 
reell  und  positiv,  dabei  jedoch  entweder  kleiner  oder  grösser  als 
diese  Grenze  sein,  folglich  entweder  im  Wachsen  oder  im  Ab- 

»ehnien  dieser  Grenze  zustreben ; es  ist  nemlich  y ^ lund  litny=I, 


> 

«oför  wir  im  Zusammenhänge  limi/  = l schreiben  wollen. 

‘ < 


Danach  ist  in  der  obigen  Potenzensumme  jeder  Summand,  als 
Potenz  von  y,  so  wie  diese  positiv  und  dort  grösser  hier  kleiner 
da  1,  und  strebt  der  gemeinsamen  Grenze  i zu,  folglich 


> 

Um(y»-‘  +»n-*  + ...+»*+^+  l)=n 

< 

uid 


lim 


„n— 1> 

- r =» 

V — J 


29. 

Bezeichnen  wir  den  Unterschied  zwischen  y und  I mit  ,r, 

> *> 

öemlich  y—\—x,  so  ist  für  y=l  dieser  Unterschied  x = 0,  und 

< < 

die  letzte  Grenzvergleichung 

|;m(l — x)~  ^ = « für  limx  =0. 

x < < 

Unterscheidet  man,  zur  genauen  Erforschung  der  Verglei- 
rhungszcichcn,  ob  x positiv  oder  negativ  sei,  so  hat  man  zunächst, 

»enn  x positiv,  also  limx^_0  ist. 
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(1 +*)•-!> 

n 9 

x — 

daher  wenn  man  beiderseits  des  Vergleichungszcicbeus  uiit  der 
positiven  Zahl  x multiplicirt  und  1 adüirt, 

, (1 +a:)»^  1 +nar, 

und  wenn  man  beiderseits  die  nte  Wurzel  aus  diesen  zwei  die 
1 übersteigenden  positiven  Zahlen  zieht, 

N 1 
1 + x zL(l+nxy  » 

endlich,  wenn  man  noch  beide  eben  solche  Zahlen  nach  dein  po- 
sitiven Exponenten  — potenzirt, 

/ 

(1  + ar)*^  (1  -f  nx)  **  ■ 


Ist  dagegen  x negativ,  also  lima;  ^ 0,  so  hat  man 

(1+x)»— 1- 

a: 

oder,  weil  Dividend  und  Theiler  negativ  siud,  nach  Veränderung 
ihrer  Vorzeichen, 


1— (l+ar)»  = 

-a:  < 

Multiplicirt  man  nun  zu  beiden  Seiten  des  Vergleicbungszeichen» 
mit  «1er  positiven  Zahl  — x,  so  wird 

1 — (l+ar)"^—  nx; 

daher,  wenn  man  beiderseits  (1  + 1)"  und  nx  addirt,  ist 


1 +«*^(1  +•*)"; 

folglich,  wenn  man  von  beiden  verglichenen  Zahlen  ihre  Umgekehr- 
ten nimmt,  das  heisst,  durch  beide  die  1 theilt,  muss  das  Un- 
gleichheitszeichen nmgewendet  werden,  und  es  erfolgt 

1 = ) 

1-f  nx  > (1  + a:)" 


oder 


(l'  + nar)-1^  (1+a-)—. 
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Erhebt  man  nun  beide  positive  Zahlen  7.ur  Potenz  des  posi 

titen  Exponenten , so  wird 

r — n x 


L—  ■ 

(l+nx:)~>(l  +*)*■ 

Sonach  ist  im  Zusammenhänge,  fiir 

> 

limxr=0, 

< 


i>  -I 

lim(l  -l-j  J'^lim  (t  -f  nx)nM 

< 

4 

Hieraus  erhellet  nun,  dass  beide  diese  Potenzen,  von  denen 
die  erste  nur  von  c,  die  andere  nur  von  n.T  abhängt,  bei  gleich- 
zeitiger  unendlicher  Abnahme  dieser  Veränderlichen  x und  >ix, 
einer  und  derselben  Grenze  zustreben  müssen,  oder,  wenn 
man  diese  Veränderlichen  durch  eine  neue  mit  ihnen  zugleich  un- 
endlich abnehmende  Veränderliche  cd  vorstellt,  dass  die  Potenz 
1 

(Ho)"  einer  gewissen  Grenze  ohne  Ende  sich  nähern  muss. 

1 

Diese  Grenzzabt  kann,  weil  die  in  der  Potenz  (1  -f  m)"  einzig 
torkommende  Veränderliche  ca  in  ihrem  äussersten  Greuzwerthe 
in  Noll  übergeht,  lediglich  eine  völlig  bestimmte  oder  besondere 
Zahl  sein.  Linern  allgemeinen  Gebrauche  gemäss  pflegt  man  sie 
durch  den  Buchstaben  e zu  bezeichnen;  also 

1 

lim(l-f  o»)"  —e 
n>=0 

« netzen. 


30. 


Erforschen  wir  nunmehr,  oh  diese  Grenze  e bei  unendlicher 

1 

Abnahme  von  <u  von  der  Potenz  (1-f  oj)“'  im  Wachsen  oder  Ab- 
Nehmeo  angestrebt  werde. 

Weil  ux  mit  x gleichzeitig  positiv  ist  und  unendlich  abnimmt, 
so  muss,  vermöge  der  zuletzt  an fges teilten  Qrtnzverglciehung,  die 

Potenz  (1  + m)™,  wenn  <a  von  nx  auf  seinen  nten  Theril,  x,  ub- 

"'"■mt,  für  Ejjjj™  Wertl.c  von  xr,  nx:  und  cd,  Nehmen-  um,  ^ 

niit  muss  diese  Abnahme  auc^  Fortbestehen , wenn  die'  jeweilige 
Abnahme  der  Veränderlichen  iu  auf  ihren  nten  Theil  sich  fort- 
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x x ;c 

nährend  wiederholt,  also  to  allmählig  auf  vx,  x,  — » -=■>  , ,u.s.  f. 

11  fl  H 

herabsinkt. 

Weil  jedoch  ar  beliebig  klein  und  n beliebig  gross  angenoni- 
werden  kann,  so  müssen  die  hinreichend  klein  gewühlten  Glieder 
jeder  anderen  Reihe  von  Werthen  der  Veränderlichen  <a  zwischen 
je  zwei  Glieder  jener  abnehmenden  geometrischen  Reihe  lallen; 
lolglich  muss  auch  für  die  neue  Reihe,  also  überhaupt,  wie  auch 
immer  das  Gesetz  der  unendlichen  Abnahme  von  to  lauten  möge, 

die  Potenz  für  Pos'f’,.TC  Werthe  von  to  ohne  Ende 

' n ' w negative 

abnebnieid  der  Grenzzahl  e zustreben,  nemlich  lur 


ist 


in  i . ii'ik'uuio*!  . 
• i *d  . tyitf  diln  i.v 
1*1111  * niibihnbaC 

■ *»  1 ’ll’ij  .HOKHÜni 

d •jIii.ii.v  tioudi  lim 

■ i 'I  *>f4»  -o-id*  , j'i-ii 

•omin  initi.il  d iia  e 


> 

lim  <o=0 

< 


1 < 

lim(l+«)“  — c. 

> 


.■iiei'l  tulWillU  UVCTjili 
Itl  i lull  ••tri* 
ivj  t.  iij-iilbn’iini  rvgi 
n » d I •*  s i ti  h b n u t *i i 
n > ! ii’i«Iuii!i-i  / 'in'jiii  t 
m ' "fiivmiloinltt  ilriitl 


Daraus  folgt  sogleich,  das  für  jeden  n^ativen  ",crl*1  vo"  “ 
die  Potenz 

lohn  . Vil  filbytodfi  flh 

1 , 

(1  -f  to)“  ^ e 


sein  muss. 

Setzt  mau  daher  einmal  (0  = ~ uud  ein  andermal  <o  = — »T-f-T 
wobei  n absolut  und  ganz  sein  soll,  so  ist 

/ I\" 

V 11»  IIOlil*-lnl  1 

ii'i<-n  i Ir  im  v'(<«  l i'  •9(0*1  i*ih  nov  «•  itoi  omdi 

(\ l — \— 1"+ 1 1 — . — l v-(if  i , , 1Y>+1 

V *+')  "(,+i)  = (,+«)  * 


ufid 

Jmia 

also 


f < 


ugilii/idl  Sib 

hol  d 


/,  1 V ^ /.  . I \n* 


.>  1 1> 

i!‘3  ,ü‘  *«* 

1 \if* 

/ vib  nmllfMNlN 
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Insbesondere  findet  man  für  « = 1,  dass  die  fragliche  Grenz- 
zahl zwischen  den  ganzen  Zahlen  2 und  4 liegt.  Wie  man  diese 
einschränkenden  Grenzausdriicke  zur  wirklichen  Berechnung  von 
e verwenden  könne,  ist  in  Art.  22.  gewiesen  worden. 


31. 

Aus  der  obigen  allgemeinen  Grenzrergleichung 

L<  > 

lira(l  4-ta)w=  e liirlinuu— 0, 

> < 

folgt  für  positive  co,  der  Ordnung  nach, 

(l  + ß>)'"^e,  l-fco^e",  i o^e“ — 1,1^— — 
dagegen  für  negative  ru,  wo  — co  positiv  ist, 

(!  + »)--«,  T<e,( T \ <(c)  ’ 

(l  + n>r  V (1  -f  b)“  / 


l + o 1 — (l-J-e>)=  — oj  — 1 — e,0,l 


— ■ e"‘  — 1 _ 
> 0) 


mithin  ist 


gfÜ t ^ ^ 

lim — 1 für  lim  ro=0. 

" < < 

Eine  Bestätigung  dieser  wichtigen  Grenzvergleichung  finden 
*ir  an  der  in  Art.  29.  erwiesenen  und  ihr  eigentlich  zu  Grunde 
liegenden  ' 

lim  — t— ' — — - =«  für  limar  = 0. 
x <.  < 

Oenn  dividirt  man  durch  n,  setzt  nx=u,  also  n = — , so  verwan- 
delt sie  sich  in 

CO  (0  w < 


für 


lim  (o  — 0 
S 
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3-2. 


Sei  in  Bezug  auf  eine  beliebige  von  0 und  1 verschiede« 
absolute  Grundzahl  b der  Logarithme  der  zwischen  2 und  4 e»t 
haltenen  absoluten  Grenzzahl  e,  oder  — wie  wir  ihn  kurz  nennet 
wollen — der  6 - Log  a r i th  me  von  e,  die  Zahl  m;  in  Zeicha 


log e = m,  also  bm  — e.  Führt  man  diesen  Ausdruck  von  e in  4« 
zuletzt  gefundene  Grenzgleichung 

e“  — 1 . 


lim 

oi=0 


=i 


ein,  und  theilt  sie  durch  m,  so  wird 

6""  — 1 


lim 

o=0 


l 

m ‘ 


folgt 


Setzt  man  noch  abkürzend  mco—e,  also  auch  lime=0, 


lim 

e=0 


6'  — 1 


1 

" rn ' 


- 4 * 

löge 


eine  bemerkenswerthe  Grenzgleichung. 

Kehrt  man  ihre  beiden  Theiie  um,  so  ist 


lim 


r=m  = löge. 


r=0  — 1 

Da  t eine  unendlich  abnehmende  Zahl  ist,  so  ist 


lim  (b')—b°=l, 

'=0  _j 

also  darf  b'—\  f gesetzt  werden,  wo  auch  limi}==0  ist.  Daa 


ist  t=log(l  (->;) , und  für  diese  Ausdrücke  übergebt  die  Gleiebon«* 


lim  loJLlLL?I=, 
v=o  V 


■ löge. 


4 

der  man,  weil  log  1=0  ist,  auch  die  Form 


4 4 

log(l-ftj) — log!  4 

lim  -0-V.T-'2-  *_  =m= löge 

-i=0  (1  + *2)  — 1 6 


ertheilen  kann. 

Zu  jedem  Logarithmensystem  ist  demnach  das  Verhältnis«  4s 
geringsten  Aenderungen  der  kleinsten  Logarithmen  zu  den  entsp"' 


l 
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ebenden  Aenderungen  ihrer,  der  Zahl  1 benachbartesten,  Zahlen  ein 
bestimmtes,  m,  welches  der  Modul  dieses  logarithmischen  Sy- 
steme« genannt  wird  und  mit  dem,  in  diesem  Systeme  verkommen- 
den, Logarithmen  der  Grenzzahl  e=271 ...  übereinfällt. 

Da  nun  der  Logarithme  der  Grundzahl  in  jeglichem  Systeme 

b 

= 1 ist,  so  sieht  man  sich  durch  den  Ausdruck  löge  des  loga- 
nthmischen  Moduls  aufgefordert , sich  ein  Logarithmensystem  zu 
denken,  dessen  Grundzahl  die  gefundene  Grenzzahl  e ist;  was 
möglich  bleibt,  weil  e absolut  und  von  0 und  1 verschieden  ist 

e 

Durch  den  Uebergang  von  b auf  e wird  loge=l,  daher  obige 
Drenzgleichung 


lim 

v=o 


logfi+^-logl 


In  dem  Systeme  dieser  e-Logarithmen  sind  daher  die 
geringsten  Aenderungen  der  kleinsten  Logarithmen  den  entspre- 
chenden Aenderungen  ihrer,  der  Zahl  1 benachbartesten,  Zahlen 
gleich,  oder  der  Modul  ist— 1. 

Insofern  nun  die  Analysis  selbst  auf  dem  Wege  einer  ganz 
ungekünstelten  Erforschung  von  naturgemäss  zur  Frage  sich  auf- 
werfenden Grenzverhältnissen  zu  der  mit  e bezeichneten  Grenzzahl, 
»ad  danach  zu  den  auf  die  Grundzahl  e beziehlichen  Logarithmen 
Eeleitet  wird;  und  insofern  diesen  die  in  Art.  19.  aulgezählten 
Eigenschaften  zukommen:  sieht  man  sich  ohne  Zweifel  berech- 
tiget diese  «-Logarithmen  natürliche  zu  nennen. 


33. 


Bezeichnet  man  nun  diese  natürlichen  Logarithmen  blos  mit 
dem  einfachen  Buchstaben  I,  so  findet  man  aus  der  obigen  Glei- 
chung 6*=«  die  bekannte  rnlA=l.  Ferner  wenn  x der  6-Lo- 
garithme  von  y ist,  also  bz—y  ist,  hat  man  auch 

bmz=er—ym, 

aUo 

% 

x = \ (ym), 
oder 


» 

logy=mly. 


Daraus  folgt  auch  e—yx  und  sonach,  mit  Bezug  auf  Art.  31, 


_ -<o  . m 1 

f =yx  , oder,  wenn  man  — w=~  setzt. 
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1 n 1 X 

e"  Vy  und  (o  = ---- 

Bringt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Grenzvergleichung 

p<0  _ l>  > „ 

lim =1,  limo>=0 


und  setzt  noch 


so  wird 


x = logy, 


lim  (vy— !)n  = l , 

logyn=x'v  J < 


obere 


wobei  das  ^ Verglei«  hungszeicheti  gilt,  wennco  = 

positiv  . 
negativ 


'S 


Nimmt  man,  wie  üblich,  6>  1,  also  m=loge  positiv,  lene 

für  y eine  AbsoluUahl  über  1,  daher  auch  logy  positiv  an,# 

kommt  letztere  Bedingung  darauf  zurück,  dass  n {J”ga[iv  sei- 

Für  diesen  Fall,  wo  b und  y>  l ist,  findet  man  demnach  dl 

b 

gemein,  wenn  man  mit  der  positiven  Zahl  logy  die  Vergleiche? 
multiplicirt , 

logy  =rnlim(Vy—  1)«» 

i ^ 

für  lim  — =0,  oder  für  limn  = ±ac  ; 

B < 

4P 

daher  insbesondere  für  natürliche  Logarithmen,  d.  i.  für  b -t 
in  = 1 , und  y > 1 , 

«s  " 1 

lu=lim(V»/ — l)n,  lim-=:0. 

Anders  dargestellt  ist 

>y = 0 — JT V •••• (V  v— *)  * ■ 

Vy' 
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renn  man  nemlich  n erst  negativ,  dann  positiv  setzt.  Dabei  ist 

fl 

bs  Verbältniss  der  oberen  Grenze  zur  untern  = Vy- 
Setzt  man  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 


M ist 


Dl  Doch 


^ = 1+»/,  und  ( Vy — l.n=)nu  = Y; 


V 


K 


Y „ Yu"1  „ 

rF7<=i-«i+T?i>r-Hi 


ist,  to  findet  man  um  so  mehr 


I y=  Y—  u Y ....  i 
die  Fehlergrenze  = u Y. 


w 

AVIeit 


D. 


ung  der  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen 
Dich  dem  dermalen  gebräuchlichen  Begriffe  der 
Logarithmen. 


34. 


I.  Für  eine  festgesetzte  Grundzahl  b sei  x der  Logarithme 

b 

w« Zahl  y,  in  Zeichen  log^  = x,  so  ist  (vermöge  Arl.  10)  b*=y. 

Zugleich  ist  aber  auch  nach  dem  Begriffe  vom  Wurzelziehen 
(Hadiciren) 

* ' i 

X 

b=Vy=  Vy; 


d.  h.  rad 

t 


icirt  man  eine  Zahl  y nach  ihrem  Logarithmeu 


I=lo«j(,  oder  gewöhnlicher  ausgesprochen,  zieht  man 
*•» » iner  Zahl  y d iejenige  W u rzel,  deren  Exponent  ihr 

Logarithme  x=logy  ist,  so  erhält  man  die  Grundzahl 
».auf die  sich  jener  Logarithme  bezieht. 

U.  Ist  die  gewählte  absolute  Grundzahl  b — wie  es  sein 
muss  — von  0 und  I verschieden,  so  gibt  es  zu  jeder  Absolut* 
zahl  y einen  reellen  Logarithmen  x.  Denn  der  Ausnahmsfall  y—  1 


tt»o4  XV. 


13 
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ist  bekanntlich  durch  ar=0  erledigt,  weil  6°=1  ist.  In  jedem 
anderen  eigentlich  zu  erforschenden  Falle,  wo  3/  ^ 1 ist,  sei  der  in 

Frage  gestellte  Logaritlime  überhaupt  ein  rationaler  auf  die  re- 
gelmässige Form  (von  ganzzahligem  Nenner  und  Zähler ) zu- 

rückgeführter  Bruch,  nemlich  x~  — • so  soll  b*~bn  = y sein 

Dann  muss  bP=y" ; nemlich  einer  Potenz  der  Grundzahl  b eine 
Potenz  des  Logarithmands  y gleich  sein. 


Potenzirt  man  aber  sowohl  die  logarithmische  Grundzahl  6 
nach  allen  algebraisch  aufsteigend  geordneten  negativen  und  jio- 
sitiven  ganzzahligen  Exponenten  von  — ao  Ins  +®,  den  Loganth- 
mand  y aber  nach  allen  absoluten  ganzzahligen  Exponenten  von 


0 bis  * ; so  muss , wenn  b 


1 


ist,  die  erstere  Potenzenreibe, 


vorwärts 

rückwärs 


genommen,  vom  Unendlichklcinen  an  bis  ins  Unendlich- 


grosse aufsteigen,  die  andere  Potenzreihe 


aber,  wenn 


ist. 


von  1 an  unendlich  ^nehmen  Mithin  muss  jede  Potenz  der  letz- 
teren Art,  wicy",  entweder  mit  einer  Potenz  der  ersteren  Art. 
wie  yP,  übereinfällen,  oder  wenigstens  zwischen  zwei  benachbarten 
solchen  Potenzen,  wie  yv  und  yP+'  liegen.  Im  ersteren  freilich 
seltenen  Falle  ist 


folglich 


p_ 

y"  — bP , als o j = 4". 


im  anderen  und  gewöhnlichsten  Falle  ist 
ynz=bP  . ..6p+', 


daher 


und  sonach 


y — 


1 4 p 

log»  = „ 


1 


rt  1 


p+J 

n 


wobei  die  Fehlergrenze  — durch  allmäliche  und  unendliche  Ver- 

grösserung  des  Exponenten  n nach  und  nach  immer  kleiner  ge- 
macht und  dem  Verschwinden  beliebig  nahe  gebracht  werden  kann, 
mithin  der  geforderte  Logarithme,  selbst  wenn  er  irrational  wäre, 
mit  jeder  gewünschten  Schärfe  genähert  sich  bestimmen  lässt. 
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36. 

* b 

Da  allgemein  log y-=zx,  und  insbesondere  log  1=0  ist;  so 
»ml,  weil  in  der  mit  der  ersteren  Gleichung  in  den  Begriffen  un 
rortrennlich  verbundenen  bx—y  bei  stetiger  Veränderung  des  Ex- 
ponenten x auch  die  Potenz  u stetig  sich  ändert,  folglich  umge- 
kehrt eine  stetige  Acnderung  dieses  Logarithmands  y nothwendig 
jenen  Logarithmus  x auch  wieder  stetig  abändern  muss,  bei  der 
unanlbörlichen  Annäherung  des  Logarithmands  y an  die  Grenze  1 
der  Logarithmus  x der  Grenze  0 zustreben  oder  unendlich  abnch. 
men.  Eg  ist  ncmlich,  für  liiuy  — 1,  limx=0  oder,  kürzer  darge- 

ottlltjim  Iogy=r0,  und  mit  Rückblick  auf)  Art.  34.  I.  ist  6=lim(^), 

f=;l 

bei  noch  y — l — y,  alsoy  = l-fij,  so  ist  limy=l  gleich- 
idtend  mit  lim =ü,  und  es  übergeht  der  letzte  Ausdruck  in 

1 

/»—  lim(l-f  >j)',  (ilr  lim ij  =0=llm x. 

Eine  Bestätigung  dieses  Ausdruckes  liefert  auch  die  be- 

" 6 ‘ k 

kannte  Gleichung  log6  = l,  der  wir  die  Form  liro(logy=  .T)  = l 
• v=» 

ortheilen  können. 

b 

Denn  setzen  wir  y = b(l  +ß),  so  kann  x = logy— 1-f«  ge- 
oetjt  Herden,  wofern  mit  lim (3=0  auch  lim  tr— 0 verbunden  ist. 
Dum  i»t 


ab« 


6H*  = &(l+/3), 


A«=l  + ß 


and 


oder  vollständig 


1 


i 

6 — lim (1  -f-ß)"  Ihr  lima— 0=lim(3. 


36. 

Erforschen  w ir  noch,  in  welcher  Vergleichung,  wennx  und  y — 1 
oinstimmig  sind,  die  Grundzahl  b mit  I stehe. 

Bekanntlich  gehört,  wenn  die  Grundzahl  (der  Potentiand) 
ist,  zu  einem  positiven  Logarithmen  (Exponenten)  x ein 

13’ 
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Logarithmand  (eine  Potenz)  l ; dagegen  zu  einem  negativen 

Logarithmen  x ein  Logarithmand  y^  1;  folglich  muss  umgekehrt 

zu  einem  Logarithmand  y^l,  für  den  also  der  Unterschied  y — 1 

negativ  ist*  und  zu  einen’  negativen  Logarithmen  x jedenfalls  eine 
Grundzahl  1 gehören. 


37. 


Vermöge  Art.  34.  I.  lässt  sich  zu  einem  jeden  reellen  absolu 
ten  Logarithmand  y ^ 1 , oder  zu  jedem  positiven  oder  negativen 

Unterschiede  ij  =y  — 1 dieses  Logarithmands  y von  1,  und  zu 
jeglichem  ihm  beigelegten  positiven  oder  negativen  Logarithmen 
x die  entsprechende  logaritnmische  Grundzahl  b,  als  die  einem 
gegebenen  Radicand  (y)  und  Wurzelexponenten  (x)  zugehörige 
Wurzel  (6),  mit  vollkommener  Bestimmtheit  berechnen.  Unter 
diesen  Annahmen  für  y oder  fiir  y — 1 = y und  für  x ist  aber  die 
bemerkenswertheste  gewiss  die,  ho  man  diesen  Logarithmen 
x jenem  Unterschiede  rj  völlig  (in  Grösse  und  Beziehung)  gleich. 
x — 7}=y  — 1,  voraussetzt  und  beide  mit  einander  unendlich 
ab  nehmen,  lim x=0,  limij  = 0,  lim  (y — 1)  = ü,  sein  lasst. 


Für  diese  ausgezeichneten  Bedingungen  müssen  die  in  Art.  35. 
aufgestellten  allgemeinen  Grenzausdrücke  der  Grundzahl  6 notli- 
wendig  eine  ganz  absonderliche  logarithniische  Grundzahl 
darbieten,  die  wir  mit  e bezeichnen  wollen,  wonach  wir  erhalten 


e = lim(y»_l  ) = lim  (1  + r/)i. 
v=l  v=0 

V7on  dieser  Grundzahl  lässt  uns  der  Art.  36.,  weil  der  Unter 
schied  y — 1 = rj  mit  dein  ihm  gleichen  Logarithmen  x auch  gleich- 
stimmig ist.  sogleich  erkennen,  dass  sie  grösser  als  Eins  sein 
muss. 


38. 


Erforschen  wir  sofort  den  Zusammenhang  dieser  ausgezeich- 
neten logarithmischen  Grundzahl  e mit  jeder  anderen  b.  Für 
diese  bietet  der  Art.  35.  die  allgemeinen  Grenzausdrücke 

1 1 

b = lim(y  T)  =lim ( I -f  if)z 


zu 
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limy=l,  limx=0,  limij=0. 


Daher  ist  auch,  wenn  man  beiderseits  nach  ^ = ^ | potenzirt, 


* I 

lim(&v)=lim(y*~l  )=lira(l  -f-  t])r' , 
y=i  v-o 


folglich  nach  obigem  Grenzausdrucke  von  e, 

X 

lim(6^)  = e. 


Hiernach  ist  nun 


..  x 


oder  wegen 


i«h 


lim— = loge, 

n h 


x—[ng(y~  1 + »/) 


lim  !2S»=|imM±^=lo*ge. 

»=i  y— 1 ,=<>  V 

Diese  Gleichung  hätte  sich  auch  gefunden , wenn  man  von 
obmn  Ausdrücken  der  Grundzahl  e die  auf  die  Grundzahl  b be- 
n'eflichen  Logarithmen  genommen  hätte.  Sie  lässt  sich , weil 


1=0  ist,  auch  so  darstellen: 


lim  =.  lim  !^]  ^£=loge. 

s=,  y— 1 v=o  (l+y)— » 

x limX 

Ans  der  Gleichung  lim(6'()  = 6 ’i=e,  und  noch  leichter 

1 ] | 

ihrer noth wendigen Folge6  = lime*=e  T,  erhellet,  dass  die 
Grundzahl  b,  also  auch  der  gesammte  Charakter  eines  jeden  lo- 
sarithniischen  Systems  lediglich  von  dem  völlig  bestimmten  und 

k Jß 

dem  löge  gleichenden  Grenzverhältoisse  — den  kleinsten  Loga- 

filhmen,  x,  zu  den  geringsten  Unterschieden,  y=y  — 1 , der  Lo- 
rorithmande  « von  1 abhänge.  Deswegen  wird  dieses  Grenzver- 
häitniss  der  Modul  des  betreffenden,  der  Grundzahl  b zugehöri- 
gen logarithmischen  Systems  genannt.  Wir  bezeichnen  es  mit 

x 

w und  haben  demnach  m = lim-'  oder 

V 
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und 


m ~ lim 

v=  1 


_L»?1  = »in. 

1 v=o 


log(l  f «) — lot»  1 .* 

(n^F=r~=l"*' 


1 

A™  ss  e , b — em. 

Für  die  auf  die  Gruudzahl  e heziehlichen  Logarithmen  ist 
x = r],  also  der  Modul  m = 1. 


3U. 


Insofern  nun  die  genauere  Erforschung  der  Logarithmen  ganz 
einfach  und  naturgemäss  auf  die  ausgezeichnete  logarithmische 
Grundzahl  e hinleitet,  und  insofern  hei  diesem  logarith mischen 
Systeme  das  zur  Betrachtung  sich  aufdrängende  mit  dem  Manien 
„logarithmischer  Modul“  helegte  Grenzverhältniss  in  dgs  Gleich- 
hcitsrerhaltniss  oder  in  1 übergeht,  ist  es  angemessen,  derlei 
Logarithmen  natürliche,  alle  anderen  dagegen  künstliche  zu 
nennen,  erstere  durch  log.  nat.  oder  nur  durch  I,  letztere  aber  all- 
gemein durch  log.artif.  zu  bezeichnen. 

Um  zu  erfahren,  nie  man  von  den  einen  Logarithmen  auf 
die  anderen  übergehen  könne,  sei  wie  früher 

» 

log^  = j7,  also  y = b*. 

Setzt  man  hierin 


6= 


1 

f". 


so  ist 


folglich 


X 

y=em  . 


log*/  = log.  nat.  y=  - =-  . logy . 
und  sofort  allgemein 


,og-nal  ^ = ÄT.-,os 


daher  umgekehrt 


log.  artiLy  = mod  ul.  X log.  nat . y . 
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40. 


Sehen  wir  nun  nach , wie  bei  unendlicher  Abnahme  von  >] 

i 

die  Potenz  f-  t])v  ihrer  Grenze  e sich  nähert,  ob  »vachsend  oder 
abnehmend. 

Allgemein  ist 


1 + »;  + 


£ 

4 


also  sicher 


(l+l)%I  M 

Erhellt  man  beiderseits  des  Ungleichheitszeichens  zur  Potenz 
so  muss,  wenn  ij,  also  auch  ^ negativ  ist> 


I 

£ 


(l  + Sj)^ 


I 


sein. 

Wenn  demnach  der  Werth  der  ne^atiVen  fortwährend 

_i 

auf  seine  Halbscbeid  herabsinkt,  so  muss  die  Potenz  (1  -f  tj)’1 

Schritt  fiir  Schritt  Weil  man  aber  von  jedem  beliebigen 

Werthe  von  ij  ausgehen  kann,  und  durch  fortgesetzte  Halbirung 
desselben  endlich  unter  jede  angenommene  noch  so  kleine  Zahl 
herabkommen  muss;  so  muss  auch  für  jederlei  Abnahme  von  ij 

die  betrachtete  Potenz  *[*  . folglich  wird  sie  bei  unendlicher 

Abnahme  von  t/  ihrer  Grenze  c ohne  Ende  lelTn »*e n <1  sle^  na' 

> 

her«.  Es  ist  demnacii  fiir  lim  i/  = 0 entschieden 

< 


i> 

lim(l  -f 1 j)i  — e. 

< 


Wie  man  von  hier  aus  in  dieser  Lehre  weiter  vorschreiten 
könne,  lässt  sich  aus  den  Artikeln  30.,  31.  und  33.  unschwer  er- 
sehen, weswegen  wir  uns  mit  den  bisherigen  Andeutungen  be- 
gnügen dürfen. 
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den  logarith  mischen  Proportionalthellen. 

Erste  Ableitung.  Sei  a irgend  eine  Zahl,  or  eine  Zugabe 
zu  ihr,  durch  die  sie  auf  «H  a gebracht  wird,  nebstbei  sei  ■ 
eine  absolute  ganze  Zahl,  so  ist 


(a  + a)“=an  + na,,— ’a  + .H«"-2«2, 


wenn  man  diese  Potenz  auch  nicht  nach  dein  binomischen  Lehr- 
sätze in  seiner  einfachsten  Fassung,  sondern  blos  als  Product  rogJ 
n binomischen  Factoren,  deren  jeder  a + a ist,  durch  geregelt« 
Multiplication  entwickelt,  und  aus  allen  Gliedern  vom  3ten  |an 
an~'1al  als  Factor  herausheht  und  den  dazu  gehörigen  zusammen 
gesetzten  Factor  durch  A vorstellt. 

Die  Zugabe  a sei  nun  im  Vergleich  mit  der.  Zahl  a selbst 


nur  sehr  klein,  ncmlich  das  Verhältnis  — sei  ein  kleiner  Theil 


von  Eins,  und  zwar  so  klein,  dass  man  für  eine  erste  Annäherung 


wenigstens  seine  zweite  Potenz  ^ vernachlässigen,  oder  I 

Lim^j^*=0  annehmen  darf;  zugleich  sei  auch  die  ganze  Abso- 
lutzahl n nur  massig  gross.  Dividirt  man  sonach  beide  Theiled« 
Gleichung  durch  an=a.an~ 1 , so  ist  vollständig 


/'a  + oY  a + na  . ,/«Y 

{—)  ~—-  + A{n) 


und  für  genügend  kleine  Verhältnisse  - zureichend  genähert 


(a  -f  «Y  j_  a + na 
a ) ~ a 


Nimmt  man  nunmehr  hiervon  in  Bezug  auf  eine  beliebige 
Grundzahl  die  Logarithmen,  so  ist 


log (a  + na)  — loga  = n [log(a  | «)- loga]. 
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Oie  Zugaben  e zu  jeder  beliebigen  Zahl  « können  daher  ira 
Verhältnis»  zu  di  euer  jederzeit  so  klein  gewählt  werden , dass  zu 
jedem  — mindestens  mässig  grossen  — Vielfachen  einer  jeden 
'(liehen  Zugabe  in  der  Zahl  höchst  nahe  das  Ebensovielfache  der 
Zunahme  des  der  Zahl  zugehörigen  Logarithmen  gehört.  Mithin 
müssen  die  genügend  kleinen  Zunahmen  der  Zahlen 
( Lngarithmande)  den  zugehörigen  Zunahmen  ihrer  Lo- 
garithmen ganz  nahe  proportional  sein. 

Sind  nemlich  er,  er'  irgend  zwei  verhältnissmässig  nur  geringe 
Zunahmen  der  Zahl  a,  so  verhält  sich  sehr  nahe 

n_  ■ log (a  -f  n)  — logg 
a“  Iog(a  + a')  — loga  ’ 

Zweite  Ableitung.  Seien  er,  «'  zwei  Zunahmen  der  Zahl 
a.  durch  die  sie  auf  a + u und  a - f a'  gelangt , so  ist  das  Product 

(a+a)  (a  + o')  = a*  -|-  aa  + ob'  + oo' , 
und  wenn  man  durch  a.a  dividirt : 

o-|-o  a + o' a + a + o7  a a7 

a a a « ’ o 


Nun  seien  die  Zunahmen  a,  o7  im  Verhältniss  zur  ursprüng- 
lich« Zahl  o,  nemlich  die  Verhältnisse—» — > so  klein,  dass,  wäh- 

aa 

rend  das  Verhältniss  — dieser  Zunahmen  unter  sich  ein  endliches 
o 

die  zweiten  Potenzen  jene  Verhältnisse  unerheb- 

lich klein  seien  und  deshalb  für  eine  erste  Näherung  vernachläs- 
sigt werden  dürfen,  oder  dass 

Lim  =0  und  Lim  =0 

Ct  ttJ  /« (t* 

gesetzt  werden  könne.  Dann  lässt  sich,  weil  — •—=(  — ) • — ist, 

a a \a / o 

such  das  Product  ^ ^ vernachlässigen  oder  Lim  ^ ^ = 0 se- 
hen. Unter  diesen  Bedingungen  ist  demnach  in  zureichender 
Annäherung 

.a  + o + a'_ia  + a o + a' 


°“d  in  jedem  logarithmischcn  .Systeme 

log  (a  + o + o')  — logo=llog(a  + a)  — logn]  | [loga]. 
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Die  Zunahmen  a,  a'  zu  jeder  beliebigen  Zahl  a können  dem- 
nach im  Verhältnis  zu  dieser  jedesmal  so  klein  gewählt  werden, 
dass  der  Summe  jeglicher  Zunahmen  jeder  beliebigen  Zahl  auch 
wieder  die  Summe  der  ihnen  entsprechenden  Zunahmen 
ihrer  zugehörigen  Logarithmen  entspricht.  Mithin  gibt  es  zu 
jederZahl  so  geringe  Zunahmen  derselben,  dass  ihnen 
die  Zunahmen  i hres  Logarit  braus  höchst  nahe  propor 
tional  seien.*) 

Sind  nemlich  a,  «'  was  immer  für  zwei  vcrhältnissraässig  ge- 
ringe Zunahmen  der  Zahl  a,  so  verhält  sich  höchst  nahe 

a j_log(a  + o)  — log« 
tr'  logfa  + a') — loga 

und  zwar  um  so  genauer,  je  kleiner  diese  Zunahmen  sind. 


42. 

Diese  erwiesene  Proportionalität  der  Zunahme  des  Logarilh 
men  zur  hinreichend  kleinen  Zunahme  a des  Logarithmands  a 
kann  nun  bekanntlich  einfacher  auch  durch 

[log(a  + o)-loga]::u 

ausgedrückt  werden.  Verwandelt  inan  den  hier  vorfindigen  Unter- 
schied, so  darf  inan  schreiben 

a j-o 

: :o, 

a 

oder  auch 


weil  a beständig  und  a allein  veränderlich  vorausgesetzt  ist. 


*)  Diene*  einfache  und  leicht  anwendbare  Kennzeichen  der  direclen 
Proportionalität , dessen  ich  mich  bereit*  in  mehreren  Aufsätzen  im 
Archiv  mit  vielem  Vortheil  bediente,  hatte  bereits  Dr.  J.  J.  Jde  in 
seinen  Aiifangsgründen  der  reinen  Mathematik“,  1.  Thl.  Aritlim.,  Berlin 
■803.  §.  18?.  S.  115,  mitgelheilt  and  im  2.  Bde.  auf  die  Geometrir 
angewandt,  und  doch  haben  meines  Wissens  blos  Prnf.  W.  A.  Förste- 
mann in  seinem  „liehrb.  d.  Geometrie“,  2 Tille.,  Danzig,  1827  und 
Prof.  J.  knar,  in  «einen  „Aufangs^ründen  der  reinen  Mathematik“,  2 
Thle.,  Graz,  1829,  selbes  benützt.  Die  Schriftsteller  über  Mechanik  und 
Physik,  wo  «ich  mittels  dieses  Kennzeichens  so  viele  Proportionalitäten 
aufs  einleuchtendste  erweisen  lassen , scheinen  es  bisher  noch  vornehm 
völlig  ignorirt  zu  haben.  — Auch  in  den  s.  g.  cxactcn  Wissenschaften 
scheint  also  höchstens  noch  Autorität  über  angewöhnte  Manieren  ob- 
siegen zu  können;  darum  möge  zur  Anempfehlung  dieses  Satze«  noch 
erwähnt  werden . dass  — wie  ich  schon  anderswo  angeführt  habe  — 
bereits  L'a  Place  in  der  Vorrede  za  seiner  Mücaniqae  celeste  1799  den- 
selben gedacht  hat. 
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.Schreibt  man  sohin  noch  abkürzend  - = n,  so  bleibt,  bei  der 

a ' 

hier  bestehenden  Proportionalität,  das  Verhältnis«  — — — unge- 
achtet der  Aenderung  von  »;  unverändert  und  mag  sonai  /i  hier  durch 
die  unveränderliche  Zahl  »i  vorgestellt  « erden , so  dass  mit 
Rücksicht  auf  die  bedungene  unendliche  Abnahme  von  ij  und  auf 
die  logarithmische  Grundzahl  b,  vollständig 

li  n tk(.1-t^-OT 
v=o  V 

b 

isst  Dafür  kann  man  wegen  log  1=0  auch  schreiben: 
b b 

|.  logp+q)  -log! _ . 

and  gelangt  demnach  wieder  zn  dem  ersten  in  Art.  32.  ausge- 
sprochenen Lehrsätze. 

Schreibt  man  die  vorletzte  Gleichung  in  der  Form 


oder 


m 


J 

lim  (1  -f  rf)1?  = 6" , 
v=0 

und  erwägt,  dass  b und  in  bestimmte  Zahlen  sind;  so  ersieht  man, 

j 

dass  die  Potenz  (l  -f-  tf}'1  bei  unendlicher  Abnahme  von  ij  einer 
bestimmten  Grenze  zustrebt,  welche,  weil  diese  Potenz  weder  b 
noch  m in  sich  führt,  sondern  lediglich  die  an  der  äussersten 
brme  verschwindende  Veränderliche  r)  enthält,  nothwendig  eine 
besondere  Zahl  sein  muss,  die  wir  dem  Gebrauche  der  mei- 
sten Anderen  folgend,  durch  e bezeichnen  wollen. 

Sonach  setzen  wir 


A 

lim(l  —t 

v=o 

und  es  ist 


bm  = e. 

Und  so  sehen  wir  uns  denn  wieder  auf  dem  durch  unseren 
früheren  Artikel  (22  — 24,  ‘2t J — 33)  bereits  gebahnten  VVege. 
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43. 

Schlussbcmerkungen. 

Ich  schmeichle  mir  demnach  durch  die  That  erwiesen  zn  ha- 
ben, dass  die  Lehre  von  den  natürlichen  Logarithmen,  ohne  Zu- 
hilfenahme der,  einer  zu  weit  wendigen  Erörterung  bedürfenden, 
convergirenden  unendlichen  Heilten,  sogar  — w ie  die  in  1).  und  £.  zer- 
gliederten Verfahren  darthun  — - höchst  ungezw  ungen  und  einfach  ab- 
gehandelt, und  sofort  unbedenklich  in  die  niedere  Algebra  auf- 
genommen werden  könne.  Elementare,  diese  Reihen  gleichfalls 
ausschliessende-  Methoden  der  wirklichen  Berechnung  natürlicher 
und  künstlicher  Logarithmen  der  Zahlen  mittels  Hilfstafeln,  welche 
diese  Lehre  beschliessen  müssen,  darf  ich  wohl  hier  übergehen, 
da  sie  ohnehin  schon  von  mehreren  Schriftstellern  gelehrt  worden 
sind.  Die  bequemsten  darunter  scheinen  mir  die  von  Thibaut 
in  seinem  „Grundriss  der  allgem.  Arithm.  o.  Analysis“,  Güttingen, 
1809  und  1830,  mitgetheilten  zu  sein. 

Dadurch  habe  ich  zugleich  das  Versprechen  erfüllt,  welches 
ich  in  meiner  jüngst  veröffentlichten,  von  der  kün.  bühm.  Gesell- 
schaft der  Wissenschaften  zu  Prag  der  Ehre  der  Aufnahme  io 
ihre  Sammlung  von  Abhandlungen  (V.  Folge.  Band  0)  gütigst  ge- 
würdigten, grösseren  Monographie,  betitelt:  „Versuch  einer  richti- 
gen Lehre  von  der  Realität  der  vorgeblich  imaginären  Grössen 
der  Algebra,  oder  einer  Gruudlehre  von  der  Ablenkung  algeb. 
Grössenbezeichnungen“,  4.  1850.  Prag,  (Calve),  §.  57,  Note,  ge- 
geben habe.  Und  sonach  dürften  beide  diese  Abhandlungen  Ken- 
nern genugsam  verständlich  zeigen,  wie  zur  — noch  immer  sehr 
noth  thuenden  — streng  wissenschaftlichen  Vervollständigung  und 
folgerechten  Richtung  der  späteren  Partien  der  Algebra,  nach  den 
7 Grundrechnungen  und  ihrer  Anwendung  auf  die  erst-  und  zweit- 
gradigen Gleichungen,  nach  einander  die  Lehren  von  den  natür- 
lichen Logarithmen,  von  der  Ablenkung  der  algebraischen 
Grössenbeziehungen,  vom  Potenziren  nach  imaginären  (ablenkend 
beziehliehen)  Exponenten  und  von  den  damit  engstens  zusammen- 
hängenden, folglich  nur  allein  in  die  Algebra  gehörigen  s.  g.  go- 
niometrischen  Functionen  abgehandelt,  und  schliesslich  auf  ilie, 
ihrer  bedürfende,  Lehre  von  den  allgemeinen  höheren  Gleichun- 
gen angewendet  werden  können. 

Nebstbei  wird  eine  solche  elementare  Darstellung  ffer  Lehre 
von  den  natürlichen  Logarithmen  auch  von  einer  systematischen 
Grundlage  der  Differentialrechnung  geheischt,  damit  man  die  Her- 
leitung der  Differentialverhältnisse  exponentieller  logarithmischer 
und  goniometrischer  Functionen , ohue  Hilfe  der  convergirenden 
Reihen  und  der  Geometrie,  durchzuführen  und  sofort  zur  Entwick- 
lung der  Functionen  in  convergente  Reiben  nach  dem  Taylor'schen 
Lehrsätze  überzugehen  vermöge. 
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IV 

Das  Malfattische  Problem-  Beweis 
der  Steinerschen  Construction. 

Von  dem 

Herrn  Oberlehrer  A.  Quid  de 

um  Gymnasium  zu  Herfurd. 


Oie  folgenden  Untersuchungen  wurden  veranlasst  durch  die 
c<*  Ada  ms  im  Jahre  1846  herausgegebene  kleine  Schrift  über  das 
Malfattische  Problem.  Die  Analysis,  welche  Adams  zu  der  ele- 
ganten Construction 1 von  Jakob  Steiner  gibt,  befriedigte  mich 
nicht,  weil  sie  nicht  rein  planimetrisch  war,  sondern  auf  eineGlei- 
Aon®  zweiten  Grades  sich  stützte.  Die  folgende  Analysis  hält 
»ich  in  rein  geometrischen  Betrachtungen  und  ist,  wenn  die  vor- 
bereitenden Sätze  einmal  bekannt  sind , zugleich  sehr  einfach  und 
übersichtlich. 


Ohne  den  Ort  der  Punkte  weiter  zu  erörtern,  von  welchen 
an  zwei  Kreise  Tangenten  mit  bestimmter  Summe  oder  Differenz 
sehen,  welcher  Ort  ein  Kegelschnitt  ist,  leuchtet  doch  so  viel 
auf  den  ersten  Bück  ein,  dass  die  Tangenten,  die  von  den  Punk- 
ten der  gemeinschaftlichen  inneren  oder  gemeinschaftlichen  äus- 
seren Tangenten  an  die  Kreise  gehen,  stets  eine  bestimmte  Summe 
°der  Differenz  haben,  nämlich  das  zwischen  den  Berührungspunk- 
ten liegende  Stück  derselben.  Dass  dieser  Satz  auch  umgekehrt 
glt>  dass  also,  wenn  die  Summe  oder  Differenz  der  von  einem 
Punkte  an  zwei  Kreise  gehenden  Tangenten  der  Länge  der  von 
uen  Herühningspiinkteu  begrenzten  inneren  oder  äusseren  gemein- 
schaftlichen Tangente  der  Kreise  gleich  ist,  dieser  Punkt  auf  einer 
inneren  oder  äusseren  gemeinschaftlichen  Tangente  der  Kreise  lie- 
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geu  muss,  lässt  sich  leicht  zeigen.  Es  sei  M (Taf.  III.  Fig.  4.) 
ein  solcher  Funkt,  dass  MB—MA  — PQ , und  es  liege  M nicht 
auf  PQ;  seien  D und  C die  Schnittpunkte  von  BM  und  AM  mit 
PQ,  so  DB=DP,  CA=CQ;  MB=DB-DM,  MA-CA+Ml, 
es  soll  MB — MA  = PQ,  also  BB-DM—  CA— MC- PQ,  oder 
DP—  DM—  CQ — MC—  PQ  oder  DC+PQ-DM-MC=PQ  oder 
DC—  DM  MC  sein,  was  nicht  möglich  ist,  wenn  M nicht  aul 
PQ  liegt. 


JUI 


Man  habe  nun  drei  Kreise  l,  2,  3,  mit  drei  gerne» 
che»  Tangenten  (Taf.  III.  Fig.  5.;,  die  durch  einen  Punkt  P gehen; 
A,B  seien  die  Berührungspunkte  des  ersten,  C,D  des  zweiten, 
E,F  des  dritten.  Es  seien  ferner  die  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten innere  wie  in  der  Figur.  Man  hat  dann 

PA  + PF=  AF,  PD  + PE=DE; 


folglich,  da  PF=PE, 

PA-PD-AF-DE ■, 


da  aber 


PA  - PD=  PB  - PC=BC; 


so  ist 


AF-  DE  = BC. 


Construirt  man  nun  für  die  Kreise  3 und  I die  zweite  innere  ge 


ineinschaöliche  Tangente  Ft  Ä, , ebenso  für  3 und  2 die  2te  E,  l>, 
welche  sich  in  l\  schneiden,  so  hat  man 


P\  Ei  +PlAl=AlFl , PlEl—PlDl  — DlEl ; 
PXA,  P\ Dl—AxF1  — DtE1; 


und  da 


AlK1=AF,  DlEi  — DE, 


also  auch 


AtF,-DlEl=BC, 

so  ist  auch 

PlAl  + PlDI=BC, 

d.  h.  P\  -muss  nieder  auf  einer  der  inneren  gemeinschaftlichen 
Tangenten  der  Kreise  1 und  2 liegen,  dieses  Mal  znischen  Jen 
beiden  Berührungspunkten.  Diese  kann  nicht  wieder  die  ernte 
BC  sein,  wenn  sich  nicht  die  Kreise  1 und  2 selbst  berühren. 

Denn  man  -nenne  (Taf.  IV.  Fig.  6.)  .S  und  II  die  Durch 
schnittspunkte  von  FA  und  f’,  At , und  von  ED  mit  E,  Dt , und 
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betrachte  diese  vier  Tangenten.  Wäre  nun  PP\,  die  Diagonale 
des  Vierecks  RPSPy,  die  gemeinschaftliche  Tangente  der  Kreise 
1 nnd  2 mit  den  Berührungspunkten  B und  C,  so  wäre 

PB  = }j  (PPy+PSA  PlS),PC=%(PP1  + PR  + PxR) 

mul 


PS  + PyS=  PyFy+SF SFy PF  Z=  PyFy  — PF— PyEy  ~ PE 

= />,£,  + REy  - RE  + PR  = P,  R + RP\ 

also 


PB=  PC. 


Es  lässt  sich  aber  die  obige  Schlussweise  nicht  auf  jede  Art 
•emeinschaftlicher  Tangenten  anwenden.  Hätte  man  z.  B.  statt 
des  Kreises  3 (Taf.  III.  Fig.  5.)  den  Kreis  4 mit  den  Berührungs- 
punkten G und  U,  so  hatte  man 

PG+PD-DG,  PA — PH  — HA ; 

nnd  wollte  man  nun  PG—PH  verschwinden  machen,  so  erhielte 
man 


PI)  f PA  — DG + AH, 

«elches  keine  Beziehung  zwischen  den  Längen  der  von  den  Be- 
nihruDgspunkten  begrenzten  gemeinschaftlichen  Tangenten  BC, 
AH,  DG  ergibt.  Eine  solche  findet  überhaupt  nur  statt  für  ent- 
weder drei  innere  oder  eine  innere  und  zwei  äussere  gemein- 
schaftliche Tangenten , wie  die  Betrachtung  einer  Figur  mit  Leich- 
tigkeit lehrt.  Somit  hätten  wir  also  folgenden 

Lehrsatz  L Wenn  drei  innere  gemeinschaftliche 
Tangenten  dreier  Kreise  oder  eine  innere  mit  zwei 
äusseren  einen  gemeinschaftlichen  Durchschnitts- 
pnokt  haben,  so  haben  die  drei  anderen  geraeinschaft- 
liehen  Tangenten  derselben  Art  ebenfalls  einen  ge- 
meinschaftlichen D u rehsebn  ittspun  kt. 

In  dem  besonderen  Falle,  dass  zwei  solche  Tangenten  eine 
gerade  Linie  bilden,  ist  der  Berührungspunkt  als  ihr  Durchschnitts- 
punkt  zu  betrachten.  Z.  B.  Taf.  IV.  Fig.  7.  Die  äusseren  Tangen- 
ten der  Kreise  1 und  3,  2 und  3 fallen  in  die  Gerade  GH  zusam- 
men. Wenn  nun  die  anderen  äusseren  Tangenten  dieser  Kreise  GB, 
HD  sich  auf  der  inneren  der  Kreise  1 und  2 in  P schneiden,  so 
wird  die  andere  innere  von  1 und  2 durch  den  Berührungspunkt 
P gehen ; deun 

FA— FC-  KB— DE— PB — PD  = PL  - PM=  UI, 

"oraus  nach  dem  Obigen  die  Behauptung  sich  ergibt. 
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Wir  sprechen  den  hiermit  erwiesenen  Satz  in  Rücksicht  auf 
unsere  Aufgabe  vorzugsweise  für  den  folgenden  besonderen  Fall 
aus: 

Lehrsatz  % Wenn  die  äusseren  gemeinschaftlichen 
Taugenten  (Taf.  IV.  Fig.7.)  des  lten  und  3ten,  2ten  und 
3ten  dreier  Kreise,  BK  und  DE,  sich  auf  der  inneren 
des  lten  und  2ten  LM  schneiden,  in  P,  während  die 
anderen  äusseren  AF,  CF  eine  gerade  Linie  bjilden, 
so  geht  die  andere  innere  durch  den  Berührungspunkt 
F des  3ten  Kreises. 


Wenn  (Taf.  IV.  Fig.8.)  4 durch  denselben  Punkt  gehende  Ge- 
rade (Strahlen!  von  zwei  geraden  Linien  geschnitten  werden,  die 
erste  in  A und  A, , die  zweite  in  B und  B, , die  dritte  in  C und 
Ci , die  vierte  in  D und  D, , so  sind  die  aus  den  Abschnitten 
entsprechend  gebildeten  anharmonischen  Verhältnisse  einander 
gleich.  Bin  solches  anharmonisches  Verhältnis  ist  bekanntlich 
das  Verhältnis  von  zwei  Verhältnissen.  Die  Glieder  des  einen 
sind  zwei  von  demselben  Punkte  ausgehende  Abschnitte,  die  des 
anderen  erhält  man,  wenn  man  den  Ausgangspunkt  in  jenen  mit 
dem  noch  übrigen  vierten  Punkte  vertauscht.  Die  Figur  ist  leicht 
zu  entwerfen.  Es  wäre  demnach 

AB  DB  A1Bl  ,DyBx 
AC  DC~  A,(\  ' D,(\ 

oder 

AB  CB  A,B,  C,  Bt  AC . BC  AtC,  Bt(\ 

AD ' CD  ~ A,D,  C\ D,  ’ AD ' BD ~ AlDl  ' B,D, ' 

Der  Beweis  ist  leicht  zu  fuhren,  wenn  wir  ihn  nicht  als  bekannt 
voraussetzen  wollen.  Nehmen  wir  z.  B.  die  erste  Gleichung. 

ASAB  AB 
ASAC~  AC 

wegen  der  gleichen  Höhe;  eben  so 

ASDB  DB  AS  Ai  B,  A,B,  ASD,ß,  DlBl 
ASDC  ~ DC’  AS  Ai  Ci  — AvCy  ASD,L\  ~ D,C,' 

Wegen  der  gleichen  Winkel  au  der  Spitze  verhalten  sich  aber 

ASAB  SA. SB  SAC  SA. SC  SDB  _ SD.  SB 

AS  Al  Bl  - SA,.SB,  ‘ SA,C,  ~ SA, .SC,  ’ SD,B,~  SD,.SH,’ 
SDC-  SD . SC, 

SD,  C,  ~~  SD,.SC,  ’ 
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folglich 


SAB  SA,B,  SA.SB  SAl.SBl  SB  , SB, 

SA  C SAt  C,~  SA.SC ' SAl.SC\  ~ SC  SC, 

und 

SDBSD,B,  SD. SB  SD,. SB,  SB,  SB, 

sdc  so,  c,  ~ so.sc : SO,  .SC,  ~ SC  SC,  ’ 

""raus  die  Behauptung  sich  ergibt. 

Ob  die  Linien  auf  derselben  oder  auf  entgegengesetzten  Sei- 
ten von  £ gezogen  sind,  ist  ganz  gleichgültig. — Offenbar  kommt 
es  nicht  darauf  an,  dass  die  Strahlen  SA  und  S/f, , SB  und  SB, 
»•  s.  w.  in  derselben  geraden  Linie  zusammenliegen;  die  Strali- 
leobüschel  können  auch  eine  getrennte  Lage  haben , wenn  sie  sich 
»«  Zusammenlegen  lassen,  wenn  also  nur  die  entsprechenden 
Strahlen  gleiche  Winkel  mit  einander  bilden.  — Wenden  wir  nun 
diesen  Satz  auf  4 Tangenten  eines  Kreises  an.  Es  seien  (Taf.  V. 
Fig.  9.)  B und  E die  Berührungspunkte  zweier  von  A ausgehen- 
den Tangenten  eines  Kreises  um  M;  eine  dritte  schneide  AB  in 
C,  AE  in  fil,  eine  vierte  AB  in  D,  AE  in  F;  ziehe  AfA , MB, 
*C,  MD,  MG,  MF,  ME.  Winkel  CMO  = ACM  — ADM 

= j ACG  — ADF,  Winkel  GMF  = !TAFD  — i AGC.  Es  ist 
aber 

ACG  + AGC— ADF  + AFO, 

also  auch 

ACG  — ADF=  ' AFO  - ^ AGC, 

iln» 

CMD  = GMF. 

lemer 

OMB='Ar>  — ljADF, 

FMA  — ^ OAF  f | DF A -f  ADF—  90°  -f  !TAOF, 

«o  dass  FMA  — dein  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  BM 
M hinaus  mit  MD  bildet.  Endlich  AME=AMEt  oder  auch 
der  Winkel,  den  die  Verlängerung  von  EM  mit  AM  = dem,  den 
die  Verlängerung  von  BM  mit  AM  bildet.  Die  beiden  Strnhlen- 

fiand  XV.  14 
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büschel  MCDBA  und  MGFAE  lassen  sich  also  in  einen  einzigen 
Zusammenlegen,  dass  MC  auf  MG,  MD  auf  MF,  MB  auf  die 
Verlängerung  von  MA  und  MA  auf  die  Verlängerung  von  ME 
fällt.  Daher  hat  man  zwischen  den  Abschnitten  der  von  A aus- 
gehenden Tangenten  folgende  Beziehung: 

GE  AE  CA  BA 

UFaf  — cdbd’ 

oder,  da  AB—  AE: 

GE .AF. CD—  GF.  CA.BD. 

Beschreibt  man  nun  einen  Kreis,  der  DF,  und  AD  in  C,  und 
einen  zweiten,  der  CG,  und  AG  in  F berührt,  mit  den  Mittel 
punkten  N und  P,  so  ist 

PF_  _ FG  NC  CD . 

ME~  EG’  MB~  BD' 

und  dies  in  obige  Gleichung  eingesetzt: 

AF.  ME. NC  — AC.  PF.  MB , 
oder  da  MB=  ME : 

AF.NC=AC.PF,  AF:  FP—AC:  CN; 

woraus  sich  ergibt,  dass  Winkel  PAF—NAC.  Also 

Lehrsatz  3.  Wenn  vier  gerade  Linien  1,  2,  3,4 
einen  Kreis  berühren  und  man  beschreibt  zwei  Kreise, 
deren  einer  die  Tangente  1 im  Durchschnittspunkte 
mit  3,  und  Tangente  4,  der  andere  2 im  D urchjsc  h nitts- 
punkte  mit  4,  und  Tangente  3 berührt,  so  bildet  die 
vom  Durchschnittspunkte  der  Tangenten  1 und  2 nach 
dem  Mittelpunkte  des  ersten  gezogene  Linie  mit  de' 
Tangente  1 denselben  Winkel,  wie  die  nach  dem  Mit- 
telpunkte des  zweiten  gezogene  mit  der  Tangente  2 


Nach  (diesen  Vorbereitungen  schreiten  wir  zur  Malfattiscbeo 
Aufgabe  selbst.  Sie  heisst: 

In  ein  Dreieck  drei  Kreise  zu  beschreiben,  welche  ein- 
ander und  einzeln  je  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
berühren. 

Wir  nennen  im  Folgenden  die  vorkommendeu  Kreise  mit  ihren 
Mittelpunkten. 
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Man  denke  sich  in  das  Dreieck  ABC  drei  Kreise  beschrie 
be»  o,  ß,  y,  von  denen  a die  Seiten  AB  und  AC,  ß dio  Seiten 
BA  und  BC,  y die  Seiten  CA,  CB  berührt  und  die  im  Uebrigen 
so  beschaffen  seien,  dass  drei  ihrer  gemeinschaftlichen  inneren 
Tangenten  sich  in  einem  Punkte  P schneiden.  Die  der  Kreise 
ß und  y schneide  ferner  die  Seite  BC  in  kx,  die  der  Kreise  y 
und  o schneide  AC  in  ly,  die  der  Kreise  a und  ß schneide  AB 
in  m,.  Man  beschreibe  drei  Kreise , welche  je  zwei  der  3 ge- 
meinschaftlichen Tangenten  von  a,  ß,  y , und  je  eine  Seitp  des 
Dreiecks  berühren,  und  zwar  jedesmal  die  Seite,  welche  von  dem 
Kreise,  an  welchem  jene  zu  gleicher  Zeit  Tangenten  sind,  nicht 
berührt  wird;  also  einen  KreiB  o,  welcher  Ply , Iiml  und  BC, 
einen  b,  welcher  Pnty , Pky  und  AC,  einen  c,  welcher  Pky,  Plt 
und  AB  berührt.  Es  haben  dann  die  Kreise  a und  b die  Linie 
Pm, , b und  c die  Pky , e und  a die  Ply  zur  gemeinschaftlichen 
inneren  Tangente.  Da  demnach  drei  innere  gemeinschaftliche  Tan- 
genten dieser  Kreise  a,  b,  c sich  in  demselben  Punkte,  in  P 
«chneiden,  so  werden  auch  die  zweiten  inneren  gemeinschaftlichen 
Tugenten  (nach  Lehrsatz  t.)  einen  gemeinsamen  Durcbschnitts- 
punfet  haben.  Er  heisse  S.  Betrachtet  man  die  Kreise  a,  b und 
Ti  so  zeigt  sich  , dass  zwei  äussere  und  eine  innere  gemeinschaft- 
liche Tangente  P zum  gemeinsamen  Durchschnittspunkte  ha- 
be». »äraJich  die  äussere  von  n und  y,  die  Verlängerung  von  PL, 
die  ausiiere  von  6 und  y,  Pky,  die  innere  von  a und  b,  Pm (.  Es 
»erden  also  auch  die  anderen  äusseren  und  die  andere  innere  sich 
i»  demselben  Punkte  schneiden.  Die  zweite  äussere  von  a und  y 
•st  BC,  von  b und  y,  AC,  so  dass  also  die  zweite  innere  von  u 
und  b durch  C gehen , SC  sein  muss.  Auf  gleiche  Art  ergibt 
dass  die  zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  von  b 
"“d  r,  SA , von  c und  a,  SB  sein  muss. 

Es  haben  aber  die  ursprünglichen  Kreise  noch  drei  andere 
innere  gemeinschaftliche  Tangenten , welche  sich  ebenfalls  in  dem- 
™l»n  Punkte  schneiden  müssen.  Dieser  Punkt  heisse  P,  und  es 
***•  der  obigen  Bezeichnung  entsprechend,  k der  Punkt,  in  wel- 
rbem  BC  von  der  an  ß und  y,  l wo  AC  von  der  ari  y und  a,  in 
»o.fß  von  der  an  r<  und  ß getroffen  wird.  Man  construire  wie- 
der drei  Kreise,  at  berührt  von  BC,  P,m  und  Pyl;  b,  berührt  von 
AC,  l\m  und  Pyk;  c,  berührt  von  AB,  Pxk  und  Pyl.  Dureli 
towendung  derselben  Schlüsse  auf  diese  drei  Kreise,  wie  oben 
*“l  «,  6,  c,  ergibt  sich,  dass,  da  ihre  ersten  inneren  geineinschaft- 
Mten  Tangenten  iu  Py  zusammenlaufen , ihre  zweiten  ebenfalls  in 
rinem  Punkte  zusammenlanfen  müssen,  den  wir  St  nennen;  und 
»i»!  diese  zweiten  S,  A , SyB , SyC  sein  müssen. 

ferner:  a hat  mit  y die  gemeinschaftliche  äussere  Tangente 
■ji  mit  ß,  Pniy ; die  eine  innere  von  y und  ß,  Pky  geht  eben- 
nl«  durch  P:  die  anderen  äusseren  von  aitndy,  a und  ß fallen  in 
die  Gerade  BC  zusammen;  also  muss  (nach  Lehrsatz  2)  die  zweite 
"liiere  von  ß und  y,  Pyk,  durch  den  Berührungspunkt  von  a mit 

gehen;  k muss  dar  Berührungspunkt  von  n mit  BC  sein, 
nietnach  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dass  kx  der  Berührungspunkt 
ron  «,  mg  ß(j  gej„  in, iss . so  wie  l von  b,  /,  von  b,  mit  AC,  m 
t0»  c,  m,  von  Cj  mit  AB. 

11« 
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Eine  Anwendung  des  Lehrsatzes  3 auf  den  Kreis  ß z.  B.,  mit 
den  Kreisen  e,  und  a,  wo  firn,  , Bk,  Px  k , Pin  vier  Tangenten 
von  ß sind,  ct  die  Bmt  in  m, , ausserdem  P,k;  a die  Bk  in  k, 
ausserdem  Pm,  berührt,  zeigt  man  sogleich  , dass  /Ln  Bk~~cx  Bmt 
oder  SBC^SiBA.  Kbertso  SCB^&CA,  SAC=  S, A B. 

Wären  nun  die  ersten  Kreise  a,  ß,  y so  genommen,  dass 

SCA  = ~ACB,  SBC-\ABC,  SAC=*  CAB, 

so  würden  SC  und  S,C,  SB  und  SXB,  SA  und  .S,  A,  S und  5, 
zusammenfallen  und  damit  auch  die  Kreise  a und  a,  , b und  6,. 
c und  Cf.  Es  fiele  dann-  aber  auch  PI , mit  P,l  zusammen,  als 
zweite  innere  gemeinschaftliche  Tangente  der  vereinigten  Kreise 
a und  o,  mit  den  vereinigten  b und  A, , deren  erste  SC,  ferner 
Pk,  mit  Pxk,  Pmx  mit  Pxm,  P mit  Px.  Somit  waren  die  beide» 
inneren  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  Kreise  a und  ß,  der 
Kreise  « und  y,  der  Kreise  ß und  y jedesmal  in  eine  zusainmen- 
gefallen;  die  Kreise  würden  einander  berühren.  Hiermit  sind  wir 
bei  der  Striner’schcn  Aullösung  unserer  Aufgabe  augelangt'  Hab 
bire  die  Winkel  des  Dreiecks,  beschreibe  in  die  dadurch  entstan- 
denen Dreiecke  (SAB,  SBC,  SCA,  wenn  SA,  SB,  SC  die  die  Win- 
kel balbirenden  sind)  Kreise,  construire  ihre  inneren  gemeinschaft- 
lichen Tangenten;  diese  werden  die  gemeinschaftlichen  Tangen- 
ten der  gesuchten  Kreise  sein. 
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V. 

Discussion  einer  Curve  der  dritten 
Ordnung*  und  Dreitheilung  des  Win- 
kels mit  Hülfe  dieser  Curve- 

Von  dem 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boy  man, 

, Gymnasiallehrer  zu  C ob  lenz. 


1. 

Bezeichnen  hei  der  Annahme  einet»  rechtwinkligen  Coordina- 
'•eti-Systems  o und  6 zwei  constante  Geraden,  die  wir  Parame- 
ter nennen  wollen,  so  drückt  die  Gleichung 

(x — d)x2  -J-  (x  + a)y2  = 26.rt/ 

rnte  Linie  der  dritten  Ordnung  aus,  wie  man  sogleich  ersieht, 
**nn  man  diese  Gleichung  nach  der  Veränderlichen  x ordnet, 
"'»durch  man  nämlich  erhält: 

x3 — ax*  — 26 xy  + xy2  -f  nt/2  = 0 . 

"äre  von  den  beiden  Constanten  die  eine  6 = 0.  so  gäbe  die  re- 
«Itirende  Gleichung 

x®  — a.i'J  -f  xy2  + ny2  — 0 

immer  noch  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  und  die  Form  die- 
,et  Gleichung  zeigt , dass  die  durch  dieselbe  dargestellte  Curve 
,M  Abscissenaxe  symmetrisch  liegt,  also  durch  dieselbe  in  zwei 
congruente  Zweige  getheilt  wird.  — • Wäre  dagegen  ar=0,  so  er- 
hielte man 
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• x“  — 2hy  1 yl  = 0 , 

die  Gleichung  eines  Kreises  (bezogen  auf  einen  Punkt  der  Peri- 
pherie). — Wären  endlich  beide  Constanten  gleich  Null,  so  er- 
gäbe sich: 


*»  + y*=:0, 

die  Gleichung  eines  Punktes , des  Anfangspunktes  der  Cnordinaten. 


2. 


Gehen  wir  zur  allgemeinen  Gleichung  zurück , um  zunächst 
die  Gestalt  der  durch  dieselbe  ausgedrückten  Curve  (Taf.5.  Fig.10.) 
kennen  zu  lernen. 

Setzt  man  zu  dem  Ende  x=0,  so  ergiebt  sich  t/—0,  d.  b. 
die  Curve  geht  durch  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
di  na  teil.  Dies  war  schon  a priori  daraus  ersichtlich,  dass  in 
der  obigen  Gleichung  kein  constantes  Glied  enthalten  ist. 

Setzt  man  x=a,  so  erhält  man  y=0  und  y—b,  d.  h.  die. 
Curve  schneidet  die  Abscissenaxe  in  einem  Punkte  // 
in  der  Entfernung«  vomCoordinaten-Anfaug,  und  di« 
auf  die  Abscissenaxe  in  11  errichtete  Senkrechte  in 
in  einem  Punkte  E in  dem  Abstande  b von  dieser  Axe. 


Die  in  der  Gleichung  vorkommende  Coustante  a ist  also  vom 
Anfänge  der  Coordinaten  an  auf  der  Abscissenaxe,  die  Constante 
b dagegen  auf  einer  in  der  Entfernung  « vom  Coordinaten-Anfang 
zur  Ordinatenaxe  parallelen  Geraden , und  zwar  von  der  Abscissen- 
axe an  »enommen.  Die  Gerade  a ist  der  Hauptparameter,  die 
Gerade  b der  Nebenparameter  der  Curve. 


Setzt  man  x=  — a,  so  ergibt  sich  y=  jj- , d.  h.  die  in  der 

Entfernung  — « vom  Anfang  der  Coordinaten  zur  Ab- 
scissenaxe errichtete  Senkrechte  begegnet  der  Curve 
nur  in  einem  einzigen  Punkte  L,  dessen  Ordinate 
«2 


y— 


b ' 


3. 


Setzt  mau  x—b,  so  findet  man  y — b und  y = - ^ . d.  h. 

die  in  der  Entfernung  OB  — b vom  Coordinaten-Anfans 
zur  Ordinatenaxe  parallel  gezogene  Gerade  schneidet 
die  Curve  in  zwei  Punkten  A*  und  D:  für  diesen  ist  die 
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Ordinate  gleich  der  Aljseif.se,  für  jenen  ist  die  Ordi- 
nate der  vierten  Proportionale  zu  der  Summe  beider 
Parameter,  ihrer  Uifierenzund  dem  Nebenparameter 
gleich. 

Setzt  man  x — — b,  so  ergibt  sich  y=b  und 

i h.  auch  die  in  der  Entfernung  OM— — b vom  Coordina- 
ttn-Anfang  zur  Ordinatenaxe  parallel  gezogene  Ge- 
rade schneidet  die  Curve  in  zwei  Punkten  J und  N\ 
auch  hier  ist  für  diesen  die  Ordinate  gleich  der  Ab- 
»cisse,  während  für  jenen  die  Ordinate  der  vierten 
Proportionale  zu  der  Differenz  beider  Parameter, 
ihrer  Summe  und  dem  Neben  parameter  gleich  ist. 

Man  wird  bemerken,  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  L und 
E,  deren  Abscissen  dem  Hauptparameter  gleich,  aber  einander 
mteegengesetzt  sind,  sich  wie  die  Quadrate  des  Haupt-  und 
Nebeopararoeters,  und  dass  die  Ordinaten  der  Punkte  J und  K, 
deren  Abscissen.  dem  Nebenparameter  gleich,  jedoch  auch  einan- 
der entgegengesetzt  sind,  sich  wie  die  Quadrate  der  Summe  und 
der  D iffereuz  beider  Parameter  verhalten. 

Setzt  man  .z  = +®,  so  ersieht  man  aus  der  in  Beziehung  auf 
J aufgelös  ten  Gleichung 


_ dfc  VaM- d>a — -r2)  ( 

& ~ a -fx 

duay  alsdann  imaginär  ist;  auch  erkennt  man,  dass  »/  so  lauge 
imaginär  sein  wird,  als 


x > ± Va*  + 6* 

ist:  die  Abscissen  der  Curve  sind  also  immer  kleiner 
als  die  Quadratwurzel  aus  der  Summe  der  Quadrate 
der  beiden  Parameter. 


4. 


Setzt  man  y = 0,  so  ergibt  sich  ,r=0  und  x—n:  die 
Curve  schneidet  also  die  Abscissenaxe  ausser  im  An- 
fangspunkt der  Coordinaten  noch  in  einem  zweiten, 
auf  der  positiven  Seite  der  Ordinatenaxe  gelegenen 
Punkte  H;  die  Abscisse  dieses  Punktes  ist  dem 
Hauptparameter  gleich. 

Setzt  man  y = b,  so  folgt  x—a,  x =b,  x— — 6,  d.  h.  die 
Curve  wird  durch  eine  in  dem  Abstande  6 zur  Abscis- 
»enaxe  parallel  gezogene  Gerade  in  drei  Punkten  E 
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I) , N geschnitten , von  welchen  der  erste  den  Haupt- 
parameter, die  beiden  andern  (der  eine  auf  der  positi- 
ven, der  andere  auf  der  negativen  Seite  der  Ordinaten- 
axe)  den  N e be  n pa  r a ine  ter  zur  Abscisse  haben. 

Setzt  man  y = + n,  so  ergibt  sich: 

xs — o.z2-f  (r/2  ^ 'ibn)x  t o«s=U. 

Da  in  dieser  Gleichung  eines  ungeraden  Grades  das  letzte  Glied 
positiv  ist,  so  hat  dieselbe  eine  negative  reelle  Wurzel;  die 
beiden  andern  Wurzeln  der  Gleichung  werden  für 


«>  V Ja*  |-  62dt6. 

wo  +A  dem  Werthe  und  — b dem  Werthe  — n entspricht, 

imaginär;  lür  kleinere  Werthe  von  n sind  beide,  wie  man  aus 
dem  doppelten  Zeichenwechsel  ersieht,  beständig  positiv  und 
reell:  die  Curve  hat  demnach  nur  einen  Zweig  mit  po- 
sitiven Ordinate»  und  negativen  Abscissen,  und 
ebenso  nur  einen  Zweig  mit  negativen  Abscissen  und 
zugleich  negativen  Ordiu  aten. 

Setzt  man  endlich  y — Az'x,  so  ergibt  sich  — a,  d.  b.  die 

Curve  erstreckt  sich  sowohl  auf  der  positiven  als  auch 
auf  der  negativen  Seite  der  Ahscissenaxe,  aber  uur 
auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  in's  Unend- 
liche. Während  aber  die  Ordinaten  in’s  Unendliche 
wachsen,  nähern  sich  die  Abscissen  einer  endlichen 
Grunze,  welche  dem  Hauptparametcr  gleich  ist. 


5. 

Man  lege  durch  den  Anfangspunkt  der  Uoordinaten  eine  be- 
liebige die  Curve  schneidende  gerade  Linie  OA,  welche  den 
Nebenparametcr  HE  oder  dessen  Verlängerung  in  dem  Punkte  C 
begegne.  Die  Gleichung  einer  solchen  durch  den  Coordinaten- 
Anfang  gehenden  Geraden  ist  bekanntlich 

y=r-x- 

Daher  ist  CH=y.a.  und  da  EC=EH — CH,  so  ist 

EC—b—ya.  I) 

Seien  ferner  x,  und  die  Ordinaten  des  Durchschnittspunktes  A 
der  Geraden  OA  mit  der  Curve,  und  sei  E mit  A verbunden, 
so  ist 


EA~\f  (x,  — n)2  + (»/,—  b)*. 

Aus  den  beiden  Gleichungen,  der  Curve  und  der  Geraden,  in  Br 
zichung  auf  diesen  Durrhsehnittspunkt.  nämlich : 
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*,*— a-r,*—  2&r,y,  f ar,y,9  + «j(i9=0, 


Vi  = Ki . 

öndel  man  aber  lur  Hie  Coordinaten  .rt  und  </,  des  Durchschnitts- 
|iunkles  A folgende  Werth«: 

a -f  26y — ny2  ay  + 26y*  — ay* 

x‘_— r+r9  ' y' ~ 1+79 

Sabstltuirt  man  diese  in  den  obigen  Wurzelausdruck  von  EA,  so 
Tjilit  sieh  nach  Aus/.iehung  der  Wurzel  und  einigen  niithigen 
Keductionen : 


EA—b — ya.  2) 

Aus  (I)  und  (2)  folgt  nun,  dass  EA—EC,  d.  b.  in  Worten: 
Jede  beliebige  durch  den  Anfangspunkt  der  Coordi- 
naten  gelegte  gerade  Linie  schneidet  den  Nebenpara- 
rneter  oder  dessen  Verlängerung  und  die  Curve  in 
iwei  Punkten,  welche  von  dem  Endpunkte  E dieses 
Parameiers  gleich  weit  entfernt  sind;  — diese  drei 
Punkte  bilden  also  immer  ein  gleichschenkliges  Drei- 
eck, dessen  Scheitel  der  Punkt  E ist. 

Diese  Eigenschaft  der  Curve,  auf  welche  wir  später  noch  zu- 
wkkommen  werden , gibt  uns  zunächst  ein  leichtes  Mittel  an  die 
Hand,  dieselbe  durch  eine  Reihe  von  Punkten  zu  construiren, 
und  darnach  hat  dieselbe  die  Gestalt,  wie  Taf.  V.  Fig.  10.  zeigt. 
Auck  Hesse  sich  wohl  ein  Instrument  augcben,  mittelst  dessen 
mio  die  Curve  durch  einen  continuirlichen  Äug  beschreiben  könnte, 
indem  man  beachtet,  dass  der  Fusspunkt  F der  die  Grundlinie  AE 
J«  gleichschenkligen  Dreieckes  halbirenden  Senkrechten  EF  in 
der  über  OE  als  Durchmesser  beschriebenen  Kreislinie  liegt,  dass 
also  die  Durchschnittspunkte  der  Curve  und  des  Nebenparameters 
mit  jeder  durch  den  Coordinaten-Aufang  gehenden  geraden  Linie 
0A,  nämlich  A und  C,  von  dem  Durchschnittspunkte  dieser 
kreisiinie  mit  derselben  stets  gleich  weit  entfernt  sind.  — Dies 
weiter  auszuführen,  ist  indess  hier  nicht  unsere  Absicht. 


ü. 


Ist  der  Nebenparameter  6 = 0,  so  fällt  der  Punkt  E mit  dem 
Punkte  //,  und  die  Linie  OE  mit  der  Linie  OH,  dem  Haupt- 
jwameter,  zusammen.  Alsdann  hat  man  (Taf.  V.  Fig.  11.)  eben- 
Ulls  HU=HC,  und  der  Fusspunkt  F des  die  Grundlinie  KC  des 
gleichschenkligen  Dreiecks  UIIC  halbirenden  Perpendikels  HF 
Hegt  hier  immer  auf  der  über  dem  Parameter  « als  Durchmesser 
beschriebenen  Kreislinie.  Daraus  also  folgt,  dass  die  beiden 
Punkte  H und  (\  in  welchen  eine  beliebige  durch  den  Anfang 
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der  Coordinaten  gehende  gerade  Linie  diese  spezielle  Curve  und 
die  den  Nebenparameter  vertretende  Senkrechte  HE  schneidet, 
wiederum  von  dem  Durchschnittspunkte  derselben  mit  dieser  Kreis- 
linie gleich  weit  entfernt  sind.  * 


7. 


Bezeichnen  v und  to  die  Segmente,  welche  eine  an  die  Curve 
gelegte  Tangente  resp.  von  der  Abscissen-  und  Ordinatenaxe 
abschneidet,  so  ist  belranntlich: 


dx  dy 

v=x-ydy’  w=y~XcLc- 

Durch  Differentiation  der  allgemeinen  Gleichung  der  Curve  erhält 
man  aber: 

(3x* — 'lax  —clby-\-yt)dx — (2bx—'lxy — ‘2ay)dy—Q . 

dx  dy 

Bildet  man  hieraus  die  Differentialquotienten  und  und 

substituirt  dieselben  in  die  vorstehenden  Formeln,  so  ergibt  sieb: 


3 x9—‘2ax*_  - 4bxy+3xt/*  -f-  2 ay% 

c '3a:* — 2aa:  — Iby  ’ 

_ 2 ax* — 3x*-f  4 bxy — 3xy* — 2 ay* 

W 2bx~2xy—2ay 

Setzt  man  in  diesen  Ausdrücken  für  u und  x dieWertbe,  welche 
den  Punkten  der  Curve  in  unendlicher  Entfernung  entsprechen, 
nämlich  y—  t oc  und  x=z  — a,  so  gehen  dieselben  in  folgende 
über: 


c=  — a,  tc=Jtoo. 

Die  Curve  hat  also  eine  Asymptote,  welche  zu  bei- 
den sich  in's  Unendliche  ers  treck  enden  Zweigen  gehört, 
es  ist  diejenige  Gerade  KL  (Taf.  V.  Fig.  10.  und  11.),  welche 
auf  der  negativen  Seite  der  Ordinatenaxe  mit  dieser 
in  der  Entfernung  a parallel  gezogen  ist. 


8. 

Aus  dem  nachstehenden  Ausdrucke  des  Differentialquotienten : 

dg  _ 3a:* — 2 ax — 2 by  + y* 
dx  2bx—2xy — 2 ay 
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ergeben  sich  durch  Substitution  der  entsprechenden  Werthe  von 
x und  tj  für  die  trigonometrischen  Tangenten  der  Berührenden  in 
deo  Punkten  JE,  H , ü,  S , in  »-eichen  die  in  der  Entfernung  a 
mit  der  Ordinatennxe  und  in  der  Entfernung  6 mit  der  Abscissen- 
ue  parallel  gezogenen  Geraden  die  Curve  schneiden,  folgende 
Werthe: 


6* — a*  a b — a b + a . 

2«6  ’ 26  ’ a ’ a ’ 

darnach  lassen  sich  die  Berührenden  seihst  leicht  construireo.  — 
Pa  nun  ferner: 


a b — a b u 6® — «* 

26  a a 2a6  ’ 

so  ergibt  sich:  das  Product  der  trigonometrischen  Tan- 
genten der  Berührenden  für  die  einfachen  Durch- 
gehn itt  s'pu  n k te  //,  D,  N ist  der  trigonometrischen 
Tangente  der  Berührenden  für  den  doppelten  Durch- 
Kchoittspunkt  E gleich. 


' 9. 


Die  Substitution  der  entsprechenden  Werthe  von  x und  v für 
den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  lässt  obigen  Differentialquo- 
'ifoten  unbestimmt.  Wir  differeutiiren  daher,  die  Differentialglei- 
chodg  der  ersten  Ordnung  noch  einmal,  und  indem  man  dx  und 
dj  constaut  annimmt,  erhält  man: 

(o — &r)t£z*-f  2(6 — y)dxdy—(a-\-x)dyt=z  0, 
aus  irelcher  Gleichung  sich  sogleich  ergibt: 


dy  __  (6— y)j;V t«+J)(a-3x)  + (6— y)* 
dx  a+x 

Setzt  man  hierin  die  dem  Anfangspunkt  der  Coordinaten  entspre- 
chenden Werthe  von  x und  y,  nämlich  x=0  und  y=0,  so  er- 
hält man: 

dy_  b + V a*  + 6* 
dx  a 

Dieser  Ansdruck  enthält  aber  zwei  verschiedene  Werthe: 
Die  Curve  wird  demnach  im  Anfangspunkt  der  Coordi- 
mten  von  zwei  Geraden  berührt,  und  dieser  Punkt  ist 
folglich  ein  doppelter  Punkt,  indem  zwei  Zweige  der 
f'urve  sich  in  demselben  dnrrhschneiden. 
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Mit  Hülle  der  vorstehenden  trigonometrischen  Tangenten  las- 
sen sich  die  beiden  Berührenden  IV  und  TT'  im  Anfangspunkt 
der  Conrdinaten  leicht  construiren , wobei  wir  also  nicht  verweilen. 

Nimmt  man  das  Product  der  beiden  trigonometrischen  Tan- 
genten , so  findet  man : 

b f 6-Vj?TP_ 

o X o 

d.  h.  die  beiden  Berührenden  im  Anfangspunkt  der 
Coordinaten  stehen  senkrecht  auf  einander. 


LO. 

Will  man  die  Curve  auf  diese  im  Coordinaten-Anfang  berüh- 
renden Geraden  als  Goordinatenaxen  beziehen,  so  nehme  man 
die  bekannten  Transformationsformeln  und  setze: 

xrsx'eosqp-f-y'simp  und  y—y'coscp — .r'sinqp, 
oder  da  man 


b + c j a 

V2c(6  -f  c)  bfic(b  -fc) 

findet,  wo  c=VV*+62  gesetzt  ist,  die  Ausdrücke: 

ax‘\(b\c)y’  , ay‘—(b\c)x' 

x = -~r-- — - und  y = y.---  - -■=,  • 

V2c(6  + c)  V2c(6  + c) 

Substituirt  man  diese  in  die  Gleichung  der  Curve 
x3— iw® — Ibxy  -f  xy2-f  «y2=0, 

so  erhält  man,  indem  man  statt  x“  und  y'  wieder  x und  y 
schreibt,  folgende  Gleichung: 

(«3-f  a(6+c)2)x3-f  fn*(6-f  c)  + (6-f  c)*)x2y\ 
r " — (a3  —<lab(b]  c) — o(ü-pc)2)  V 2c(A  | <•) . x2J 

■ — 2(a*6-f2a2(6-|-c)— 6(6+c)*)  V"2 c(fi+v).xy>  =0, 
f (a3— 2ab(b  fc)  — a(6-f  c)2)  V 2c  (6  + c) . 

I (a*+a(6+c)2)xr/2+  (u2(6+c)+(6+c)3)y3 

oder  wie  sich  durch  Entwicklung  der  Coeffizienten  ergibt: 
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2ac(4+c)jrs  -f  2c(b  t-c)2x2y\ 
f iab(b  | c)\'  ■!<•(/)  -|  c)  . x2j 
— -4(a* — b2)(b\c)  V" 2 c(b  + c)  . xj>  =0. 
+ 4u6(6  + c) \f'lc(b  + c)  . y4j 
+ 2ac(6+c)j^y*  + 2c(6+c)*y*J 


und  diese  Gleichung  geht  durch  Ausscheidung  des  gemeinsamen 
Factors  2(6-fc)  endlich  in  die  folgende  über: 


| 

,*U 


acx 3 -f  c (b  -f  c)x*y  -f  2ab  \r  ic{b\  c)x2  ) 

— 2(o®— b*)  V"2c(6-f-c)cty  >=0. 

f 2 ab  y[ 2 c(6+c)y*  f acj-i/2d-c(6  (-c)jy3/ 

Für  den  Fall,  dass  der  Nebenparameter  gleich  Null  ist, 
sich  hieraus  die  Gleichung: 

o:3  -f  x2y — 2\T2.axy  frj2 -|^3=0. 


er 


Die  Form  dieser  Gleichung  zeigt,  dass  die  diesem  besondern 
Falle  entsprechende  Curve  (Taf.  V.  Fig.  II.)  zu  den  im  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  berührenden  Geraden  als  ihren  Coordinaten- 
aien  dieselbe  Lage  hat,  und  durch  die  gerade  Linie  OH,  welche 
den  ion  denselben  gebildeten  rechten  Winkel  halbirt,  in  zwei 
gWd»  und  ähnliche  Theile  getheilt  wird. 

k 

I 

i 


n. 


dn 


Man  differentiire  die  allgemeine  Gleichung  der  l'urve,  nämlich : 
u = x3 — ax2 — 2bxy\-xy2  f ay2  = 0 
Reihe  nach  in  Beziehung  auf  x urig  y,  so  erhält  man: 

= 3a:4— 2 ax  - 2by  + y2 , 


du  _ 


— 2 bx  -f  2.r^  -|-  2 ay , 


d2u 

dy 2 


=‘ir  + 2a. 


hetat  man  den  zweiten  dieser  Differentialquotienlen  gleich  Null, 
gibt  die  Gleichung  bx — xy — ay— 0 unmittelbar: 


bx 

o-fa' 
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Wenn  man  diesen  Werth  von  y in  die  obige  Gleichung  der  Cnrrr 
substituirt  und  entwickelt,  so  kommt 

x"1— a* — 6*=0,  oder  a:a— c*=0, 

indem  man  wieder  a1- f-  6a=c*  setzt,  und  hieraus  ergibt  sieb: 

x = ±c,  und  folglich 

Aus  der  bekannten  Formel  zur  Bestimmung  des  Maximums  and 
Minimums  bei  unentwickelten  Functionen: 


•Pu  du  d*.r 

dy*  + dx  ' dy*~° 

folgt  nun  lerner,  wenn  man  Itir  die  Differeutialqnotienten  ihre  »bei 
gelundenen  Werthe  in  dieselbe  einsetzt. 


2(a+j) 

3xa — lax  — Iby  -f  yl ' 


Diese  Gleichung  geht  aber,  je  nachdem  man  x=-\  c vJt: 
b c be  . . . 

y — > oder  x= — c und  setzt,  in  folgende  über:  j 

i 

iPx  _ 2 (c  -f  a)3 

dy‘l  (:3c*— 2ac)(c+ffl)*— 26»c(c+ff)+6*c*’ 


tP r 2 (c— «)> 

Up  ' + (3ca+2«ic)(c— «i;*— Ä*c(c— a)+6*c*  ’ 

oder,  indem  man  den  Nenner  entwickelt  und  reducirt: 

d*x  (c+«)s  , ,Px  (c-u)* 

dp  = ~ c*  u,,d  dp  = + “7 > * 


Der  Differentialquotient  der  zweiten  Ordnung  ist  also  für  di« 
einen  Werthe  von  x und  y negativ,  für  die  andern  positiv:  di« 

Abscisse  x=  + c,  welcher  die  Ordinate  y=j^^en  tspricht, 

ist  demnach  ein  Maximum,  die  Abscisse  x=~  c.  web 
bc 

eher  die  Ordinate  y=  zugeordnet  ist,  ein  Minimum. 
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12. 


Bezeichnet  man  den  zwischen  dem  Bogen  der  Curve,  der  Or- 
dinate und  der  Abscissenaxe  enthaltenen  Hächenraum  mit  /■’,  so 
hat  mau  zur  Bestimmung  desselben  die  bekannte  Formel 

F = ydx. 

Non  ist  aber,  indem  man  wiederum  a®  + 6®=c*  setzt, 


yiLc 


mithin 


Aber  es  ist 


■E(6dbV~ c% — **)  dx 

a- f x 

xdx  . C xdx\f  c®— x* 


a\x 


xdx 
o + z 


= bx  — «6.1ognat.(«-fx)  -f  const. ; 


soll  der  Flächenrauni  für  x=0  verschwinden,  so  muss  const. 
= ob.lognat.a  sein. 

Setzen  wir  ferner  a+x=tr,  also  x = u — a,  so  wird: 


ß 


xdx\f c*— x®  P (u  — a)du\f  IP+'lau — u* 


a+x 


'=/ 

f 


(u  — o)(A®-F2om — «®)rfu 
«V  öi-\-'2au — ii® 


Bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  den  Wurzelausdruck  mit  R 
»o  ist: 

/(« — o)(A®f-2nx — uz)du 

u V"  6*+2a« — u® 

Nun  aber,  wie  vorhin  «®-f6®  = c®  gesetzt,  ist: 
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ru'du  1 lAi  rdu  3 fudn 

J -1r=-5“W+26  J R+2“J  R 

/ ‘«du  rdu 

J-R=-R*aJ  R’ 

Pdu  . u—a 

/ v»  = arc . sin > 

,/  K c 

/*6du  , . 6*  + au—bR 

/ —fr  = log  nat. 

J uU  b cu 


Mit  Rücksicht  hierauf  findet  man  nach  einigen  Reductionen 
* (u —a)(6s+2au — u*)du 


r~ 


V^6*+2«m— u4 


= g-  Ui1 — o*)arc  .sin  aAlognat . 


1 


+ 2 (u—3a)R  4 const., 

folglich,  wenn  man  statt  u den  Werth  a -\-x  wieder  einsetzt: 

/(/üV  ca— x* 

O+.T 


= LfiW)arc . sin  * - «Ä.lognat . 

2V  e c(a-f:r) 


-f  t(j:  — in  | V" Cr1 — -xl  + const. 


Zur  Bestimmung  der  Constante  setze  man  -r~0,  wodurch  sieb 
ergibt : 


c — () 

const.  — ab . log  nat J-  ar. 


Durch  Zusammenfassung  des  Vorhergehenden  erhält  man  nun 
allgemein  fiir  die  von  der  i’urve  hegränzte  Fläche : 


„ , , . . a\-x  . , , , c(c—b)(a+x) 

h —bx — o6.lognat 1 a&.lognat — ■■  j — -= 

6 « 5 act+dtx—abyf  ra— x* 


j.  I 

J_  (b'1—  «a) arc  .sin  — + g (x—ia)V~ c2 — x2_Lac  , 


wobei  zu  bemerken,  dass  das  Zeichen  -f  auf  die  positiven  resp- 
grüssern  Ordinaten,  das  Zeichen  — auf  die  negativen  resp.  klei- 
nern Ordinaten  sieb  bezieht. 
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Fdr  die  spezielle  Curve,  wenn  nämlich  der  Nebenparameter 
Null  ist,  gebt  diese  Formel  in  die  folgende  über: 

F'=z  T *- u*arc . sin  ~ i ~ (a:—2a)\f  m2—  x*  ± a*. 

Für  den  Inhalt  des  von  der  Curve  gebildeten  Foliums,  den  wir 
mit  f bezeichnen  wollen , findet  man : 

1 c—b 

f—  Zf  (b* — a*)jr-f-2<j6.lognat  — — F2ac, 

and  im  Falle,  dass  der  Nebenparanieter  gleich  Null  ist) 

&-*)•*. 

Hieraus  ergibt  sich  (Taf.  V.  Fig.  11.): 

t)  Beschreibt  man  aber  dem  Parameter  a das  Qua- 
drat OHE G und  mit  demselben  Parameter  a den  Kreis- 

Snadranten  HQG,  so  ist  das  halbe  Folium  OHRO  dem 
treifen  HEGQH  an  Inhalt  gleich. 

*2)  Beschreibt  man  mit  dem  Parameter  a umO  als 
Mittelpunkt  einen  Kreis  und  um  diesen  ein  Quadrat, 
so  ist  das  Doppelfolium  den  vier  durch  die  Kreislinie 
abgescbnitteneu  Ecken  des  Quadrates  gleich. 

Nimmt  man  o = 3,  6=4,  c=r5,  resp.  6=0,  «=e=3,  so  fin- 
det man  (Sr  das  Folium  f,  so  wie  für  das  Folium  (‘  die  Wert  he : 

f=  15,05.,  f- 3,88.. 


13. 


l)ie  Gleichung  des  tim  den  Anfangspunkt  der  Conrdinaten  mit 
dem  Radius  0£  = c beschriebenen  Kreises  ist; 

*2  + Jf ’=c*. 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  allgemeinen  Gleichung  der 
Curve,  am  einfachsten  in  folgender  Gestalt: 

(x—a)  (xa  +y»)  = 2y(bx  - ay) , 

io  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Durchschnittspunkte  der  Cure« 
und  des  Kreises  die  beiden  Gleichungen: 

(x — a)c2  x=ZbxV  c*—  x‘ * — 2 a(c* — x*) , 

(o  — yf  c2-  y*)c*=2y  (ay  — 6 V"  d*— y1) ; 

Thiil  XV.  IS 
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oder  nenn  mau  entwickelt  und  nach  den  Potenzen  der  Veränder- 
lichen ordnet: 

4a'4 — doo-5  — 3 c9x*  | 2 ac2x  | «1cs=0, 

4y4— 4 by3  — 3c^y®  f 4 hc^y  — 

Diese  Gleichungen  sind  vom  vierten  Grade:  die  Curvc  wird  also 
von  der  Kreislinie  in  vier  Punkten  geschnitten,  welche,  wie  sieb 
leicht  zeigen  lässt,  alle  vier  reell  sind.  Denn  da  eine  Wurzeider 
vorstehenden  Gleichungen  resp.  a und  6 ist,  so  ergeben  sich  die 
drei  andern  Wurzeln  resp.  aus  den  Gleichungen: 

4.t3 — •ir'tr — oc®= 0, 

4i/2  — 3c2y  -f-  6c®  — 0 . 

Da  nun  hierin  das  zweite  Glied  negativ,  überdies  c>o  und  c>6, 
also 

4(|c®)»>27(y«c*)* 

und 

4(|c*)*>27(j6c*)®# 

so  hat  jede  dieser  Gleichungen  drei  reelle  Wurzeln,  und  zwar 
hat  die  erstere  Gleiehung  zwei  negative  und  eine  positive,  die 
zweite  Gleichung  eine  negative  und  zwei  positive  Wurzeln.  Setzt 

inau  eosqp=“-und  coaip  = -- » so  sind  dieselben: 

+ c.cosy  cp,  — c.eos(60°  — ■ g- qp) , — c.cos(00°  -f  y <p); 

, — c.cns  ,y  ift , l-c.  cos(00° — | cp) , + c.cos(60°  4 y ip) . 

Die  Wurzeln  der  ursprünglichen  Gleichungen  sind  also  alle  vier 
reell,  und  der  Kreis  schneidet  demnach  die  Curve  in  vier  reel- 
len Punkten,  deren  Abscissen  und  Ordinaten,  wenn  man  be- 
rücksichtigt, dass  hier  immer  qp  resp.  y ip  < 60° — ■ y resp. 

60°  — .y cp,  und  dass  immer  x"1  -f_y®=c®  ist.  sich  fblgendermassen 
zusammeo  ordnen: 

x‘=  + a t/'=4-* 

x"~  4-  c.cos  y <p  y"  = 4-  c.cos(00°  4 y tp) 
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2 TU  —c  ,COS(60°  — Tj  (f  ) y"'  = + c.cos(60°  — jV) 

x"“= — c.cos(fiO°  + J 9>)  y""*=— c.cos  .j  ■ 


Wie  mao  aus  den  Vorzeichen  ersieht,  liegen  immer  zivel 
Hnchschnittspunkto  im  ersten,  einer  im  zweiten,  und  einer  im 
dritten  Quadranten. 

Für  deu  Fall,  dass  a — 3,  0 — 4,  c— 5,  ergehen  srich  für  die- 
■ribeu  folgende  VVertbe: 


* = +3 
*"=  +4,76304. . 
x"=— 3,69874 .. 
jc""= — 1,06-429  ... 


y'  = +4 
y"=  + 1,5-210.. 
y"  = + 3,36441.. 
y,"=-4, 88541 .. 


14. 

Nach  den  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  gemachten 
Kt.'itterungen  w erden  wir  jetzt  im  Staude  sein  zu  zeigen,  wie  mmi 
Hülfe  unserer  Curve  in  Folge  der  6.  5.  angegebenen  Eigcn- 
schaft  die  Trisectiou  jedes  heliehigen  Winkels  vornehmen  kann. 

Senamlich  ein  helieldger  Winkel  gegeben,  dessen  .Scheitelpunkt  O 
TjfV.Rg.  10.),  so  falle  man  von  irgend  einem  Puukte  + des  einen 
Srkwlel»  auf  den  andern  oder  dessen  Verlängerung  eine  Senk- 
et t EH , construire  zu  O/J  als  llauptparameter  und  HE  als 
■Vien  parameter  nach  §.  5.  die  Curve  NOKOE OS  und  beschreibe 
m|t  Oh  als  Radius  um  O einen  Kreis,  welcher,  wie  wir  gesehen 
haben , die  Curve  ausser  in  E noch  in  drei  Punkten  A,  A‘,  A" 
«hneidet.  Man  verbinde  diese  mit  O und  verlängere  nöthigen- 
™»,  wodurch  man  die  Durchschnittspunkte  C,  C,  C"  auf  dem 
■'dien parameter  erhält,  und  ferner  verbinde  man  E mit  den  Punk- 
j*  4,  A',  A".  Alsdann  sind  nach  j}.  5.  die  Dreiecke  EAC, 
h-tC,  EA"C  gleichschenküch , mithin  die  folgenden  Dreiecke 
l«»rweise  einander  ähnlich: 

XOAE^iEAC.  £OAEoj&EA'C,  \OA"Eoj\Efl'C“ . 

h sie  gleichschenklich  sind , und  jedes  Paar  den  Winkel  an  der 
Grundlinie . resp.  ZEAC  oder  Z EA'C  oder  ZEA"C,  gemeiTi- 
*'un  hat;  daher  ist 

^ 4hC=ZEOA , ZA' EC  = ZEOA',  ZA" EC"  = ZEOA" . 

»W.  wenn  man  aus  E die  Senkrechten  EF , EF',  EF"  Rillt, 
die  folgenden  rechtwiuklicben  Dreiecke  paarweise  ähnlich  : 

i<0H^>\CEF,  XCOHc*>±CEF',  WO/tco±C"EP’ . 

• 15  * 
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l)arau»  ergibt  »ich  mm  : 

ZAOP=ZCOH=ZCEF-  .j  Z AEC=  \zEOA; 

ZA  OP—ZCOU—ZCEF'  z=^ZA'EC-\ ZEOA-, 

ZA"  OP1  =ZC‘OH=ZCEF'=  \ ZA"EC"=\zEOA ; 

Z A‘‘OP={2R—C‘OH)=(2R—  C'EF")  = j (iR—A"ECr) 

= i(4  R-EOA") 


Hieraus  folgt  nun: 

ZAOP  =^ZEOP (ZEOP>  0°  und  <1 R), 

ZA'OP'  = jZEOP' (ZEOP’>\R  und  <2ß). 

ZA"OP'  = jconv. ZEOP1 (con\.ZEOP‘>2R  und  <3Ä), 

ZA"OP  =z^conr.ZEOP (conv.Z£OP>$R  und  <4ß). 

Demnach  ist  also  vollständig  gezeigt,  wie  vermittelst  unser« 
Curve  jeder  beliebige  Winkel,  sei  er  ein  spitzer  oder  ein  stumpfer 
oder  ein  erhabener,  in  drei  gleiche  Tlieile  getbeilt  werden  kan«. 

Da 

ZAOP—^ZEOP  und  Z A"  OP com.  ZEOP, 

ferner 

ZA'OP  = ^ZEOP  und  ZA"  OP‘=^coov.ZEOP\ 

so  ergibt  sich  endlich  noch,  dass  in  den  Punkten  A,  A,  A 

¥Taf.  V.  Fig;  10.  und  II.)  die  ganze  Kreisperipherie  in  drei  gleicht 
heile  getbeilt  ist. 
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VI. 

Nachtrag  zu  dem  Aufsätze  ln 
Thl.  VIII.  Nr.  XXXIII. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

xu  Berlin. 


Betör  ich  der  öffentlichen  Aufforderung  des  Hrn.  Prof.  Grün  e rt 
Tixchkomnie,  und  den  in  dem  Cr  eil  eschen  Journal  erschienenen  Be- 
weis des  Hrn.  Prof.  Steiner,  dessen  in  der  Nachschrift  zu  dem  Auf- 
sätze Thl.  XIII.  Nr.  XXXIII.  Erwähnung  gethan  wird,  mittheile, 
muss  ich  auf  einen  Irrthum  aufmerksam  machen , der  sich  bei 
Aufstellung  des  allgemeinen  Satzes  in  erwähntem  Aufsatze  cinge- 
schlicbeu  bat.  Der  daselbst  geführte  Beweis  stützt  sich  nämlich 
auf  Eigenschaften  der  Figur,  welche  von  der  dort  angenommenen 
Ltge  der  Winkel  n und  b abhängen  und  bei  anderer  Lage  nicht 
itattfmden.  Es  kann  demnach  nur  folgender  Satz  allgemein  auf- 
restcllt  werden:  Wird  eine  Gerade  von  zwei  Strahlen  geschnitten, 
und  ist  die  Linie,  welche  aus  dem  Schnittpunkt  des  Einen  auf 
<Im  Andern  gezogen  wird,  gleich  der  Linie,  welche  aus  dem 
Schnittpunkt  des  Andern  auf  den  Ersteren  gezogen  ist,  so  sind 
dir  Gegenwinkel,  unter  denen  jene  Strahlen  die  Gerade  schneiden, 
einander  gleich,  wenn  jene  gleichen  Linien  diese  Winkel  in  glei- 
chen Verhältnissen  schneiden. 


Nach  der  Bemerkung,  welche  der  Herr  Professor  Steiner 
•einem  Aufsatze  „Elementare  Lösung  einer  Aufgabe  über  das 
ehene  und  sphärische  Dreieck“  im  28.  Bande  des  Crelle’schen 
Journal*  vorausschickt,  kam  demselben  im  Jahre  1840  von  Herrn 
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Professor  Lehmus  folgende  Aufgabe  zu,  mit  der  Bitte  „eine 
rein  geometrische  Lösung  derselben  zu  finden.“ 

„Wenn  in  einem  geradlinigen  Dreieck  die  zwei  Gerades, 
welche  dessen  Winkel  an  der  Grundlinie  hälften  und  die  bis  an 
die  Gegenseiten  verlängert  genommen  werden , gleich  lang  sind, 
so  ist  die  Krage,  ob  dann  das  Dreieck  gleichschenklig  sei?“  — 

Darauf  habe  er  folgende] Lösung  dem  Hrn.  Professor  Lehmus 
mitgetheilt , die  er  unter  anderen  desshalb  veröffentliche,  da  ein 
grosser  Kenner  der  Geometrie,  Herr  Sturm,  der  von  seinen  Zu- 
Ivörern  und  Andern  verschiedene  Lösungen  besässe,  die  Seinige 
tür  die  elementarste  gehalten  habe. 

lieber  die  Schwierigkeit  der  erwähnten  Aufgabe  sagt  der  Herr 
Professor  Stei n er  hi  demselben  Aufsätze:  „die  Schwierigkeit, 

welche  die  Aufgabe  darbietet,  mag  ihren  Grund  darin  haben,  dass 
die  eine  Voraussetzung  nicht  so  absolut  bestimmt  Ist,  wie  man 
auf  den  ersten  Blick  leicht  glauben  möchte,  denn  wenn  gesagt 
wird  „die  Winkel  an  der  Grundlinie  werden  gehälftet“, 
so  ist  dies  sowohl  auf  die  innern  als  auf  die  äusseru  Winkel  an 
der  Grundlinie  anzuwenden,  was  dann  im  Wesentlichen  drei  ver- 
schiedene Fälle  giebt,  indem  nämlich,  wenn  man  die  bis  an  die 
Gegenseiten  verlängerten  Strahlen,  welche  die  inneren  Winkel 
hälften , durch  a und  b und  diejenigen , n eiche  die  äusseren  Win- 
kel hälften,  durch  aj  und  bl  bezeichnet,  entweder 

1)  a — b , 2)  a,=&,,  3)  a,=b  oder  a=b, 

/ 

angenommen  werden  kann. 

Im  ersten  Falle  Taf.  VI.  Fig.  1.,  wo  also  die  inneren  Winke! 
gehälftet  werden,  würde  die  Annahme,  dass  die  Winkel  a und  ß 
ungleich  wären,  etwa  «>/S,  einmal  zu  dem  Schluss  führen,  das* 
der  Winkel  ADB,  nämlich  2/i— («+2/3),  grösser  sei  als  der  Win- 
kel BEA,  nämlich  2/i — (ß-f  k2a).  Andererseits  aber  folgt  aus  der- 
selben Annahme,  wenn  man  das  Dreieck  AEB  so  an  das  Dreieck 
BDA  legt,  dass  A in  B , B in  A und  E in  Et  fällt,  dass,  da 
DByAE  — BEi  wäre,  y>x  sein  müsste,  mithin,  da  n=m  ist. 
der  Winkel  x+n  kleiner  sein,  als  y+?n,  oder  Winkel  ADB  klein« 
als  der  W’inkcl  BEA.  Dieser  Widerspruch  zeigt  die  Unrichtig- 
keit der  Annahme  und  dass  unter  obiger  Bedingung  das  Dreieck 
gleichschenklig  ist. 

„Im  zweiten  Falle,  wo  also  die  äusseren  Winkel  gehälftet 
„werden,  kommt  es  noch  auf  eine  nähere  Untersuchung  an,  ob 
„nämlich  a)  beide  Strahlen  «,  und  6,  die  verlängerten  Gegensei- 
„ten  jenseits  der  Spitze  C oder  beide  dieselben  unterhalb  der 
„Grundlinie  AB  treffen,  oder  ob  ß)  der  eine  die  Gegenseite  ien- 
„seits  der  Spitze  und  der  andere  sie  unterhalb  der  Grundlinie 
„trifft.  Unter  der  Bedingung  «)  ist  das  Dreieck  gleichschenklig, 
„dagegen  unter  ß)  nicht.“ 

Denn  we*n  Taf.  VI.  Fig.  2.  die  Aussenwinkel  gehälftet  sind, 
und  die  Strahlen  o,  und  6,  die  Gegeusciten  jenseits  der  Spiue 
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C (reffen,  so  führt  die  Annahme,  dass  die  Winkel  a und  ß nicht 
deich  «firen,  etwa  «>/3,  einerseits  zi  dem  Schlüsse,  dass  der 
Winkel  HAB,  nämlich  ill  — a,  , kleiner  als  der  Winkel  EBA, 
«unlieb  2 R — ßt , also  dass  HB^>AE  sein  müsste.  Andererseits 
folgt,  da  w>.r  ist,  hei  derselben  (’onstrurtion  wie  oben  , dass  der 
Winkel  EJAB  < M,ß,  also  I)B>BEl  oder  />//>  AE.  - Die- 
ser Widerspruch  zeigt  die  Unrichtigkeit  obiger  Annahme  uud  da- 
durch, dass  das  Dreieck  gleichschenklig  ist. 

„Wenn  dagegen  beide  Strahlen  «,  und  b,  den  Gegenseiten 
.unterhalb  der  Grundlinie  begegnen,  wie  in  Taf.  VI  Fig.  3.,  so 
-scheint  der  Beweis  nicht  auf  analoge  Weise  Statt  zu  linden.“ 
Daher  riebt  der  Herr  Professor  Steiner  folgenden  minder  ein- 
lacbeo  Beweis. 

Aus  der  Annahme,  dass  a und  ß ungleich  wären,  etwa  o>j3, 
M*t  BF>AF,  und  daraus  FD>  FE.  Man  nehme  (Taf.  VI.  Fig.  3.) 
f(h=FA  und  FH=FE  und  ziehe  GH,  so  ist,  wegen  der  Uon- 
tmeni  der  Dreiecke  HEG  und  EFA,  der  Winkel  = «,  also 

ßi , woraus  folgt,  dass  die  Gerade  GH  der  Seite  CB  jen- 
seits^//, etwa  in  K,  begegnet,  und  zwar  unter  einem  Winkel 
r=  «,-&=<* — f3=2f , denn  a — t — AGF—ß  -+  t.  — Da  der  W'in- 
*el»j,  also  auch  «—  C-j-D  ist,  so  isttr^Z),  als o BD^>  AB.  Nimmt 
man  BL=BA,  so  wird  BAG  und  BGC  congruent,  also  r=t,. 
Ui  aber  fj>y  ist,  so  ist  auch  £>y,  was  dem  Obigen  2 t—y 
widerspricht.  Es  muss  also  cr  = |S  angenommen  werden,  woraus 
folgt,  dass  das  üreietfft  ACB  gleichschenklig  sein  muss, 

4m  dritten  Falle,  wo  also  ein  innerer  und  ein  äusserer  Win- 
M ui  der  Grundlinie  gehälftet  wird,  ist  das  Dreieck  nicht 
„deidiscbenklig.  (Nur  scheint  die  Möglichkeit  vorhanden  zu  sein, 
-dass  es  in  ganz  besonderem  Falle  gleichschenklig  sein  kann, 
„wobei  es  dann  aber  ein  der  Form  nach  ganz  bestimmtes  Dreieck 
4*t,  d.  h.  bestimmte  Winkel  hat*).  — Da  nun  die  Aufgabe  alle 


*)  Sollte  da*  Dreieck  ACB  ( l’uf.  \l  Fig,  5)  gli-ichacbruklig  «ein, 

»ihrenil  — = ist,  *u  folgt,  wenn  J = n gemacht  wird, 

“ ß 

a 2/t—« 

a 2//+0  ’ 
denn 

=«+i?=2ö+d=2«+n. 

für  * = — a findet  man 

n 

a~n+ 1 ■ 

tt'rnn  also  mischen  den  Grössen  « und  n dicae  Gleichung  bestellt.  Ul 
du  Dreieck  glcichacheuktig.  I*t  « — 2,  al«n  «enn  die  Winkel  geholt 
l«t  «ein  tollen , so  mutt 
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„diese  Fälle  fiir  die  Rechnung  stillschweigend  xugleich  umlVst, 
„so  begreift  man,  wie  diese,  wenn  sie  nicbt  geschickt  ans-epiUa 
„wird,  auf  höhere  Gleichungen  führen  muss.“ 

Für  die  Lage  Taf.  VI.  Fig.  1.  und  2.  lässt  sich  auf  dieselbe  Wi 
wie  oben  zeigen,  dass  auch  in  dem  Falle,  wo  die  Winkel 
unter  gleichem  Verhältnis«  eetheilt  werden,  das  Dreieck  gli 
schenklig  sei.  Für  Taf.  VI.  'Fi".  3.  ist  aber  der  Beweis  dem 
gen  nicht  analog  zu  führen,  und  auch  kein  anderer  Beweis 
diesen  Fall  gegeben. 

Die)  Untersuchung  geht  nun  noch  auf  das  sphärische  DreieekfT 
VLFig.4.)  über,  fiir  den  Fall,  dass  die  Winkel  gehälftet  sind.  „Es* 
„gezeigt,  dass,  wenn  die  Winkel  ungleich  genommen  würden,  et« 
,,«>/?,  so  auch  ItF^-  AF  und  daher  FIJ > FE  wäre.  Nil 
„man  nun  FG—FE  und  FH  FA , so  sind  die  Dreiecke.! 
„und  HFG  symmetrisch  gleich,  also  xx—jc  und  «(=<(,.  I)s 
„Dreieck  BEI)  grosseren  Inhalt  bat,  als  das  Dreieck  HFG, 
„muss  auch  die  Winkelsumme  grosser  sein  als  die  des  letzteren.  1 
„Winkel  hei  F haben  sie  gcmeiu  und  von  den  (ihrigen  ist  c,> 
„(weil  «a=tri>&);  daher  muss  Winkel  «>  a:,  und  somit  a 
„y>a:  sein.  Da  ferner  die  Dreiecke  BAD  und  ABE  zwei  P 
„gleiche  Seiten  und  dazwischen  die  ungleichen  Winkel  a>ß  hak 
„so  ist  Seite  d>e  (d.  i.  BD">AE).  Man  denke  sich  nun 
„Dreieck  ABE  in  der  Lage  von  BAEX , wo  nämlich  Winkel  i. 
„/=«+«,.  Seite  e,—e  ( BEX=AE ) etc.  ist,  so  wird  man  — 
„der  Winkel  DBEX  ~y+  ß + ßx  <7t,  d.  h.  falls  die  Summe 
„Winkel  an  der  Grundlinie  AB  im  "eeebeuen  Dreieck  ACB  I 
„ner  als  zwei  Rechte  ist  — durch  Hülfe  des  Ilauptkreisboi 
„DE,  auf  ganz  gleiche  Weise  wie  oben  bei  Taf.  VI. Fig. 2.  auf 
„Widerspruch  geführt,  dass  ex  >tf,  also  e>rf  sein  müsste;’ 
„aus  sodann  auf  die  Gleichheit  von  a und  ß und  daraus  auf 
„Gleichheit  von  AC  und  BC  geschlossen  wird.“ 

„Für  die  andere,  allgemeinere  Aufgabe , wo  die  Winke!  an 
„Grundlinie,  statt  gehälftet,  in  irgend  einem  gleichen  Verhalt 
„getbeilt  werden,  folgt  auf  gleiche  Weise,  dass  das  Dreieck  sin 
„schenklich  sein  muss,  falls  die  Summe  der  beiden  Winkel 
„der  Grundlinie  kleiner  als  zwei  Rechte  ist.“ 


„Wenn  dagegen  die  Summe  der  Winke!  an  der  Grund* 
„grösser  als  zwei  Rechte  ist,  so  wird  der  Beweis  fiir  beide  A 
„gaben  unbrauchbar.  — Ich  begnüge  mich,  — scbliesst  der  fl 
„Professor  Steiner  seinen  Aufsatz  — mit  dieser  Andeutung  < 
„überlasse  es  den  Liebhabern,  die  vollständige,  aber  niOuii'l 
„elementare  Losung  aufzufinden.“ 


1 

fl  = 3 H=z 30" 


•ein, 
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Durch  die  Freundlichkeit  des  Herrn  Professor  Lebmus  bin 
h in  den  Stand  gesetzt,  folgende,  von  ihm  gefundene  Beweise 
H einfachen  Satzes  mitzutbeilen. 

..Lehrsatz.  Wenn  die,  zwei  Winkel  eines  Dreiecks 
halbirenden  Transversalen  einander  gleich  sind,  so 
• ind  es  auch  die  halbirten  Winkel,  d.  h.  das  Dreieck 
in!  gleichschenklich,  oder  (Taf.  VI.  Fig.  1.): 

Voraussetzung:  EADzzDAB 

ID  BE  = EBA 
AD— BE 

Behauptung:  EAD  — DBE. 

k,l.  Beweis.  Aus  der  Annahme  EAD—DBE  würde  folgen 

xl  FAD- ÜBE 

•d  hieraus  (durch  Addition) 

il)  BAF>  ABD\ 

12)  die  vier  Punkte  A.F,D,B  liegen  ln  der  Peripherie  dessel- 
p Kreises.  Da  nun  aber  in  Folge  der  Voraussetzung  BAF 
W,  so  entstünde  BF">  AD  und  um  so  mehr  BE^AD,  als 
flpnpruch  gegen  die  dritte  Voraussetzung. 

„II.  Beweis  durch  Calcul. 

'j „Man  nenne  die  Dreiecksseiten  a,  b,  c und  die  halbirenden 
»nsversalen  d. 


aczzd1  -f- 


bc  — dz-\- 


(a+c)*’ 

abzc 

(A+c)* 


kt,  wenn  d elirainirt  wird, 

(a-f  6 -f  c)c(a— 6)[c*+(a  +6)(a6+c*) +3a6c]  =0 ; 
liehet  Gleichung  nur  durch  a— 6=0  Genüge  geschieht.“ 

Was  den  Salz  in  Betreff  des  sphärischen  Dreiecks  betrifft, 
lässt  sich  der  Beweis  ganz  in  derselben  Art,  wie  ich  ihn  beim 
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ebenen  Dreieck  gegeben  habe,  rühren,  wenn  man  nämlich  be- 
denkt, dass  alle  Ebenen,  die  durch  den  Schenkel  eines  Winkels 
gehen  und  auf  denen  Linien  liegen,  welche  mit  dem  andern  Schen- 
kel einen  Winkel  von  der  bestimmten  Grösse  q bilden,  den 
Kegel  schneiden , dessen  Axe  der  andere  Schenkel , und  dessen 
Erzeugungswinkel  q ist.  Denkt  man  demnach  um  jeden  Schenkel 
eines  Winkels  einen  Kegel  mit  demselben  Erzeugungswinkel  o und 
aus  dem  einen  Schenkel  (A)  eine  Schnittebene  durch  den  Kegel 
des  andern  Schenkels  (B),  und  die  Ebenen  zwischen  je  einet 
Schnittlinie  und  der  Axe  des  zugehörigen  Kegels,  während  man 
sich  vorstellt , dass  eine  Ebene  aus  dem  Schenkel  (B)  sich  um 
B um  360°  drehe,  und  dass  fortwährend  die  Ebenen  durch  die 
Schnittlinien  (derselben  mit  dem  Kegel  (.4))  und  dessen  Axe  ge- 
legt werden;  so  lassen  sich  in  Bezug  der  Neigungswinkel  der 
erwähnten  Ebenen  gegen  die  Ebene  des  ursprünglichen  Winkels 
dieselben  Schlüsse  anwenden  wie  int  obigen  Beweise. 

Im  Allgemeinen  braucht  wohl  nicht  erst  darauf  hingewiesen 
zu  werden,  dass  die  in  den  Figuren  zu  meinem  Beweise  vorkom- 
menden  Kreise  nur  gebraucht  wurden,  um  der  Vorstellung  mehr 
Halt  zu  geben,  und  dass,  wie  in  einer  zweiten  Bearbeitung*)  ge- 
schehen , nur  die  elementarsten  Lehrsätze  der  Geometrie  benutzt 
sind.  — Ferner  möchte  die  von  mir  gegebene  Beweisführung  viel- 
leicht desshalb  einige  Beachtung  verdienen,  da  sie  direct  zu 
Werke  geht  und  ein  einheitliches  Ganze  bildet. 


*)  Diese  zweite  Bearbeitung  soll  auf  den  Wunsch  des  Herrn  Vf*, 
in  einem  der  nächsten  Hefte  des  Archivs  noch  mitgrthcilt  werden,  da 
jetzt  kein  Kanin  dazu  war,  und  ich  nur  zuerst  verschiedene  Bewcisartee 
luittheilen  wollte.  G. 
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VII 

Die  continuirliclic  Function  und  ihre 
Abgeleiteten. 

Von 

Herrn  Professor  Pranke, 

iwettem  üirertor  der  |)oljftcchiiiarhen  Schale  za  Hannover.  » 


luden  Exercices  d’Analysc  tome  II.  p.  54.  sagtCauchy: 
die  Function  fx  kann  nach  Maclaurins  Formel  in  eine  conver- 
Stnlf  Reibe  nach  den  aufsteigenden  Potenzen  von  x entwickelt 
werden,  wenn  der  Modul  der  reellen  oder  imaginären  Variabein 
■reinen  kleineren  Werth  behält  als  der,  für  welchen  die  Function 
(«der  deren  erste  Abgeleitete)  aufhört,  continnirlich  zu  sein.  In 
dieser  Gestalt  hatte  schon  früher  Caucby  den  Satz  aufgestellt,  je- 
dochohneden  in  derKlanuner  stehenden  Zusatz  beizufugen.  Der  Satz 
i*t  ton  grosser  Wichtigkeit,  weil  er  die  Anwendbarkeit  der  ge- 
dachten Reihe  an  eine  klare,  feste  Bestimmung  knüpft.  Indessen 
scheint  er  nicht  richtig  zu  sein,  und  ohne  die  Gründe  liir  diese 
Behauptung  vorzuführen , welche  in  Cauchy’s  Beweise  selbst 
liegen,  will  ich  vielmehr  direct  die  Grenzen  der  Anwendbarkeit 
der  Reihe  dadurch  versuchen,  dass  ich  in  der  ersten  Nummer 
die  doppelte  Form  des  Differentials,  in  der  zweiten  die  Beziehung 
der  continuirlichen  Function  zu  ihren  Abgeleiteten,  und  in  der 
dritten  die  Reihe  Maclaurins  selbst  entwickele. 


1. 


Es  sei  Fx  eine  Function  von  x,  die  zwischen  xt  und  x\  -f  h 
entweder  nur  zunimmt  oder  nur  abmmmt  und  die  zwischen  den- 
selben Grenzen  continuirlich  bleibt,  d.  h.  die  um 'unendlich  kleine 
Grössen  derselben  oder  einer  höhern  Ordnung  zu-  oder  abnimmt, 
als  die  Veränderliche  x selbst.  Das  Differential  der  Function  ist 
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F\xF«) — Fx  = aFx, 

wenn  a eine  unendlich  kleine  Zunahme  bedeutet.  Diese  Gleichung 
ist  aber  nur  genau  bis  auf  das  Unendlich-Kleine  der  zweiten  Ord- 
nung, so  dass  vollständig  dafür  zu  setzen  ist 

I)  F(x+a)  — Fx  = aF'x  4 oaA| , 

wenn  A,  eine  endliche  Zahl  bezeichnet,  und  x zwischen  den  an- 

f'egebenen  Grenzen  liegt.  Lässt  man  nun  x immer  um  die  unend- 
icn  kleine  Grösse  a zunehmen,  bis  sie  den  Werth  x+h  erhält, 
so  entstehen  die  streng  wahren  Gleichungen : 

F(x  + <*)  — Fx  — aF'x  4-  o*A,  , 

F(xf2a)  — F(x4-o)=oF'(x4-a)  -f  ct*Aj, 


f\x-4[n  — 1]«)  — F(x4-[n— 2]o)  =aF'(.T-4[n— 2]a)  4-  cr*A»-, , 
F(x4-na)  — F(x  f[n  — 1 ]a)  ~ aF'(x  f [n — l]a)4-a*A«; 

in  welchen  die  Grössen  A*,  ...  A«-., , kn  dieselbe  Bedeutung  beibe- 
halten als  A,.  Addirt  man  diese  Gleichungen  und  ordnet  recht« 
nach  Grössen  derselben  Art,  so  erhält  man 

2) 

F(*4-no)— Fo=o{Fa:4-F(ar4-o)4-..4-F'(ar4-[»i— 2]n)4-P(x+[n— 1]«)| 

4-0*1^+^  + 

eine  Gleichung,  welche  wie  Gleichung  1)  streng  richtig  ist. 

Offenbar  giebt  es  einen  Werth  von  x,  der  zwischen  x und 
*4-no  liegt,  nemlicb  x-fwa,  für  welchen  F'(x-{-ma)  das  arith- 
metische Mittel  der  Glieder  der  Reihe 

F'x,  F'(x+a) , .... F(x -f[n — 2]«) , F'(i-f [n-lja) 

bedeutet,  wenn  m eine  ganze  oder  gebrochene  Zahl  bezeichnet, 
die  zwischen  Null  und  n liegt.  Wenn  nun  m eine  Bruchzahl 

*— , zwischen  den  Ganzzahlen  p und  p 4- 1 gelegen , ist , so  daw 

die  Reihenfolge  der  Zahlen 


P,P  + '~>  P+l 

statt  findet , so  kann  man  immer  die  Zunahme  a mit  der  kleineren 
— vertauschen,  weshalb  die  Reihenfolge  zwischen  p und  /»4-1  ‘n 
die  Reihe  der  ebenfalls  ganzen  Zahlen 

rp,  rp\  1,  ..rp4-«,rj»4-*+l, ...  »j»4-r 
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«bergebt,  and  es  ist  klar,  das«  die  Gleichung  1),  folglich  auch 
Gleichung  2),  für  kleinere  a gültig  bleibt. 

Auf  gleiche  Weine  wird  es  einen  Mittelwerth  kq  der  Grössen 

ki  | k^f  ■••••  kn — | t 

geben,  für  welche  der  Zeiger  q zwischen  0 und  n liegt. 

Werden  nun  diese  Mittelwerthe  mit  n multiplicirt  und  in  Glei- 
chung 2)  eingeschaltet,  so  entsteht 

F(x4na)  — Fx—nuF'(x^ma)  4 na*kt , 

oder,  wenn  man  na  mit  h certauscht, 

3)  jFIfzvfA) — Fx  — h\F‘(xF  ma  )t  “ | . 

ln  dieser  Gleichung  ist  kq  von  der  Veränderlichen  x , sowie  von 
der  Form  der  Function  Fx  abhängig;  es  wird  daher  immer  einen 
Werth  jr-f -fu*  geben,  für  welchen 

F'{x\fUi)  — F(x-\-ma)  4 akq 

besteht  Hier  bedeutet  (i  wieder  eine  Zahl  zwischen  Null  und  n; 
denn  #*(x4-«»«)  ist  von  f'(x  + fto)  um  die  unendlich  kleine  Zahl 
verschieden , man  kann  daher  «A?  als  das  Differential 

F(x  -f  ma)  — F(x  + ma  — ß) 

*n»bon,  in  welcher  Differenz  die  unendlich  kleine  Zahl  ß so  ge- 
wählt  werden  kann,  dass  die  Gleichung 

F(x  4 ma)  — F(x-\-ma— ß)—akq 

in  »Iler  Strenge  bestehe , dass  daher 

P(x4-r*«)  4-  okq 

in  die  Differenz 


F(x  4-  [w4-l]o)—  F(x  4m«  — ß) , 

das  ist  in 

(a  + ß )F,(x+ma—  ß), 
und  die  rechte  Seite  der  Gleichung 

= Fu  { ma  _ ß) 

“4 P 
in 

F'(x  4 j «*) 
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übergeht , wenn  man  ma — ß mit  fia  vertauscht.  Die  Gleichung 
verwandelt  sich  sonach  in 


4) 

Schreibt  man 


F(x+/i) — Fx= AF'tx+fio). 
endlich  d.na  oder  Jh  statt  fia,  so  bedeut« 


einen  achten  Bruch,  und  aus  Gleichung  4)  entsteht 


S) 


f’(.rf/i)  —Fx—hF‘(x+dh) . 


In  der  vorausgehenden  Entwicklung  liegt  der  Grund,  dass  die | 
Gleichung  5)  noch  fiir  eine  Function  gilt,  welche  innerhalb  der 
Grenzen  x und  x -{■  h uicht  mehr  continuirlich  bleibt;  den 
in  diesem  Falle  sind  zwar  einzelne  der  Werthe 


Fx,  F‘(x  f «) f''(.r+[n— 2]«) , F'fx+fit— I]er) , 


k ti  A* An—*,  Iim 


unendlich  gross,  aber  immer  wird  ein  Mittelwerth  F(x mu) 
die  erste  uml  für  die  zweite  Reihe,  sowie  h'(x  F fia)  für 
Summe  von  F(z|m««)  und  o/-»  möglich  sein,  dergestalt,  dass  i 
Zahlen  m , q,  p zwischen  Null  und  n liegen. 


Eben  so  unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  Gleichung  I 
für  unendlich  kleine  Zunahmen  h gelten  müsse,  es  «nag  d 
gegebene  Function  continuirlich  oder  (liscontinuirlich  sein;  sonar 
ist  für  ein  unendlich  kleines  « 


6) 


F(x  d a)  — Fx  = aF‘(x  4 z/a) . 


Ist  daher  die  Function  continuirlich,  so  giebt  es  zwei  Formen,] 
welche  das  Differential  ergänzen,  nemlich 


F(x+a)  — Fx—  aF'x  -f  a2k, 
F’(jr-|-a) — Fx=aF'(x-\-da); 


und  es  ist  in  der  ersten  dieser  Gleichungen  k,  sowie  in  der  zwei' | 
ten  d eine  endliche  Zahl , denn  aus 


dh—dna—pa  folgt  d——. 


und  wenn  h selbst  unendlich  klein  wird,  so  wird  n endlich,  folg- 

U 

lieh  die  Bruchzahl  - selbst  endlich. 


i 


Die  Gleichungen  5)  und  6)  gelten  nur  unter  der  zu  Anfänge 

1 — Hl. I > . 1 ' I I.’  . ' ! ■ 1 _ I 1 l ü. 


gestellten  Bedingung,  dass  Fx  zwischen  x und  x Fh  entweder 
immer  zunehme  oder  immer  abnehme.  Nimmt  nun  die  Function 
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(gischen  x und  A'  zu  und  zwischen  x f h und  .r  4 A'  f A alt, 
•der  umgekehrt , so  gelten  nach  Gleichung  5)  die  Beziehungen 

F(x-{-h‘)  — Fx  — h'F'(x\d‘h') 


F(.r+ A'+A) — F(x+h')  = hF'(x  \h'\dh) , 

»wn  J‘  und  d ächte  Bruchzahlen  bedeuten,  und  es  entsteht 
durch  Addition  dieser  Gleichungen 

F(;r-f  A'+A)  — Fx=h'  F'(x{-  d'h')  f AF(ar-fA'  \-dh)  ; 

für  die  rechte  Seite  wird  aber  immer  ein  Mittelwerth  von  der 


(A'+Ä)  F-^+A'+ä  M"[A'+A]) 

«eh  finden  oder  denken  lassen , in  welchem  dn  wieder  einen 
lebten  Bruch  bezeichnet. 


2. 


Ans  der  Gleichung  5)  in  Nr.  1.  lässt  sich  eine  Beziehung  zwi- 
rn einer  cnn tinuirlichen  Function  und  ihren  Abgelei- 
• «ten  entwickeln.  Es  sei  nemlich  Fx  zwischen  den  Werthen  ,r0 
®d  i\  Wn  x contiuuirlich,  so  gilt  innerhalb  dieser  Grenzen 

j . F(xFa)  — Fx  = uF'(j|A)  , und 
I f’(ar+ u) — Fx —uF'x  + u2k ; 

»»eichen  Gleichungen  zt  und  /•  endliche  Zahlen  bedeuten , wenn, 
*ie  vorausgesetzt  wird,  « unendlich  klein  ist.  Ob  nun  auch  F'x 
potinuirlien  oder  discontinuirlich  sein  mag,  immer  gilt,  wie  in 
w».  1.  nachgewiesen,  die  Gleichung 

F'(x  du)  — F'x  = daF"(x  | d'u) , 

ro  »elcher  d‘  einen  ächten  Bruch  von  du  bezeichnet.  Wird  nun 
dieser  Gleichung  der  Werth  von  F'(x  t- da)  in  die  [erste  der 
Gleichungen  1.  eingeschaltet,  so  dass  dieselbe  in 


F(x-f-a)  — Fx  — aF'x  d du1F"(x- \-d'u) 

JJ*f8*bt,  und  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  der  gedachten 
Gleichungen  1.  verglichen,  so  erhält  man 

k=dF\x  + d'a). 


Nun  ist  d eine  endliche  ächte  Bruchzahl,  und  k ebenfalls 
eine  endliche , wenigstens  nicht  eine  unendlich  grosse  Zahl , da- 


Digitized  by  Google 


232 


her  kann  F"(x  + A'a) , das  Ist  F“x,  «wischen  den  Grenzen  x0  und 
■r,  nicht  unendlich  gross  werden,  wird  also  höchstens  endlich 
bleiben.  Wenn  aber  die  abgeleitete  Function  F"x  einer  gegebe- 
nen Function  F‘x  innerhalb  bestimmter  Grenzen  von  x höchstens 
endlich  ist,  so  wird  für  unendlich  kleine  Zunahmen  von  .v  auch 
F’x  um  unendlich  kleine  Grössen  sich  verändern , das  heisst, 
Fx  wird  innerhalb  der  gedachten  Grenzen  coutinuirlich  sein. 

Wenn  also  Fx  eine  zwischen  zwei  Grenzen  conti- 
nuirliche  Function  bedeutet,  so  ist  die  erste  Abgelei- 
tete derselben  zwischen  denselben  Grenzen  ebenfalls 
coutinuirlich. 

Sowie  der  Schluss  von  Fx  auf  F'x  gilt,  so  ist  er  in  gleicher 

Weise  von  Fx  auf  F"x,  von  F“x  auf  F"x gültig,  weil  Fx 

die  erste  Abgeleitete  von  F'x,  u.  s.  w.  ist,  daher  der  Satz: 

Wenn  eine  Function  von  x innerhalb  zweier  Gren- 
zen coutinuirlich  ist,  so  bleiben  auch  die  abgeleitetes 
Functionen  derselben  innerhalb  derselben  Grenzen 
continuirlich. 

Dieser  Satz  gilt  für  jede  nte  Abgeleitete  einer  zwischen  zwei 
Grenzen  continuirlichen  Function,  so  lange  n eine  endliche  Zahl 
bleibt ; wird  aber  u unendlich  gross , so  erleidet  er  eine  Einschrän- 
kung, weil  er  nur  die  Beziehung  einer  Function  und  deren  Abge- 
leiteten enthält,  welche  von  der  Variabein  x abhängig  ist.  Allein 
jede  Abgeleitete  einer  Function  ist,  ausser  von  dieser  Variabein, 
auch  vom  Zeiger  n abhängig,  deshalb  kann  für  wachsende  n die 
Abgeleitete  ins  Unendliche  wachsen,  wenn  der  Zeiger  n als  Factor 
der  von  x abhängigen  Function  auftritt,  wie  bei  der  Abgeleiteten 
der  Function 


(nti-r-j", 

in  welcher  m jede  reelle  positive  gebrochene  oder  negative  Gant 
zahl  bedeutet. 

Denn  nach  Gleichung  6)  in  Nr.  I.  hat  die  erste  Abgeleitete  von 
Fx  die  Form: 


“ . 

wenn  A einen  endlichen,  ächten  Bruch  bedeutet.  Daher  ist  10' 
das  unendlich  kleine  a die  zweite  Abgeleitete: 


F'(x  f a-f  A'«)  — F(x+A‘a) 


=F"(z+/«  t A"a), 


und,  scbliesst  man  weiter,  die  nte  Abgeleitete 

Fm>  (x-\-A'u  -f  A"a  -f-  A'"a  ...  -f-  AWa) , 
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»enn  diese  Gleichungen  für  die  Abgeleiteten  in  aller  Strenge  rich- 
tig sein  sollen.  Die  Zahl 

x F d'a\  /4"a  -f  /iu'a  4- ....  -J-  ■)« 

kann  nun  innerhalb  der  Grenzet)  x0  und  x4  liegen  oder  nicht. 
Der  erste  Fall,  für  «eichen  diese  Summe  grösser  als  die  untere 
Grenze  x0,  und  kleiner  als  die  obere  Grenze  x,  der  Continuität 
der  Function  ist,  ist  es,  den  unser  Satz  voraussetzt.  Ist  aber 
diese  Summe  grösser,  als  die  obere,  oder  kleiner,  als  die  untere 
Continnitäts-Grenze , so  hört  auch  die  nte  Abgeleitete  auf,  con- 
tinuirlicb  zu  sein. 

In  dieser  Einschränkung  unseres  Satzes  liegt  der  Grund, 
warum  nicht  jede  Function,  die  mit  ihren  Abgeleiteten  von  end- 
licher Zahl  innerhalb  zweier  Grenzen  continuirlich  bleibt,  nach 
Maclaurin's  Theorem  in  eine  ennvergente  Reibe  sich  entwickeln 
laset;  denn  die  eben  angedeutete  Form  der  Abgeleiteten,  so  wie 
selbst  die  Form  des  Theorems  zeigt  ohne  Beweis,  dass 

1)  die  Function  eine  convergente  Reihe  giebt,  wenn  der 
Werth  der  nten  Abgeleiteten  mit  n nicht  ius  Unendliche  wächst, 
«ad  dass 

2)  die  Function  eine  divergente  oder  halb  convergente  Reihe 
giebt,  wenn  der  Werth  der  nten  Abgeleiteten  mit«  in's  Unendliche 
umtmmt. 


3. 

Aus  Gleichung  5)  in  Nro.  I.  lässt  sich  zugleich  Mactaurins 
Reihe  mit  dem  Restgliede  entwickeln.  Bedeutet  nemlich  Fx  eine 
zwischen  x0  und  xt  continuiriiche  Function  von  x,  so  hat  man 
für  irgend  einen  Werth  k von  x,  der  innerhalb  dieser  Grenzen 
liegt,  die  identische  Gleichung 

F(k)=F(x  + [k-x]), 

in  welcher  man  k—x  als  Zunahme  von  x betrachten  kann,  so 
dass  nach  Gleichung  5)  in  Nro.  1)  die  Beziehung  entsteht: 

I)  F(k)  = F(x)  + (i-x)F(x + J[k-x]  ) . 

ln  dieser  Gleichung  muss  k,  sowie  .r,  zwischen  .r„  und  x,  liegen, 
und  lur  jeden  der  Werthe  von  k kann  x unendlich  verschiedene 
W'erthe  unnehnien;  es  kann  daher  x sich  ändern,  ohne  eine  Ver- 
änderung des  Werthes  von  k herbeizuführen.  Differentiirt  man 
daher  mehrmals  die  Gleichung  1)  in  Bezug  auf  x,  und  schreibt 
der  Kürze  wegen  u‘  statt  F(x\ /1[k — x] ) , so  ergeben  sich  die 
Gleichungen ; 

0=F'x  — u1  F (k — x)u", 

0 = F“  — 2a1'  F (k — x)  um , 

Bind  XV.  16 
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Q = F”x  - 3um  f (k—x)  uIr, 

0 = F^x  — nu(")  +'(A— x)  «(“+  ■) ; 

aus  welchen  für  u',  u",  u'a «(*)  die  Werthe  folgen: 

u'=  Fx  + (k — x)  u" , 


(k—x)1 


u-. 


_ Fmx  , (k—x)3 

“^-53- + So2-“''- 


fWjr  (A— a:)"  . 

«(»)=„-=—  -j-  y— -i  a(«+i). 

2.3..n  2.3...« 

Diese  Werthe  aber  wandeln  die  Gleichung  1)  in  folgende  um: 


2)  F(k) = Fx+  (k—x)  F'x  + 2 F"J+ 


F-'a: 


in  welcher 


«(•+») = Ff»+»)  (a:  + zt[A— ar]  ) 

ist.  Bleibt  nun  die  Function  Fx  für  den  Werth  x=0  continuir- 
lieh,  sind  sonach  mit  Fx  auch  alle  Abgeleiteten  derselben,  in 
endlicher  Anzahl  genommen,  continuirlich,  so  geht,  wenn  man  : 
für  k schreibt,  Gleichung  2)  über  in 

3)  Fz=F0+  zF'O  + f F"0+~Fu0+...  +^^>0 
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VIII. 

Auflösung  der  vom  Herausgeber  des 
Archivs  gestellten  Aufgabe:  Durch 
zwei  gegebene  Punkte  einen  Kreis  zu 
ziehen,  der  einen  anderen  gegebenen 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben 
Durchmessers  des  letztem  Kreises 
schneidet. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

Observator  an  der  Sternwarte  an  Dorpat. 


L Es  seien  die  gegebenen  Punkte  A und  B (Taf.VlI.  Fig.  1.) 
trad  FGE  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  in  D.  Tneilt 
oin  AB  in  zwei  gleiche  Theile  in  J und  zient  JC  senkrecht  auf 
Jß,  so  liegen  die  Mittelpunkte  aller  durch  A und  B gehenden 
Kreise  auf  der  Geraden  JG.  Es  sei  C der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Zieht  man  CD  und  FUE  senkrecht  auf  dieselbe, 
»o  sind  E und  F die  beiden  Durchschnitte  der  beiden  Kreise. 
Also  wenn  man 


AJ—a,  JC—q,  CD  = r , DF  — a 

•etzt,  und  den  Durchmesser  des  gesuchten  Kreises  AC=CF—X: 

A’2=  a2  -p  p®=  a2  + r2 . (1) 

Der  geometrische  Ort  aller  Punkte,  in  denen  diese  Gleichung  zwi- 
lchen den  Entfernungen  von  J und  von  D Statt  findet,  ist  eine 
Gerade,  die  auf  der  JD  senkrecht  steht.  Nimmt  man  nemlich  JD 
»ls  Axe  der  x und  J als  den  Anfangspunkt  recht» inklichter  Coor- 
'Imaten,  JD=f,  uijd  nennt  x und  »/  die  Coordinaten  eines  fler 
gesuchten  Punkte;  so  wird 

16» 
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i«*  + x*  + ya=a*  + (x—  f)*  +y* 

oder 


a®  = a®  — 2/x  -{-  /*® . 

Man  braucht  also  nur  einen  Funkt  dieser  Geraden  zu  kennen, 
um  sie  ziehen  zu  können.  Einen  solchen  findet  man  aber  äusserst 
leicht,  da  der  Gleichung  1)  durch  folgende  Annahme  Genüge  ge- 
leistet wird: 

p*  = /r*  | o®.  r*=/®  + o®. 

Zieht  man  demnach  DG  senkrecht  auf  JD,  bis  sie  den  Kreis  in 
G schneidet,  und  errichtet  JU—JA  senkrecht  auf  JD’,  so  ist  in 
diesem  hesondern  Falle  q=JG  , r—D/J.  Man  mache  also  JJ(=J(i 
und  DK— DH  und  fälle  KC  auf  Jü  senkrecht,  bis  sie  die  Gerade 
JC  in  C schneidet;  so  ist  C der  gesuchte  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises.  Es  erhellet  zugleich,  dass  es  in  jedem  Falle  nur 
einen  solchen  Kreis  giebt. 

2.  Man  kann  die  Aufgabe  auf  eine  andere  Art  lösen,  Inden 
mau  den  geometrischen  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreis«  .sucht,, 
die  durch  einen  gegebenen  Punkt  A gehen,  und  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmesser  dieses  Kreise« 
durchschneiden;  und  nachher  auf  dieselbe  Weise  in  Beziehung  auf 
B verfahrt.  Der  gemeinschaftliche  Punkt  dieser  beiden  geome- 
trischen Oerter  ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises.  Es 
sei  C der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  (Taf.  VII.  Fig.  *1), 
dessen  Halbmesser  R,  CA  die  Axe  der  sc,  C der  Anfangspunkt 
der  rechtwinklichten  Coordinaten,  CA  =: a , die  Coordinaten  des 
Mittelpunkts  eines  der  erwähnten  Kreise  |,  v;  dessen  Halbmes- 
ser W ; so  sind  die  Gleichungen  für  die  Coordinaten  des  Durch- 
schnitts dieser  beiden  Kreise  x und  y : 

x*  + ,»=  Ä*„.  (I) ; (x  -Ö*  + (y-f )*  = «'*-.  (2) ; 

und  die  Bedingungsgleichung,  dass  der  gesuchte  Kreis  durch  den 
Punkt  A gebt,  ist: 


(<*—£)* + v*=R't ....  (3) . 

Subtrahirt  man  (I)  von  (2),  so  ergiebt  sich: 

I»  + u*—  2£x— 2vy  + Ä*=ß'*, 

und  wenn  man  wiederum  von  dieser  die  Gleichung  (3)  subtrahirt 
(a — x) — ’2vy = o®  — tf* ....  (4) 

eine  Gleichung  einer  Geraden,  die  die  Durchschnittspunkte  beider 
Kreise  enthält.  Die  Bedingung,  dass  sie  durch  den  Mittelpunkt 
des  gegebenen  Kreise  gehe,  oder  dass  sie  für  x=0.  y —0  gelte, 
giebt : 

2n|  = («—  R)  (o  f R) (5), 
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Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Mittelpunkte  aller  durch  A ge- 
henden Kreise,  die  den  gegebenen  Kreis  in  den  Endpunkten  des- 
-elbeu  Durchmessers  schneiden,  in  einer  auf  AC  senkrechten 
Geraden  liegen.  Nun  ist  aber,  wenn  man  die  Gerade  AC  bis  B, 
ihrem  Durchschnitte  mit  dem  gegebenen  Kreise,  verlängert,  und 
eine  beliebige  Grade  AE  zieht,  die  den  Kreis  in  E und  F 
schneidet: 


AF.AE=AD.AB=(a—R)(a+R). 

Macht  man  also  AE—a , oder  beschreibt  inan  mit  dem  Halb- 
messer AC=a  einen  Kreis,  der  den  gegebenen  in  E schneidet, 
zieht  darauf  AE,  die  den  gegebenen  Kreis  noch  in  F schneidet, 
und  nimmt 


! >S=AF , oder  £=:CG=~AF, 

«richtet  die  Senkrechte  GC1  auf  AC;  so  ist  diese  der  gesuchte 
reoroet  rische  Ort  aller  solchen  Kreise. 

Verfährt  man  völlig  eben  so  in  Beziehung  auf  den  Punkt  B , in- 
dem man  um  B mit  dem  Halbmesser  BC  den  Kreisbogen  CE' 
beschreibt,  bis  er  den  gegebenen  Kreis  in  E‘  schneidet;  zieht 
dieGerade  BE',  die  den  Kreis  in  einem  zweiten  Punkte  E'  schnei- 
det, macht  auf  der  Geraden  BC,  CG' =^BF’  und  errichtet  in 

f«’  die  Senkrechte  G'C'  auf  BC;  so  ist  diese  hinwiederum  der 
RNtaetrische  Ort  aller  durch  B gehenden  Kreise,  die  den  gege- 
benen Kreis  in  den  Endpunkten  desselben  Durchmessers  schneiden. 

Der  Durchschnitt  O der  beiden  Geraden  GC' , G'C,  und  nur 
dieser  allein,  ist  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises,  der  durch 
die  Punkte  A und  B geht,  und  den  gesuchten  Kreis  in  den  End- 
punkten TI  und  J desselben  Durchmessers  schneidet. 
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IX. 

Auflösung  der  Aufgabe:  Durch  vier 
gegebene  Punkte  vier  Gerade  zu  zie- 
hen. die  ein  Quadrat  bilden. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

Obiertntor  un  der  Sternwarte  zu  Dorpat. 


Es  seien  inTaf.YII.  Fig.3.  die  gegebenen  Punkte  A,  B,  C,  Z>und  da« 

fesuchte Quadrat aßvi.  Zieht  man  CE— AB  scnkrechtauf  AB-,  so  ist 
Jein  zweiter  Punkt  aer  Seite,  die  durch  D geht.  Man  ziehe  also,  uro  da« 
Quadrat  zu  bilden,  DE  und  durch  C eine  mit  ihr  parallele , ferner 
durch  A und  B zwei  auf  diese  beiden  senkrechte;  so  bilden  diese 
vier  Geraden  das  gesuchte  Quadrat.  Eben  so  würde  ein  Quadrat 
entstanden  sein,  wenn  man  den  Punkt  E auf  der  andern  Seite 
von  C auf  der  Geraden  CE  genommen  hätte.  Zwei  andere  lande 
man,  wenn  man  von  B eine  senkrechte  auf  AC,  und  wie- 
der zwei  andere , wenn  man  diese  senkrecht  auf  AD  zöge.  Eis 
giebt  also  in  allem  sechs  Auflösungen,  den  Fall  ausgenommen, 
wenn  der  Punkt  E mit  D zusammenfalit,  wo  es  deren  eine  unend- 
liche Anzahl  giebt. 

Um  die  Richtigkeit  der  Auflösung  zu  zeigen,  braucht  man 
nur  nachzuweisen,  dass  aß=ßd,  da  nach  der  Construction  alle 
Winkel  rechte  sind.  Es  sei  der  Durchschnitt  der  beiden  Geraden 
CE  und  BS  in  c:  der  beiden  Geraden  CE  und  AB  in  tj.  Es  ist 
jLir\B  = ^Li8E  durch  die  Construction  beide  rechte  Winkel,  ZJ&iE 
=^Li}tB,  als  Scheitelwinkel,  also  in  den  beiden  Dreiecken  crjB, 
1 5E  auch  ^.TjBs=^.8Et , oder  Z.ABa—Z.CEc.  Sei  Aa  senk- 
recht auf  Bö,  also  parallel  mit  aß  und  derselben  gleich;  Cc  senk- 
recht auf  cE,  also  Cc  parallel  mit  ßd  und  derselben  Geraden  gleich. 
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Es  sind  demnach,  da  die  beiden  Dreiecke  ABa  und  CEo  recht- 
«inklicht  sind,  einen  gleichen  Winkel  fiberdiess  haben,  und  die 
den  rechten  Winkel  gegenüberstehenden  Seiten  Aß  und  CE  ein- 
ander gleich  sind : beide  Dreiecke  einander  gleich , und  also  auch 
die  den  beiden  gleichen  Winkeln  Z.ABa  und  Z. CEc  gegenüber- 
stehenden Seiten  Aa  und  Cc  oder  aß  und  ßd  einander  gleich. 


X. 

0 

. Vebungsaufgaben  für  Schüler. 

-» 

Satt  von  dem  Herrn  Doctor  T.  Clausen,  Observator  an  der 
Sternwarte  zu  Dorpat. 

Man  kann  in  Taf.  VII.  Fig.  4.  die  Gerade  AB  ohne  Zirkel 
halbiren , wenn  man  bloss  zwei  beliebige  Gerade  durch  A und  B 
lieht,  die  sich  in  C schneiden ; darauf  eine  mit  AB  parallele  Ge- 
™äe  riebt,  die  AC  in  D und  BC  in  E trifft.  Eine  durch  den 
Durchschnitt  F der  beiden  Geraden  BD  und  AE  aus  C gezogene 
Gerade  CG  balbirt  die  AB  in  G. 


% 
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Druckfehler  in  der  Abhandlung  Thl.  XIII.  Nr.  XVI. 

Man  setze: 

Seite  195  Zeile  2 v.  u.  (7)  statt  (1). 


197 

202 


204 

205 

206 
»» 

208 


209 

210 
211 

216 

“217 

219 


„ 3 v.  u.  im  Zähler  — 3)  + statt  — 3 + . 
„ 1 im  Zähler  r"  statt  r®. 

„ 3 und  12  ( fr)*P+ 1 statt  (fr)1?. 

„ 4 v.  u.  de  fr  statt  (fr). 

: ' 'j »i « w- 

„ 1 im  Zähler  Cos*a:  statt  Cosa:. 

„ 9 statt 

„ 3 2Cos®x — 1 statt  2Cossar  = l. 

„ 4 —n  statt  — n. 

„ 13  (Ä)  statt  (Ä). 

„ 16  ' (80)  statt  (81). 

/»2a 

A 10 


13 


/; 

(71) 

(57) 

/: 


statt 

„ 16  (71)  statt  (91). 
10  (57)  statt  (67). 

»2a 


statt 


s: 

II). 

»7). 

/:■ 


„ 5 * statt  j. 

„ 10  (Gs)  statt  (G*). 


Druckfehler  im  15ten  Theile. 

S.  63.  Z.  3 statt  „a=“  (vorn  auf  der  Seite)  setze  man 

S.  106.  Z.  6.  v,  u.  statt  ,,-f  * Lim.  «y®j  — ^ Lim.iy'**“  setze  man 
„ — ^ Lim  . iyh  + Lim . 
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XI 

lieber  den  Begriff  der  Combinations- 
Lehre  und  die  Bezeichnung  in  dersel- 
ben und  einige  neue  Sätze  über  die 
Combinationen  mit  beschränkten 
Wiederholungen. 

Von  dem 

Herrn  Hofrath  Oett'nger 


I. 

Begriff  und  Bezeichnung  der  Combinationen. 

5 1- 

Es  ist  nicht  zu  verkennen , dass  die  Lehre  von  den  Combi- 
Mtionen  seit,  ihrer  Begründung  durch  Hindenburg,  Kramp, 
Pta  ff,  Rothe,  Wein  gär  tner  etc.  tin  Inhalt  und  Umfang  sich 
sehr  erweitert  hat.  Eine  einfache  Vergleichung  der  diese  Wissen- 
schaft behandelnden  Schriften  aus  der  frühern  Zeit  mit  denen  aus 
der  neuern  und  neuesten  bestätigt  diese  Behauptung  für  jeden, 
der  sie  mit  unbefangenem  Auge  betrachtet,  hinlänglich.  Sollte  nun 
auch  ron  mancher  Seite  ein  ungünstiges  Urtheil  über  diese  Wis- 
senschaft gefallt  werden  wollen , so  behauptet  sie  doch  durch  ihre 
Anwendbarkeit  und  Brauchbarkeit  in  so  verschiedenen  Zweigen 
der  Mathematik  ihre  Bedeutung  und  dadurch  eine  Stellung,  welche 
ihren  Einfluss  auf  die  weitere  Ausbildung  der  mathematischen 
Wissenschaften  mehr  und  mehr  sichern  wird.  Denn  nicht  nur  in 
der  sogenannten  corabin  atorischen  Analysis,  woflir  sic;  ihre 
ersten  Begründer  benutzten,  bewährt  sie  eine  unbestrittene  An- 
wendbarkeit und  Brauchbarkeit , sondernauebinder  Differenzen- 
und  .Summenrechnung,  in  der  Lehre  von  denFakultlten  (und 
Thtil  XV.  17 


t 
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hiedurch  indirect  in  der  Differenzial-  und  Integralrechnung),  bei  der 
Zerlegung  der  gebrochenen  Functionen  in  Partialbrücbe , und 
in  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  leistet  sie  unverkenn- 
bare und  nicht  leicht  auf  anderem  Wege  ersetzbare  Dienste,  nie 
ich  durch  eine  Reihe  von  Abhandlungen,  welche  grösstentheiU 
in  Crelle’s  Journal  erschienen  sind,  naebzuweisen  mich  be- 
mühte, und  auch  in  einem  Aufsatze  in  diesem  Archiv  (13.  Th  eil. 
1.  Heft.  Nr.  II.)  andeutete.  Sie  wird  diese  gewiss  auch  in  andern 
Zweigen,  z.  U.  in  der  Lehre  von  den  continuirlichen  Brü- 
chen, in  der  Zahlenlehre  nicht  versagen,  wenn  sie  zu  diesem 
Zwecke  benutzt  und  bearbeitet  werden  wird.  Ein  Versuch  dürfte 
wohl  der  Mühe  lohnen , selbst  wenn*  der  erste  nicht  geliageo 
sollte,  und  der  Erfolg  dürfte  nicht  zweifelhaft  sein,  wenn  der 
Gegenstand  von  der  richtigen  Seit«  angefasst  wird. 

Wendet  man  nun  den  combinatorischen  Gebilden  seine  Auf- 
merksamkeit zu,  so  drängen  sich  sogleich  zwei  grosse  Uebelstände 
auf.  Der  eine  ist:  die  verschiedene  Benennung  ihrer  Grundbegriffe 
und  Gruudgebilde,  der  andere  die  Verschiedenheit,  Zerfahrenheit 
und  Unsicherheit  in  ihrer  Zeichensprache,  so  dass  kaum  ein  lei- 
tender Gedanke  zu  erkennen  ist.  Jede  Wissenschaft  bedarf  einer 
Terminologie , denn  sie  muss  ihre  Begriffe  feststellen  und  booeo- 
nen.  Je  einfacher  die  Grundlage,  worauf  diese  gebaut  ist,  desto 
leichter  und  klarer  wird  sich  ihre  weitere  Entw  icklung  geben  lassen. 
Der  Name  ist  die  Bezeichnung  der  Sache,  deswegen  aber  nicht 
gleichgültig,  denn  er  wird,  wenn  er  richtig  gewühlt  ist,  das  Ver- 
stündniss  sehr  erleichtern.  Gleich  bei  der  ersten  Begründung 
einer  Wissenschaft  wird  daher  eine  scharfe  Sichtung  des  in  ihr 
zu  behandelnden  Stoffes  nüthig.  An  ihn  muss  sich  dann  JName 
und  Darstellung  knüpfen. 

Dieser  Grundbedingung  steht  in  der  Mathematik  die  Bezeich- 
nung des  Begriffes  zur  Seite , denn  in  dieser  Wissenschaft  ist 
neben  dem  Begriff  und  der  Benennung  auch  noch  das  Zeichen 
sorgfältig  zu  beachten.  Das  Zeichen  oder  das  Symbol  kann  deo 
Begriff  nnr  andeuten,  nicht  entwickeln.  Zwischen  ihm  und  dem 
zugehörigen  Begriffe  findet  kein  innerer  Zusammenhang  statt.  Es 
ist  etwas  Sinnliches.  Zufälliges,  nichtHaupt-  sondern  Nebensache 
und  unterliegt  der  Wahl.  Obgleich  das  Reichen  für  etwas  Aeus- 
serliches  und  Zufälliges  erklärt  werden  muss,  so  ist  doch  die 
Wahl  desselben  nicht  gleichgültig,  denn  hieran  knüpfen  sich  we- 
sentliche \ ortheile.  Es  unterstützt  das  Gedächtniss , die  Auffas- 
sung und  Darstellung  der  Begriffe , es  erleichtert  die  Entwicklung 
und  Ausbildung  des  Systems.  Zur  Verdeutlichung  wird  genügen, 
auf  einen  Fall,  nämlich  die  Bezeichnung  der  Wurzelgrüssen  durch 
“ 1 

V a und  am  aufmerksam  zu  machen.  Während  die  erste  Be- 
zeichnungsweise für  die  Entwicklung  schwerfällig  und  mühevoll 
ist,  wirkt  die  zweite  sehr  erleichternd  und  fördernd.  Ein  Gleiches 
gilt  von  der  Zeichensprache  in  der  Combinations-Lehre,  und  es  ist 
nicht  zu  verkennen,  dass  die  Verschiedenheit  und  Zerfahrenheit 
in  der  Bezeichnung  sehr  ungünstig  in  der  Lehre  von  den  t'om- 
binationen  gewirkt  hat  und  noch  wirkt;  denn  hat  sich  der  Lese: 
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die  Zeichensprache  einer  Schrift  zu  eigen  gemacht,  so'  ist  da 
dorth  der  Schlüssel  für  eine  zweite  und  dritte  noch  nicht  gefunden. 

Für  die  weitere  Ausbildung  der  Combinations-Lehre  ist  daher 
eine  Feststellung  der  Grundbegriffe  und  Bezeichnungs- 
weise von  Wichtigkeit.  Zu  dem  Ende  mögen  folgende  Bemer- 
kungen hier  ihre  Stelle  finden,  die  sich  an  die  in  meiner  Combi- 
natioBs-Lehre  gegebenen  Begründungen  und  Erörterungen  an- 
schliessen. 


S-  2. 

Begriffs -Bestimmung  und  Eintheilung  der  Com- 
binationen. 

Die  Combinationen  zerfallen,  wie  sich  leicht  bei  der  ersten 
Aaschaunng  der  durch  sie  bervorgebrachten  Gruppen  ergibt,  in 
zwei  Arten  und  zwar: 

o ) in  solche,  worin  die  einzelnen  Elemente,  w elche  die  Grup- 
pen einer  bestimmten  Classe  hervorbringeu , in  ihrer  Stellung 
und  Aufeinanderfolge  unter  einander  betrachtet  werden,  und 
dann 

6)  in  solche,  worin  die  Stellung  oder  Ordnung  der  auf  einan- 
der folgenden  Elemente  in  den  einzelnen  Gruppen  nicht  in  Betracht 
kommt,  sondern  nur  darauf  Rücksicht  genommen  wird,  in  wie 
fera  sich  die  Gruppen  einer  bestimmten  Classe  von  einander 
durch  die  in  ihnen  auftretenden  Elemente  unterscheiden. 

Io  der 
Ordnung, 
scheinen,  d 

rere  Gruppen  die  gleichen  Elemente,  jedoch  in  veränderter 
Stellung  enthalten;  in  der  zweiten  Art  fallt  dieses  Merkmal  weg, 
die  Ordnung  oder  Stellung,  worin  die  erzeugenden  Elemente  unter 
einander  erscheinen,  ist  ganz  gleichgültig  und  die  Gruppen 
uoleKcheiden  sich  durch  die  Verschiedenheit  der  in  ihnen  ver- 
kommenden Elemente. 

Stellt  man  der  Deutlichkeit  wegen  Combinationen  nach  dieser 
Begriffsbestimmung  hier  zusammen,  so  hat  man  für  die  Gruppen 
der  dritten  Classe  aus  vier  Eieinenten,  worin  die  Stellung  der 
Elemente  unter  einander  beachtet  wird,  oder  für  die  Gruppen  der 
ersten  Art  folgende  Zusammenstellung: 


abc 

bac 

cab 

dab 

abd 

bad 

cad 

dac 

acb 

bca 

eba 

dba 

aed 

bed 

ebd 

dbc 

adb 

bda 

eda 

dca 

ade 

bdc 

tdb 

dcb. 

ersten  Art  bildet  nach  dem  angegebenen  Begriffe  die 
worin  die  erzeugenden  Elemente  unter  einander  er- 
as  Merkmal  der  Cnterscheidung,  und  es  können  meh- 


17* 
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Für  die  Gruppen  der  dritten  Classe  aus  vier  Elementen,  worin  die 
Stellung  nicht,  sondern  nur  der  Zutritt  neuer  Elemente 
beachtet  wird,  also  für  Gruppen  der  zweiten  Ä.rt  bat  man 
folgende  Zusammenstellung: 

abc 

abd 

aed 

bcd. 

In  den  Gruppen  der  ersten  Art  kommen  je  sechs  vor  (abc,  acb, 
bac,  bca,  cab,  eba  u.  s.  w.),  die  sich  immer  nur  durch  die  Ord- 
nung oder  Stellung,  worin  die  Elemente  unter  einander  Vorkom- 
men , unterscheiden,  ln  den  Gruppen  der  zweiten  Art  ist  dies« 
Merkmal  nicht  vorhanden.  Alle  diese  sechs  Formen  haben  nur 
einen  Repräsentanten  (abc)  und  diese  Gruppe  unterscheidet  sieb 
von  der  Gruppe  abd,  aed,  bcd  durch  die  Aufnahme  von  wenig- 
stens einem  neuen  Elemente. 

Die  erste  Art  dieser  Gebilde  soll  mit  dem  deutschen  Namta 
Versetzungen  (die  Elemente  erscheinen  unter  einander  ver- 
setzt); die  der  zweiten  Art  mit  dem  Namen  Verbindungen  {di« 
Elemente  erscheinen  unter  einander  auf  verschiedene  Art  verbun- 
den) bezeichnet,  und  beide  zusammen  unter  dem  allgemeinen  ta- 
rnen Combinationen  begriffen  werden. 

Untersucht  man  nun  beide  Arten  von  Combinationen  naher, 
so  können  in  jeder  einzelnen  Gruppe  beider  Arten  nur  verschie- 
dene Elemente  Vorkommen.  Diess  ist  in  den  oben  angegeben« 
Zusammenstellungen  der  Fall.  Es  kann  aber  auch  in  aen  ein»! 
neu  Gruppen  wenigstens  ein  Element  (also  auch  alle)  oder  auch 
nnr  bestimmte  Elemente  wiederholt  erscheinen,  und  zwar  aut 
allen  Stellen  der  einzelnen  Gruppen  oder  nur  auf  bestimmten.  Da- 
durch wird  man  ferner  auf  den  Begriff  der  Combinationen  mit 
Wiederholungen  geführt,  welcher  sich  auf  die  beiden  vorhin 
genannten  Arten  von  Combinationen  ausdebnt,  und  man  erhält  so* 
fori  Versetzungen  mit  Wiederholungen  And  Verbindun- 
gen mit  Wiederholungen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  nun  zwei  Unterarten  von  seihst.  E« 
können  nämlich  he  stimmte  Elemente  ein  oder  mehrere  mal  in 
den  einzelnon  Gruppen . worin  sie  erscheinen , wiederholt  erschei- 
nen, oder  es  können  alle  Elemente,  woraus  die  Gebilde  erzeugt 
werden,  wiederholt  erscheinen.  Im  ersten  Falle  können  dzbei 
die  Wiederholungen  selbst  auf  verschiedene  Weise  beschränkt 
Vorkommen.  Hiernach  zerfallen  diese  Arten  von  Combinationen 
in  solche  mit  beschränkten  Wiederholungen  und  in  solche 
mit  u n b ejtcli  r ä n k te  n Wiederholungen. 

Da  <1  io  Begriffsbestimmungen  dieses  Paragraphen  die  Grundlage 
der  nachfolgenden  Erörterungen  bilden,  Und  eine  klare  Einsicht  vor 
allem  hier  erfordert  wird,  so  soll  nun  auch  eine  Zusammenstellung  die- 
ser verschiedenen  Combinationsarten  hier  gegeben  werden.  Wir 
verfolgen  das  oben  gegebene  Beispiel  weiter. 
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0»  Groppen  der  Versetzungen  mit  Wiederholungen 
uu  rier  Elementen  zur  dritten  Gasse  sind: 

aaa  aca  bau  bca  cau  cca  daa  dca 

aab  acb  bab  beb  cab  ecb  dab  deb 

aac  acc  bac  bcc  cac  ccc  dac  dev 

aad  aed  bad  bed  cad  ccd  dad  ded 

aha  ada  bba  bda  eba  eda  dba  dda 

abb  adb  bbb  bdb  ebb  cdb  dbb  ddb 

abc  ade  bbe  bdc  ebe  ede  dbe  dde 

abd  add  bbd  bdd  ebd  edd  dbd  ddd 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen 
•u  rier  Elementen  zur  dritten  Classe  sind : 

aaa  bbb  ccc  ddd 

aab  bbc  ccd 

aac  bbd  edd 

aad  bcc 

abb  bed 

abc  bdd 

abd 

acc 

aed 

add 

In  den  Gruppen  der  ersten  Art  macht  sich  der  Begriff  der 
Verletzung  der  einzelnen  Elemente  in  einer  Gruppe  geltend,  wie 
n bed,  bdc,  ebd,  cdb,  dbc,  deb  u.  s.  w.  und  zugleich  der  der 
Wiederholung,  wie  in  aua,  bbb , und  endlich  beide  in  Verbin- 
dung mit  einander,  wie  in  aab,  aba,  baa,  oder  in  abb,  bab,  bba 
«■  ».  «r.  Sie  führen  daher  mit  Recht  den  Namen  Versetzun- 
gen mit  Wiederholungen,  denn  ihre  Eigentümlichkeit  ist 
forch  beide  Worte  festgehalten. 

Io  deo  Gruppen  der  zweiten  Art  macht  sich  vorerst  der  oben 
mter  6)  gegebene  Begriff  geltend.  Die  einzelnen  Gruppen  unter- 
uheiden  sich  von  einander  nicht  durch  die  Stellung  der  in  ihnen 
'«kommenden  Elemente,  sondern  dadurch,  dass  in  den  verschie- 
denen Gruppen  nicht  dieselben,  sondern  verschiedene  Ele- 
mente Vorkommen,  und  es  genügt,  wenn  auch  nur  eines  unter 
den  Torkommenden  Elementen  verschieden  ist,  wie  in  den  Grup- 
pen aaa,  aab,  bed,  bdd..-.  Ferner  macht  sich  neben  der  Art, 
">e  die  Elemente  in  den  verschiedenen  Gruppen  mit  einander  in 
Verbindung  treteD,  der  Begriff  der  Wiederholung  geltend,  wie  in 
®*a  Gruppen  aa6 , bbc , ccc ....  Diese  Gruppen  werden  in  ihrer 
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Eigenthümlichkeit  ganz  gut  durch  den  Namen  Verbindungen 
mit  Wiederholungen  bezeichnet 

Die  Corabinationen  mit  beschränkten  Wiederholungen  sollen 
hier  nicht  besonders  hervorgehoben  «erden,  da  wir  später  auf  sie 
zurückkommeu  «erden. 

Die  hier  gemachten  Bemerkungen  fuhren  nun  zu  folgendem 
Schema  über  Linthcilung  der  Combinationen: 

1)  Verletzungen. 

a)  Versetzungen  ohne  Wiederholungen, 

b ) Versetzungen  mit  Wiederholungen. 

et)  Versetzungen  mit  beschränkten  Wieder- 
holungen, 

ß ) Versetzungen  mi  t unbeschränkten  Wieder- 
holungen. 

2)  Verbindungen. 

a)  Verbindungen  ohne  Wiederholungen, 

b)  Verbindungen  mit  Wiederholungen. 

er)  Verbindungen  mit  beschränkten  Wieder- 
holungen, 

ß)  Verbindungen  mit  unbeschränkten  Wie- 
derholungen. 

Dieses  Schema  empfiehlt  sich  einerseits  durch  seine  Einfach- 
heit, andererseits  durch  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen 
beiden  Combiuationsarten  herrscht.  Man  kann  nämlich,  wie  mau 
sich  leicht  aus  der  vorstehenden  Zusammenstellung  der  Gruppen 
für  dieselben  überzeugt,  von  den  Gruppen  der  Versetzungeu 

Smit  oder  ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Classe  auf 
tie  Gruppe«  der  Verbindungen  (mit  oder  ohne  Wiederholun- 
gen) zu  derselben  Classe  übergehen,  wenn  man  aus  den  Gruppen  der 
Versetzungen  dieAufeinan  de  r f o I g e der  Elemente  ausstüsst,  also 
nur  die  unter  sich  verschiedenen  Gruppen  berücksichtigt ; und  umge- 
kehrt kann  man  von  den  Gruppen  der  Verbindungen  (mit  und 
ohne  Wiederholungen)  zu  einer  bestimmten  Classe  auf  die  Grup- 
pen der  Versetzungen  zur  nämlichen  Classe  übergehen,  wenn 
man  in  die  Gruppen  der  Verbindungen  die  verschiedene  Aufein- 
anderfolge der  Elemente  oder  die  Versetzungen,  welche 
die  Elemente  einer  jeden  Gruppe  unter  sich  eingehen  können, 
ein  führt. 

Man  könnte  auch  zur  Benennung  der  verschiedenen  Arten  von 
diesen  Gebilden  nur  den  Namen  Combinationen  wählen;  dann 
würden  aus  dem  oben  vorgelegteo  Schema  folgende  Namen  zur 
Unterscheidung  der  in  Frage  stehenden  Gebilde  fliessen: 

a)  Corabinationen  mit  Versetzungen. 

b)  Combinationen  mit  Versetzungen  und  Wieder- 
• hofungen. 
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o)  Coinbin  ationen  mit  Versetzungen  und  be- 
schränkten Wiederholungen, 

ß)  Combinationeii  in  i t V ers  et  zu  n gen  uud  unbe- 
schränkten Wiederholungen. 

c)  Combinationen  ohne  Versetzungen. 

d)  Combinationen  ohne  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen. 

a)  Combinationen  ohne  Versetzungen  mit  be- 
schränkten Wiederholungen, 

ß)  Combinationen  ohne  Versetzungen  mit  un- 
beschränkten Wiederholungen. 

Diese  Benennungen  bezeichnen,  wie  man  sieht,  dieselben 
Dinge  und  Begriffe.  Sie  sind  aber  sehr  schwerfällig,  stehen  jeden- 
falls den  zuerst  gegebenen  an  Kürze  und  Zweckmässigkeit  nach 
und  empfehlen  sidi  deswegen  keineswegs  zur  Annahme. 


{.  3. 

Geschichtliche  Notizen  über  Begriffsbestimmung  und 

Benennung  der  Combinationen  nebst  Kritik. 

Wir  stellen  nun  dem  im  vorigen  Paragraphen  aufgestellten 
frtten  Schema  die  von  Hindenhurg  gegebene  Eintheilung  der 
Conbinationen  entgegen.  Nach  ihnv  zerfallen  sie  (Novi  systema- 
ös  Permutationuni,  Combinationuin  ac  Variationum  primae  lineae. 
Dip«.  1781.  pg.  4.  u.  ff.)  in  folgende  drei: 

«)  Versetzungen  (Permutationes  sive  transpositiones), 

b)  Verbindungen  (Combinationes  sive  coroplicationes), 

t)  Variationen  (Variationes  sive  complicationes  cum  permu- 
tationibus). 

Unter  Versetzungen  (permutationes)  versteht  Hinden- 
bu»g  diejenigen  Gebilde,  welche  immer  die  nämlichen  Elemente 
(m)  führen  und  sich  nur  durch  die  Stellung,  welche  die  erzeu- 
genden Elemente  unter  einander  einnehmen,  unterscheiden  (cura 
datae  res,  servata  earum  multitudine,  sed  non  ordine,  omnibus 
quibus  possunt  modis  coordinantur  et  transponuntur).  Dabei  kön- 
wa  unter  sich  gleiche  Elemente , aber  immer  gleich  vielmal  wie- 
derholt erscheinen  (wie  z.  B.  abb,  bab,  bba).  Aus  der  weitern 
Ausführung  und  auch  aus  der  weitern  Bestimmung  der  zugehöri- 
ge Gruppenzahl  (pg.23.  u.  f.  des  oben  angeführten  Werkes)  gebt 
hervor,  dass  die  Zahl  der  erzeugenden  Elemente  der  Glas- 
seuzahl  gleich  kommen  muss.  Nach  der  hier  gewählten  Termi- 
nologie sind  es  die  Versetzungen  ohne  Wiederholungen  aus  « 
Elementen  zur  nten  Ciasse  und  bestimmte  Fälle  der  Versetzungen 
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mit  beschränkten  Wiederholungen  (also  beides  nur  specielle  Fälle 
zweier  Combinationsarten). 

Unter  Verbindungen  (Combinationes)  versteht  er  solche 
Gebilde,  worin  die  Elemente  aus  irgend  einer  gegebenen  Anzahl 
einfach  oder  zu  zweien  (Biniones),  zu  dreien  (Terriiones)  u.  s.  w. 
zusammengestellt  werden,  die  Ordnung  aber,  worin  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausser  Acht  gelassen  wird  (nullo  tarnen  ordi- 
nis  singularuni  (rerum)  vicissitudinisve  habito  respcctu).  Dabei 
können  die  erzeugenden  Elemente  wiederholt  erscheinen  oder 
nicht. 

Unter  Variationen  versteht  er  die  Gebilde,  welche  entste- 
hen, wenn  in  den  Gruppen  der  Verbindungen  (ohne  und  mit  Wie- 
derholungen) auch  die  Versetzungen  Vorkommen  (Variationen  sive 
Complicationes  cum  Permutationibus).  Hiebei  wird  die  unter  a) 
gegebene  Beschränkung  aufgehoben,  dass  die  Elementenzahl  mit 
den  Classenexponenten  iibereinstimmen  müsse,  und  es  können  die 
einzelnen  Gruppen  weniger  Elemente  führen.  Hierunter  werden 
also  nach  unserer  Ausdrucksweise  die  Versetzungen  mTt  und  ohne 
Wiederholungen  aus  n Elementen  in  den  verschiedenen  Classen 
verstanden,  mit  Ausnahme  der  genannten  besondern  Fälle.  Die 
von  Iiindenburg  gegebene  Begriffsbestimmung  wird  von  ihm  je- 
doch nicht  sehr  strenge  gehalten,  denn  er  führt  auch  noch  andere 
Falle  bei  Aufstellung  der  zugehörigen  Zahlenausdrücke  unter  die- 
ser Benennung  auf. 

Einen  allgemeinen  Namen,  welcher  die  drei  von  ihm  anfge- 
fiihrten  Arten  dieser  Gebilde  umschliesst,  hat  Hindenburg  nicht 
gegeben. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Combina- 
tionen  wurde  in  den  meisten , die  Combinationslehre  behandelnden 
Schriften  beibehalten.  So  von  Weingärtner  (Lehrbuch  der  com- 
binatorischen  Analysis,  'i  Tble),  Stahl  (Einleitung  in  das  Stu- 
dium der  Combinationslehre),  Lorenz  (Lehrbegriff  der  Syntaktik 
oder  Combinationslehre),  Spehr  (Lehrbegriff  der  reinen  Combi- 
nationslehre), T hi  baut  (Grundriss  der  allgemeinen  Arithmetik 
oder  Analysis)  u.  A. 

In  dar  gebrauchten  Benennung  zeigt  sich  jedoch  einige  Ver- 
schiedenheit. So  werden  die  Verbindungen  auch  mit  dem 
Namen  „Combinationen  überhaupt“  mit  und  ohne  Wieder- 
holungen , auch  „Combinationen  im  en gern  oder  „eigent- 
lichen Sinne“  bezeichnet.  Auch  kommen  die  Namen  „geord- 
nete, wohl  geordnete“  oder  „gut  geordnete  Corabinatio- 
nen“  vor,  so  dass  man  unwilikührlich  an  die  Titel  „wohlgeboreo, 
hochwohlgeboren  “ etc.  erinnert  wird. 

Der  hier  gegebene  Begriff  der  Variationen  ohne  sind  mit 
Wiederholungen  fällt  offenbar  mit  dem  der  Versetzungen  ohne 
und  mit  Wiederholungen,  wie  er  oben  in  dem  von  mir  aufgestell- 
ten Schema  vorkoramt,  zusammen.  Nur  ist  dort  weiter,  wie  es 
in  der  Natur  der  Sache  liegt,  zwischen  beschränkten  und  un- 
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beschränkten  Wiederholungen  unterschieden.  Die  Gebilde, 
•reiche  Hindenburg  und  seine  Nachfolger  unter  dem  unter  a) 
•ufgetührten  Namen  Versetzungen  (Permutatiooes)  bezeichne- 
ten,  sind  nach  der  Hindenburg  sehen  Terminologie  in  der  Tbat 
nichts  anderes  als  Variationen  ohne  Wiederholungen  aus 
■ Elementen  zur  nten  Classe,  worin  auch  eine  bestimmte 
Zahl  von  Elementen  einander  gleich  sein  kann,  verstanden. 

Die  von  Hindenburg  aufgestellte  Eintheilung  der  Combina- 
tionen  in  drei  Arten : in  Permutationen,  Coinbinationen  und 
Variationen,  ist  nun  nicht  in  der  Natur  der  Sache  begründet, 
widerspricht  sogar  einer  richtigen  Anschauungsweise  und  ist  daher 
unrichtig.  Sie  charakterisirt  einen  besondern  Fall  einer  be- 
stimmten Unterart  als  allgemeinen  Begriff,  coordinirt  ihn  anstatt 
ibo  unterzuordnen. 

AHe  Combinationen  (Versetzungen  und  Verbindungen) 
retfallen  nach  der  Zahl  der  in  den  einzelnen  Gruppen  vorkommen- 
4w  Elemente  in  verschiedene  Classen  oder  Ordnungen  und  unter- 
liegen in  dieser  Zergliederung  durchweg  den  gleichen  Gesetzen. 
Daher  ist  nicht  abzusehen , warum  die  Gruppen  des  bestimmten 
Falles,  wenn  gerade  so  viel  Elemente  in  ihnen  Vorkommen  als 
der  Classenexponent  Einheiten  enthält  (Versetzungen  aus  n Ele- 
menten zur  nten  Classe)  einen  besondern  Namen  führen  und 
•»gar  zu  einem  Gattungsbegriff  erhoben  werden  solleu.  Diess 
geschieht  aber  offeubar  in  dem  vorliegenden  Falle  nach  der  Hin- 
deaburg’schen  Eintheilungsweise.  Wollte  man  consequent  ver- 
lahren.  so  müsste  man  den  Verbindungen  aus  n Elementen 
«raten  Classe  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  und  den  Ver- 
Mtuogen  und  Wiederholungen  aus  n Elementen  zur  nten  Classe 
urh  einen  besondern  Namen  beilegen  und  sie  zu  einem  Gat- 
tungsbegriff erbeben,  was  offenbar  gegen  jede  richtige  Schluss- 
folgerung verstösst. 

Diese  Erörterung  dürfte  einem  unbefangenen  Blicke  unzwei- 
felhaft darthun , dass  die  Hindenburg’sche  Eintheilung  der  Com- 
binationen in  drei  unter  sich  verschiedene  und  conrdinirte 
Arten  (Permutationen,  Combinationen  und  Variationen)  unrichtig 
ist,  und  dass  eine  richtige  Zerlegung  des  Begriffes  nur  zwei 
unter  sich  verschiedene  und  coordinirte  Arten  zulasst,  die 
T»n  Hindenburg  Combinationes  sive  Coraplicationes  und  Varia- 
tionen sive  Complicationes  cum  permutatiombus  genannt  wurden, 
und  die  ich  mit  dem  schon  lange  gebräuchlichen,  deutschen  Na- 
men „Verbindungen  und  Versetzungen“  bezeichne  und 
wobei  nur  der  Unterschied  vorkommt,  dass  die  Benennung  „Va- 
riationen“ durch  „Versetzungen"  ersetzt  ist.  Diess  schien  mir 
umso  zulässiger,  da  das  Wort  „Versetzungen“  den  oben 
gegebenen  Begriff  ganz  gut  und  richtiger  bezeichnet  als  das  Wort 
„Variationen“,  denn  letzteres  Wort  bedeutet  „Verwechslung,  Ab- 
wechslung“ und  entspricht  dem  fraglichen  Begriffe  durchaus  nicht. 

Hindenburg  hat  keinen  allgemeinen  Namen  für  die  in  Frage 
•teilenden  Gebilde  aufgestellt,  wie  der  Titel  des  oben  angeführ- 
ten Werkes  besagt.  Sie  lassen  sich  ganz  zweckmässig  mit  dem 
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Namen  „Combinatiooen"  bezeichnen.  Dafür  bat  auch  der 
Sprachgebrauch  entschieden,  wie  die  Ausdrücke  „combinato- 
rische  Analysis,  Cornbinations-Lebre,  combinatorischet 
Verfahren  etc.“  deutlich  darthun,  wodurch  im  Allgemeinen  die  Ope- 
rationen, welche  die  Combinationslehre  lehrt  und  die  Anaivsis 
gebraucht,  mit  allen  sich  daran  knüpfenden  Geschäften,  angedeu 
tet  werden. 

Ganz  uostatthafl  ist  die  Benennung  „geordnete,  wohlge- 
ordnete oder  gut  geordnete  (rite  ordiinatae)  Combinatiooen“. 
Sie  bezieht  sieb  nur  auf  die  Methode,  wie  die  Gruppen  dieser 
Verbindungen  gebildet  werden  (wobei  man  zur  Erleichterung  des 
Verfahrens  allerdings  ganz  sachgemäss  die  Elemente  naefa  einet 
bestimmten  Weise  ordnet),  nicht  aber  auf  die  Gruppen  und  den  Be- 
griff selbst,  wie  diess  auch  bei  der  Gruppenbildung  der  Versetzun- 
gen mit  und  ohne  Wiederholungen  geschieht.  Die  Verbindun- 
gen (mit  und  ohne  Wiederholungen)  charakterisiren  sich  nach  der 
in  §.  ‘2.  gegebenen  Begriffsentwicklung  vorzugsweise  als  solche 
Gebilde,  worin  gerade  die  Ordnung,  in  welcher  die  Elemente 
auf  einander  folgen,  ausgeschlossen  und  daher  ganz  unwesent- 
lich ist.  So  stellen  z.  B.  die  sechs  Formen  abc,  acb,  bac,  bca, 
cab,  eba  nur  eine  Gruppe  dar,  wenn  von  den  Gruppen  der  Ver- 
bindungen zur  dritten  Classe  die  Rede  ist , denn  acb  hat  in  die 
sein  Falle  die  nämliche  Bedeutung  wie  eba  oder  bca  u.  s.  f.  und 
alle  zusammen  vertreten  den  nämlichen  Begriff.  Ist  aber  von  den 
Versetzungen  zur  dritten  Classe  die  Rede , dann  stellen  diese  Ge- 
bilde sechs  verschiedene  Gruppen  dar  und  acb  ist  eine  an- 
dere Gruppe  als  abc,  oder  eba.  hie  sind  nicht  mehr  unter  ein- 
ander identisch , sondern  dem  Begriffe  nach  unter  sich  gesonderte 
Dinge. 


S 4. 

Bezeichnung  der  Combinatiooen. 

Um  die  so  wiinschenswerthe  Einheit  und  Einförmigkeit  für  die 
Bezeichnung  der  Combinationen  zu  gewinnen,  werden  folgende 
Sätze,  die  ich  schon  in  meiner  Combinationslehre  §.  7.  aufgefährt 
habe,  als  fordernd  zu  betrachten  sein. 

Die  zu  wählenden  Zeichen  sollen  so  beschaffen  sein , dass  sie 

1)  den  anzudeutenden  Begriff  richtig  aufnehmen  und  daher 
klar  und  erschöpfend  vorlegen.  Alle  zur  Erzeugung  des  Begriffe 
mitwirkende  Elemente  müssen  zusamraengefasst  werden , keines 
darf  übersehen,  und  nichts  Unerhebliches  oder  Zufälliges  als  we- 
sentlich bezeichnet  sein; 

2)  dass  sie  sieb  der  Methode,  wornach  die  Zeichen  einer 
Wissenschaft  überhaupt  gewählt  werden , anschliessen.  Willkühr 
und  Unsicherheit  müssen  unterdrückt  und  allgemeinen  Gesichts- 
punkten untergeordnet  werden. 
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3)  Zeichen,  die  iu  der  Wissenschaft  schon  eine  bestimmte 
Bedeutung  erhalten  haben,  müssen  hiefiir  ausschliesslich  beibe- 
halteu  und  konneu  nicht  auf  andere  Begriffe  übergetragen  wer- 
den. Die  Vernachlässigung  dieses  Punktes  bringt  Unsicherheit 
und  Verwirrung  in  die  Bezeichnungsweise. 

Nach  diesen  Andeutungen  müssen  die  Zeichen  in  der  Com- 
binationslehre  so  gewählt  werden,  dass  in  ihnen  alle,  von  einem 
Begriffe  umschlossenen  Geschäfte  enthalten  und  ausgesprochen 
sind.  Das  Zeichen  muss  daher  angeben : 

a)  die  Art  der  Combinationen,  welche  gebildet  werden 
»ollen,  als  da  sind:  Versetzungen  oder  Verbindungen,  ohne  uud 
mit  Wiederholungen,  mit  beschränkten  und  unbeschränkten; 

b)  die  Elemente,  woraus  die  Gruppen  gebildet  werden  sol- 
len, aus  einer  oder  mehreren  Elementenreiheo.  Viele  von 
dtn  bisher  gewählten  Zeichen  übersehen  diese  Bedingung  ganz, 
und  dürften  deswegeu  unzulässig  sein; 

c)  die  Classe,  oder  Ordnung,  d.  i.  die  Zahl  der  Elemente, 
«tkhe  in  jeder  der  zu  bildenden  Classen  zusammengestellt  wer- 
den sollen 

Ausser  diesen  drei  Grundbedingungen,  die  in  keinem  Zeichen 
fehlen  - dürfen , können  noch  andere  INebenbegriffe  aufgenommen 
werden,  wie  z.  B.  Summen,  welche  die  zusammen  wir- 
kenden Elemente  hervorbringen  sollen,  oder  Abtheilungen 
»der  Fächer,  worein  sie  gebracht  werden  sollen  und  derglei- 
chen mehr. 

Stillschweigend  werden  wohl  in  jedem  Werke,  worin  auch 
nur  die  ersten  Elementarsätze  der  Combinationslehre  behandelt 
«erden,  tmd  selbst  von  denen,  die  keine  Zeichen  gebrauchen,  son- 
dern den  darzustellenden  Begriff  mit  Worten  geben,  die  hier  auf- 
uestellten  Bedingungen  als  massgebend  anerkannt.  Bis  zu  einer 
gleichförmigen  Bezeichnungsweise  hat  sich  aber  diese  Aner- 
kennung noch  nicht  gesteigert.  Jeder  geht  der  hergebrachten 
Gewohnheit  nach.  Ein  richtiges  Zeichen  aber  ist  die  kürzeste 
Terminologie,  erspart  viele  Worte  und  erleichtert  die  weitere  Aus- 
bildung der  Wissenschaft  ungemein.  Die  Mathematik  erfreut  sich 
dieses  Vorzugs.  Die  Einigung  aber  scheint  auch  in  diesem  Ge- 
biete eine  Sisyphus-  Arbeit  zu  sein.  Sie  kann  nicht  von  dem  Ein- 
reinen durebgefuhrt , sondern  muss  durch  das  Zusammenwirken 
Einzelner  angebahnt  und  durch  allmälige  Verbesserung  bewerk- 
stelligt werden.  Hier  soll  nun  der  Versuch  einer  solchen  Anbah- 
nung in  wohlgemeinter  Absicht  gemacht  werden,  der  sich  viel- 
leicht dadurch  empfehlen  dürfte,  dass  die  von  Hin  den  bürg  ge- 
wählte aber  nicht  durchgcfiihrte,  in  vielen  Schriften  auch  schon 
angenommene,  von  andern  wieder  verlassene  Bezeichnungsweise 
au  Grunde  gelegt  wird,  die  überdiess  den  Vorzug  grosser  Bild- 
samkeit und  Brauchbarkeit  bietet,  wie  aus  meiner  Combinatious- 
lehre  hervorgeht,  wo  sie  sich  systematisch  weiter  ausgebildet  und 
uurchgefuhrt  Badet. 
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Die  Versetzungen  «erden  dieser  Methode  zufolge  durch  P 
(Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Permutatin),  die  Verbindungen 
durch  C (Anfangsbuchstabe  des  Wortes  Combinatio)  angedeutet, 
die  Elemente  »erden  neben  an  geschrieben , durch  Kommata  ge- 
trennt und  in  Klammern  eingeschlossen.  Rechts  oben  an  die 
Schlussklammer  kommt  die  Classenzahl  als  Exponent  zu  ste- 
hen, so  wie  die  unter  a)  — c)  aufgestellten  Sätze  es  fordern.  Die 
Wiederholungen  werden  durcli  einen  Strich  angezeigt,  der 
oben  rechts  an  den  Buchstaben  P und  C nach  dem  Vorgänge  der 
meisten  Schrillen  gesetzt  wird.  Beschränkte  Wiederholun- 
gen werden  durch  Exponenten  angedeutet,  welche  oben  an  die 
zu  wiederholenden  Elemente  angeschrieben  werden,  wie  diess  be- 
kanntlich längst  gebräuchlich  ist. 

Hiernach  werden  die  Versetzungen  ohue  Wiederholungen 
aus  den  Elementen  a, , a2,  a, ....  a„  (n  Elementen)  zur  q ten  Classe 
bezeichnet  durch 

4)  o*.  o,....  an)«. 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  (unbeschränkt) 
aus  denselben  Elementen  zu  derselben  Classe  durch 

5)  P‘(ul , a„,  a3 , ....  an)f. 

Die  Versetzungen,  worin  ein  Element  (at)  4- mal,  ein  an- 
deres (a4)  Amal  wiederholt  erscheint  (mit  beschränkten  Wie- 
derholungen) durch 

6)  P(a,,  o*a,  at,  o*4,  as,....oa)f. 

Hierin  ist  bekanntlich 

t+A  + l+l+A  + l+....  = y. 

Die  Verbindungen  ohne  und  mit  Wiederholungen  aus  den 
oben  genannten  Elementen  zur  gten  Classe  werden  analog  durch 
folgende  Zeichen  angedeutet: 

7)  C(o,  .Oj.oj o„)c, 

8)  C^n, , o2,  a3,....an)i 

9)  C(a,  , a.kt,  a3,  u*4,  Oj, .... a„)9 . 

Sollen  Combinationen  in  irgend  einer  Classe  zu  einer  bestimm- 
ten Summe  bezeichnet  werden,  so  tritt  noch  ein  neues  Element 
hinzu , das  in  das  Zeichen  aufgenommen  werden  muss.  Diess  wird 
dadurch  angedeutet,  dass  man  in  die  Klammer  vor  die  Element« 
den  kleinen  lateinischen  aber  langen  Buchstaben  (/)  und  neben 
ihn  die  verlangte  Summe  schreibt,  und  dann  ein  Semikolon  vor 
den  Elementen  folgen  lässt.  Alles  andere  bleibt  an  der  Bezeich- 
nung ungeändert  Die  Combinationen  (Versetzungen  und  Ver- 
bindungen) mit  und  ohne  Wiederholungen  aus  irgendeiner 
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Elementenzabl  Id  der  ^ten  Classe  zur  Summe  m werden  sofort 
der  Reihe  nach  bezeichnet  durch: 


10)  P(fm;al , a2.  a )», 

11)  P'(Jm\al,  a,,  us.  ..  a«_,t,)e, 

12)  C(/«m;oi  , a«,  as ....;)«, 

13)  CfJmiOt , o#,  a, 


Sollen  Combinationen  zu  bestimmten  Unterschieden  angedeutet 
»erden , so  werden  sie  auf  die  vorstehende  Weise,  nur  mit  der 
Abänderung  dargestellt,  dass  man  allenthalben  d statt  / schreibt 
und  alles  Uebrige  in  dem  Zeichen  unverändert  lässt.  Kommen 
mehrere  Elementenreihen  in  Frage,  so  werden  sie  in  die  Klammer 
eingetragen. 

Die  Zahlenausdrücke  der  bisher  angedeuteten  Begriffe 
lassen  sich  einfach  durch  ecklgd  Klammern  statt  runder  an- 
geben.  Man  hat  dann 

14)  P[alt  oj,  oJ....an]i=ntl-1=n(n— l)(n— 2)...(n — ?-f-l). 

Die  hier  gegebene  Bezeichnungsweise  beurkundet  ihre  Zweck- 
mässigkeit insbesondere  dadurch , dass  sie  sehr  leicht  noch  ander- 
weitige Bestimmungen  in  sich  aufnimmt,  und  dass  sich  noch  an- 
dere Arten  von  Combinationen  und  vielerlei  mit  ihnen  vorzuneh- 
meode  Geschäfte  durch  sie  andeuten  lassen,  die  bisher  durch 
"orte,  also  auf  viel  umständlichere  Weise,  ausgedrückt  wurden. 
Diese  ist  bei  der  Verbindung  der  aus  verschiedenen  Elenienten- 
reihen  erzeugten  Gruppen  unter  einander,  bei  der  Vertheilung 
der  Elemente  einer  oder  mehrerer  Elementenreihen  in  Fächer  u. 
»•  w.  der  Fall,  wie  man  sich  aus  meiner  Combinationslehre , aus 
meiner  Abhandlung  „die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu 
bestimmten  Summen  aus  einer  oder  mehreren  Elementenreihen 
d.  s.  w.“  überzeugen  kann.  Sollen  z.  B.  die  Gruppen  der  Combi- 
nitionen  verschiedener  Elementenreihen  so  mit  einander  verbun- 
den werden,  dass  je  A Elemente  der  ersten  Reihe  mit  je  k Ele- 
menten einer' zweiten,  mit  je  l Elementen  einer  dritten  u.  s.  w. 
msammentreten  und  zwar  so,  dass  sich  die  Elemente  verschiede- 
ner Reihen  nicht  unter  einander  vei mischen,  so  kann  man  diese 
dadurch  darstcllen,  dass  man  die  Dimensionen,  jn  weichen  die 
Elemente  neben  einander  treten , als  Exponenten  neben  einander 
schreibt  und  durch  Kommata  von  einander  ^renut  Hierdurch  ent- 
stehen folgende  Zeichen : 

15)  P(a, , os,  as....  am;blt  ...6n;c, , c,,...cF  ...)*>  M>- 

16)  C(ax , Oj , ....  Om : Aj , , 63 ....  6n|C| , c2, ...  cp  ;....)*>*> h— 

die  auch  liir  die  Versetzungen  und  Verbindungen  mit  Wiederho 
lungen  gelten. 
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Es  wird  genügen,  die  Grundzüge  dieser  Bezeichnungsvreise 
hier  festgestellt  zu  haben.  Wegen  der  weitern  Ausführung  ▼ er- 
weise ich  auf  den  Inhalt  der  Abschnitte  IV  — VIII.  meiner  Com- 
binations-Lehre,  wo  das  Hieher-Gehörige  nachzusehen  ist 


$•  8 

Geschichtliche  Bemerkungen. 

Die  Elemente  wurden  anfänglich  durch  die  Buchstaben  des 
Alphabetes 

a,  6,  c,  d,  e,  f,  ...... 

oder  durch  Zahlen, 

1,  2,  3,  4,  5.  6,  

bezeichnet  und  zwar  so,  dass  a das  erste,  b das  zweite,  c da» 
dritte  Element  u.  s.  w.  darstellte.  Jedem  Elemente  wurde  auf 
diese  Weise  ein  Ordnungswerth  beigelegt.  So  bei  Hindenbtirg, 
Weingärtner,  Stahl  u.  s.  w.  ln  spätem  Schriften  von  Thi- 
baut,  Scherk  u.  A.  wurde  diese  üarstellungswcise  wieder  ver- 
lassen und  man  findet  nur  ein  Element,  und  über  dasselbe  die 
Ordnungszahl  geschrieben  auf  folgende  Weise : 

1 2 3 4 5 6 » 

a,  ff,  a,  a,  u,  u....a. 

Diese  Bezeichnung  ist  im  Schreiben  sehr  zeitraubend  und  für  den 
Druck  ungeeignet.  Die  oben  in  §.  4.  angenommene  Bezeichnung«* 
weise  der  Elemente  durch  Anhängen  der  Stellenzahlen 

ai  • °2>  °a  > fl4>  at 

vermeidet  diese  Nachtheile  und  fordert  den  Ueberbiick  sehr. 

Das  Vorschreiben  der  grossen  Buchstaben  P und  C vor  die 
in  Klammern  eingeschlossenen  Elemente  zur  Bezeichnung  der 
verschiedenen  Combinationsarten  steht  mit  der  Methode,  welche 
in  der  neueren  Zeit  zur  Bezeichnung  der  Begriffe  in  der  Mathe- 
matik in  Anwendung  gebracht  wurde,  vollkommen  in  Einklang. 
Man  darf  sich  nur  an  die  Bezeichnung  der  Differenzen,  Logaritn» 
men,  Sinus,  Cosinus  etc.  erinnern.  Schon  Hindenburg  fasste 
diese  Idee  auf  und  sagt  p.  41.  des  oben  angeführten  Werkes: 
„Operationes  combinatoriae  optime  et  simplicissime  indicantur 
praeponendo  ipsa  verba,  vel  literas  initiales  literis  sive 
numeris,  positis  pro  rebus  (Elemente),  quibuscum  operatio  in- 
stitui  debet“  und  schlägt  folgende  Zeichen  vor: 

Permutationes  (a,  6,  c,  d ) sive  P(  1,  2,  3,  4,....), 

Complicationes  (1 , 2,  3,4 ) vel  C(a,  ß,  y, 

Variationes  (l,  2,  3,  4,....)  sive  V( a,  ß,  y,  3 ); 
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hält  aber  den  Gedanken  nicht  fest,  und  wählt  sogar  eine  Bezeicb- 
nuniis weise,  worin  die  den  Begriff  erzeugenden  Momente  gar  nicht 
iu  erkennen  sind.  So  bezeichnet  er  z.  B.  die  Verbindungen  aus 
n Elemente  zur  ersten,  zweiten,  dritten  (.'lasse  u.  s.  w.  durch 

'A,  B,  C, 

Diese  Bezeichnungsweise  wird  von  Weingärtner,  Stahl  u.  A. 
festgehalten.  Dem  Classenexponenten  wird  aber  in  all  diesen  Dar- 
stellungen keine  Rücksicht  getragen.  In  spätem  Schriften  wird 
der  Exponent  über  den  die  (iebilde  andeutenden  Buchstaben  und 
die  Elemente  oder  Zahlen  werden  unten  oder  rechts  zur  Seite 
»geschrieben  auf  folgende  Weise: 

^(<i,  b,  c,....n)  oder  b(  1,  2,  3, n) 

oder 


b oder  b 

(n,  6,  c, ....«)  (I,  2,  3,....n). 

Unzweifelhaft  gebührt  dem  Zeichen 

ffflj  i Oj,  öjj  ....ffn)? 

*or  den  genannten  der  Vorzug.  In  manchen  Fällen  und  nament- 
lich hei  Collectiv-Bezeichnungen  können  zur  Raum-Ersparung  die 
Elemente  unten  angeschrieben  werden. 

Sollte  nun  noch  der  Begriff  der  Summe  aufgenommen  wer- 
den, so  wurde  die  sie  bezeichnende  Zahl  rechts  oder  links  oben 
angeschrieben.  Diese  Stelle  gebührt  aber  nicht  der  Summe,  son- 
dern dem  Exponenten ; daher  muss  das  die  Summe  vertretende 
Zeichen  eiue  andere  Stelle  einnehmen,  wie  diess  auch  schon  oben 
dnrehgefuhrt  ist. 

Cm  nun  zu  zeigen,  auf  welche  Weise  die  Bezeichnungen  in 
den  Combinationen  durch  einander  laufen , soll  hier  Einiges  zu- 
sammen und  den  oben  gegebenen  Zeichen  gegenüber  gestellt 
«erden.  Wir  geben  das  Schema  mit  unseren  Zeichen  und  denen 
ron  Hindenburg,  •Thibaut,  Eytelwein  und  Spehr  ge- 
brauchten: 
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1)  Versetzungen 
ohne  Wieder 
holungen 

Klimlenburg  Thibaut  Ejtclweia  Sp«Ur 

P(al,a%,...an)m,  Af'flieg. M ),  V , l'.i 

2)  Versetzungen 
mit  Wiederho- 
lungen 

P‘(ol,at....an)m,  ' Jfflieg.  M),  ' F, 

' Vm, 

V; 

Z)  Versetzgn.mit 
Wiederhol,  zu 
best  Summen 

P'i/nia,  .u»,..)","jW(lieg.Af),*  Fm. 

•r„. 

•P; 

4)  Verbindungen 
ohne  Wieder- 
holungen 

C(al,at,...a„)m,  M'(steh.M),  C, 

r„. 

C: 

S)  Verbindungen 
mit  Wieder- 
holungen 

C*(o,  ,aa,...a»)’",  'M(steh.M),  'O, 

(?  m, 

0 

m 

C; 

8)  Verbind,  mit 
Wiederh.  zu 
best.  Summen 

^(/«^^«^.^'"^"Mfsteh.MJ.c"^, 

( *Cm. 

„*c. 

Wer  ein  treues  Bild  von  dieser  verwirrenden  Bezeichnungs- 
weise w ünscht , der  tvird  sie  in  der  Schrift  über  „die  Bezeichnung 
in  der  combinatorischen  Analysis  von  Weingärtner“  linden, 
wo  noch  weitere  Zusammenstellungen  hierüber  gegeben  sind. 
Jedenfalls  wird  das  Streben,  und  das  ist  hier  Hauptsache,  gerecht- 
fertigt erscheinen,  Ordnung  in  diese  Unsicherheit  und  systemlose 
Zerfahrenheit  und  Verwirrung  zu  bringen.  Zu  diesem  Zweck  ist  auch 
eine  Schrift  von  C.  G.  Scheiberterschienen  unter  dem  Titel  „Ein 
Versuch  die  Combinationslehre  als  Wissenschaft  zu  begründen 
und  die  Wort-  und  Zeichensprache  in  ihr  festzustellen“.  Ferner 
hat  der  Herr  Herausgeber  dieses  Archivs  schon  längst  (1.  Supplem.- 
Bd.  zu  Klügel's  Wörterbuch  der  Mathematik  S.  409.  u.  f.)  auf  das 
Bedürfnis»  und  die  Nothw eudigkeit  hingewiesen,  auf  möglichste 
Vereinfachung  der  Bezeichnung  in  der  Combinationslehre  hinzu- 
wirken und  sich  zu  einer  gleichförmigen  und  gemeinschaftlichen 
Bezeichnungsweise  zu  vereinigen.  Diesem  Bedürfnisse  soll  die 
von  mir  vorgeschlageue  Bezeichnungsweise  entgegen  kommen. 
Ich  bin  weit  entfernt,  sie  für  die  einzig  richtige  zu  erklären.  Sie 
soll  eine  Grundlage  sein,  auf  welcher  man  weiter  aufbauen  kann. 
Der  Vorzug  dürfte  ihr  wenigstens  zuzusprechen  sein,  dass  man 
durch  sie  und  auf  ganz  consequente  und  systematische  Weise 
weiter  gelangt,  als  man  mit  jeder  der  bisher  vorgeschlagenen  und 
angenommenen  gekommen  ist.  Man  verbessere  oder  suche  sie  zu 
verbessern.  Genügt  sie  nicht  und  ist  das  Mangelhafte  an  ihr  nach- 
gewiesen , so  verlasse  man  sic.  Es  wird  immer  ein  Gewinn  sein, 
auf  dem  Wege  des  Ungenügenden  zu  dem  Bessern  vorgeschritten 
zu  sein. 

Aus  den  hier  vorgelegten  Gründen  kann  ich  mich  auch  nicht 
der  Ansicht  derer  anschliesscn,  die  bei  der  genannten  Sachlage 
in  der  neuesten  Zeit  auf  die  Begriffsbestimmung  und  Benennung 
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aas  der  Zeit  des  ersten  Anfangs  der  Combinationalehre  von  Hin 
denburg  nieder  zurückkehren , da  sich  diese  Bestimmungen  und 
Bezeichnungen  den  gemachten  Bemerkungen  zufolge  ungenügend 
erweisen. 

Diese  ist  der  Fall  in  einer  Abhandlung  von  Herrn  Weiss, 
«eiche  im  34.  Bande  S.  255.  und  38.  Bd.  S.  107.  in  Crelte’s 
Journal  erschienen  ist  und  den  Titel  fuhrt:  „Einige  Aufgaben  aus 
der  Combinationalehre“.  Der  von  dem  Verfasser  gewählte  Gegen- 
stand ist  gut  und  gründlich  durchgearbeitet.  Man  findet  aber  dort 
„im  Einklänge  mit  altern  Werken“  wie  es  heisst,  die  Definitionen, 
Einteilung  und  Benennungen  wieder,  wie  sie  oben  6.  3.  von  Hin- 
denburg  aufgestellt  wurden,  und  wornach  sie  in  „Permutatio- 
nen, Coinbination  en  und  Variationen“  (S.  255.  Crelle’s 
Journ.)  zerfallen.  Ich  glaube  es  dem  Urtheile  des  Lesers  über- 
lassen zu  sollen,  ob  nach  dem  in  §.  3.  Gesagten  diese  Eintei- 
lung zulässig  ist  oder  nicht,  und  bedauere  nur,  dass  der  Verfas- 
ser, der  mit  sehr  grosser  Gewandtheit  seinen  Stoff  behandelt  hat, 
nicht  Veranlassung  genommen  hat,  die  Gründe  anzugeben,  warum 
er  diese  Einteilung  und  Benennung  festhält,  nna  warum  eine 
Aenderung  derselben,  die  sich  nieiues  Dafürhaltens  im  Laufe  der 
Zeit  doch  schon  fühlbar  gemacht  hat,  unzulässig  erscheinen  dürfte. 
Es  hätten  sich  gewiss  hieran  Anhaitpunkte  zur  Verbesserung  und 
Berichtigung  und  dadurch  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Feststel- 
lung der  Begriffe  und  der  Zeichen  knüjifen  lassen.  Wir  vermissen 
diess  um  so  mehr,  da  Herr  Weis«  in  seiner  Abhandlung  einen 
bisher  noch  wenig  beachteten  Zweig  der  Combinationslehre  „die 
Combina  ti  on  en  (Versetzungen  und  Verbindungen)  mit  be- 
schränkten Wiederholungen“  behandelt  bat,  der  ihm  ge- 
wiss Gelegenheit  zu  weitern  Andeutungen  für  richtige  Bezeich- 
OBBjsweise  gegeben  hätte.  Den  Gegenstand  selbst  hat  er  in  einer 
Ausdehnung  untersucht,  wie  er  bisher  in  den  hierher  gehörigen 
Schriften  nicht  untersucht  wurde.  Ein  Theil  der  einschlagenden 
Aufgaben  findet  sich  von  Herrn  Professor  Scherk  (Mathema- 
tische Abhandlungen.  Berlin  1825.  S.  67.)  bearbeitet,  aber 
nicht  bis  zu  dem  Umfange  fortgeführt , welchen  der  Verfasser 
ihm  zu  geben  wusste. 

Wenn  nun  der  genannte  Gegenstand  auch  Ton  mir  hier  auf- 
gegriffen wird,  so  geschieht  diess  einerseits  deswegen,  weil  ich 
die  Bedeutung  dieses  Gegenstandes  in  der  Combinationslehre  und 
den  beiden  angeführten  Arbeite«  gerne  anerkenne,  andererseits 
deswegen,  weil  sich  diesem  Gegenstand  noch  eine  weitere  Ansicht 
abgew innen  lässt,  wodurch  sich,  im  Hinblicke  auf  die  zu  erzie- 
lenden Resultate,  die  Ausbeute  neuer  Sätze  noch  steigert.  Der 
Gegenstand  wird  aber  hier  nicht  in  seinem  ganzen  Umfang  behan- 
delt werden,  da  es  sich  nicht  darum  handelt,  Bekanntes  wieder- 
zugeben, sondern  nur  in  so  weit,  als  die  Entwicklungsweise  ver- 
schieden ist.  und  soweit  die  Auffindung  anderer  Sätze  etwa  Vor- 
bereitung erheischt.  Hierbei  werde  ich  mich  der  oben  aufgestell- 
ten und  "in  meiner  Combinationslehre  durcbgefiibrten  Bezeichnung»- 
weise  bedienen. 
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Einige  Sätze  über  die  Verbindungen  und  Versetzun- 
gen mit  beschränkten  Wiederholungen. 

S 6. 


Unter 

ji  r « 

1)  Cfflj,  Oj»  Oft.  fl») 

«erden  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  n Elementen  zur  gteo 
Classe  verstanden  und  zwar  so,  dass  in  jeder  einzelnen  Gruppe 
das  Element  rrs  gerade  pmal  (nicht  mehr  nicht  weniger)  und  das 
Element  n4  gerade  rmal  und  gleichzeitig  mit  ihnen  von  den 
übrigen  Elementen  jedes  nur  einmal  in  der  erforderlichen  Ergän- 
zung bis  zur  Classgndimension  (y)  Vorkommen  soll.  Dieser  Be- 
griff und  das  Zeichen  1)  steht  ganz  analog  mit  dem,  was  schon 
Fängst  durch  das  Zeichen 


2) 


r r 

P(ay , a3,  a4, 


an) 


v 


ausgedriickt  wird. 

Die  hiedurch  bedingte  Gruppenanzahl  ergibt  sich  durch  Aus- 
scheidung der  zu  wiederholenden  Elemente  sehr  leicht  und  es  ist 


v r v T 

3)  C[at , o2 , a3,  r/4,....  an]?  = n2a4  C[a„  a„  as, ...  an)i-r~r 

, n\  _ (”~2)(n — 3) — (n-fp-fr— y—1) 

lh-T-r—  1.2 (q-p-r) 


Das  Gesetz  trägt  sich  auf  folgende  Weise  ins  Allgemeine  über: 


Ti  P»  Pr 

4)  C [<l|  , «2, ...  Qr  , Or-f  i > Or-f  2»  •••  Of»]* 

Pi  Pt,  p 

='at a2...arrC [nr+i , or (*.... n„]?“P>-P;  --Pr 


— (n — r)«-pi-p,—  — pr  — 

wenn  unter 


(ji — r)(» — r — l)...(n- 


y-fpi-fpt- -pr+i) 


1 -2 (f/— Pi  — p2— ....  - pr) 


m(m— l)....(m— x+1) 

ß)  («)x=-ptr  = j 


oder  nach  Legendre'scher  Schreibart 


J>  + l)  _ 
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verstanden  wird.  Der  Kürze  wegen  werden  wir  im  Folgenden  uns 
gewöhnlich  des  Ausdrucks  5)  bedienen. 

In  der  vorstehenden  Form  ist  der  in  t),  3)  uud  4)  liegende 
Begriff  sehr  enge  und  bald  erschöpft.  Bemerkt  man  aber,  dass 
iu  den  Gruppen  der  Yerbindnngen  mit  unbeschrfinkten  Wieder- 
holungen jedes  Element  fiir  sich  alle  'Wiederholungen  bis  znm 
Classeaexponenten  in  allen  zwischenliegenden  Abstufungen  durch- 
laufen kann,  so  lässt  sich  der  in  1),  3)  und  4)  liegende  Begriff  er- 
weitern und  man  kann  folgende  Probleme  zur  Beantwortung  vor- 
igen. . li’.i.  ! / 

. -i-  - •••.,.»  •.  •.  ■ 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  irgendeiner 
Elementenzabl  zur  qten  Glasse  werden  gebildet: 

ä)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
eine  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  wenigstens  ein- 
mal, eine  andere  wenigstens  zweimal,  eine  dritte  we- 
nigstens dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

b ) wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin 
eine  bestimmte  Anzahl  von  Elementen  höchstens  ein- 
mal, eine  andere  höchstens  zweimal,  eine  dritte  höch- 
stens dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheint? 

i ..  I 

Hieran  scbliessen  . sich  noch  folgende  in  anderer  Beziehung 
nicht  uninteressante  Aufgaben  an. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  irgend  einer 
Elemeutenza  nl  zur  iyten  Classe  werden  gebildet, 

e)  wie  gross  Ist  die  Anzahl  der  Grnppen,  worin 
irgend  eines  der  gegebenen  Elemente  wenigstens  rmal 
wiederholt  erscheint? 

••  1 • . • • • * 

d)  wie  gross  ist  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  es 
höchstens  rmal  wiederhol  ^erscheint? 

Die  unter  a)  aufgestellte  Aufgabe  soll  so  angedeutet  werden: 

t . * i 

* l « 3 3 4 * 

6)  C(a„  02. ...  litt , ,<Zn,-f]  , On,-fa,  •••  Os,  * C«,+l  , On,,  .. 

Die  unter  6)  aufgestellte  so:. 

k Ir  k k- 1 *-l  3 » * 

*)  ön^fi  » j » 1 > •••  °ntf  | > •••  ®n,)^ 

In  dem  Symbole  6)  liegen  folgende  Bedingungen : tt,  Elemente 
(«,»  «a 

sollen  wenigstens  einmal;  n2  Elemente 

, . !•  , .!!  I 

^ '1  I 2 * . 

’ (ä,  , a2 , ....  aa,,....dn  ) 

IS* 
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sollen  wenigstens  zweimal;  n3  Elemente 

3 3 9 3 3 

(«i,  Qj a»,  Ä»,) 

sollen  wenigstens  dreimal  wiederholt  u.  s.  w.  in  den  zu  bilden- 
den Gruppen  Vorkommen.  Diess  liegt  in  der  Natur  der  Sache. 
Denn  wenn  eine  bestimmte  Elementenzahl  wenigstens  einmal  Vor- 
kommen soll,  so  muss  sie  auch  zweimal,  ferner  dreimal  u.  s.  w. 
und  endlich  q mal  (so  oft  als  der  Exponent  angiebt)  Vorkommen. 
Für  die  Gruppirung  der  wiederholenden  Eleraentenzahlen  ergibt 
sich  daher  hinsichtlich  der  Grösse  folgende  Bedingung: 

8)  »i  <»*<*$  <n4,....<nt. 

Hiernach  ist  n,  die  kleinste  und  nt  die  grösste  Zahl.  Die  zwi- 
schen liegenden  Werthe  von  n sind  aufsteigend  geordnet. 

ln  dem  Symbole  7)  liegen  folgende  Bedingungen,  n,  Elemente 

(ö|  , Ot,  «J....O»,), 

also  alle,  sollen  höchstens  einmal;  ns  Elemente 

9 9 9 9 

(«I,  «*>  OJ....O»,) 

sollen  höchstens  zweimal  oder  als  Zweifaches ; n3  Elemente 

3 3 3 3 

(al>  a%>  a3  0"i) 

sollen  höchstens  dreimal  oder  als  Dreifaches  u.  s.  w.  Vorkommen, 
wie  diess  auch  hier  in  der  Natur  der  Sache  liegt.  Es  ist  ferner 
n,  die  grösste  und  nt  die  kleinste  Zahl.  Di«  übrigen  Zahlenwertbe 
liegen  zwischen  beiden  Grenzen  in  abnehmendem  Werthe.  Hier- 
aus  ergibt  sich  folgende  Bedingung: 

Ä)  «i  > > »3  > n* ....  > «t . 

k kann  sich  höchstens  bis  zu  q erheben.  Das  Gesagte  scbliesst 
jedoch  nicht  aus,  dass  in  11)  und  9) 


n1=n2  = «,  = »»„  = .... 


sein  kann,  oder  dass  die  n alle  unter  einander  oder  partienweise 
unter  einander  gleich  sein  können. 

Die  Aufgaben  unter  c)  und  d)  stellen  sich  durch  folgende 
Symbole  ganz  einfach  dar  • 


10) 

'C(«r,r, 

r r 

o%,  a3  * •• 

..  On)  , 

r 

r r 

T f 

11) 

*C(«, , 

a%»  ci3,  . 

...  Om)  • 

Wird  r=  1 in  10),  so  fiillt  die  Bedeutung  von  10)  mit 
zusammen,  denn  es  entstehen  sofort  die  Grappen  der  Yerbindun- 
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gen  mit  unbeschränkten  Wiederholungen  aus  n Elementen  zur  yten 
C'lasse,  denn  es  sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  gehildet  wer- 
den, worin  jedes  Element  wenigstens  einmal  vorkommt.  Wird  r=q 
io  11),  so  fällt  II)  mit  dem  nämlichen  Begriff  zusammen,  denn  es 
sollen  die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  n Elementen  zur  yteu 
Classe  gehildet  werden,  worin  jedes  Element  höchstens  pmal  wie- 
derholt Vorkommen  soll.  Mehr  als  ymal  kann  es  nicht  wiederholt 
rorkommen. 

Manche  werden  vielleicht  die  Symbole  6)  und  7)  als  schwer- 
fällig tadeln.  Ich  glaube  aber  nicht,  dass  dieser  Vorwurf  gerecht 
ist,  wenn  man  bedenkt,  wie  viele  Worte  erfordert  werden,  um 
den  Sinn  derselben  nach  a ) und  b)  anztideuten , und  ferner  bedenkt, 
wie  viele  Bedingungen  in  die  Zeichen  nach  dem  Inhalte  der  Auf- 
gabe gelegt  werden  müssen , die  alle  anzugeben  in  Worten  noch 
viel  umständlicher  ist,  und  wenn  man  endlich  berücksichtigt,  wie 
mühsam  es  wird  aus  den  Worten  die  Bedingungen  der  Aufgabe 
(ich  klar  zu  machen,  was  alles  durch  das  Symbol  sehr  veran- 
schaulicht wird. 

Die  unter  o) — d)  aufgestellten  Probleme  lassen  sich  auf  die  • 
Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  anwenden.  Die 
l'ebertragung  auf  die  Versetzungen  wird  dadurch  leicht  bewirkt, 
dass  man  in  die  Verbindungsgruppen  die  zugehörigen  Versetzungs- 
zablen  einführt. 


§.  7. 


Die  irn  vorigen  Paragraphen  vorgelegten  Aufgaben  lassen  sich 
durch  die  besondere  Art  von  Combinationen  lösen,  die  sich  im 
5teo  Abschnitte  meiner  Combinationslehre  §.  31  — §.  37.  S.  73  u.  ff. 
anfgeführt  finden , und  die  durch  den  Zusammentritt  mehrerer  Ele- 
meotenreiben  entstehen.  Die  Gleichung,  welche  zur  Beantwortung 
dient,  ist  §.  36.  Nro.  ll*2.  S.  85.  angegeben  und  folgende: 


I) 


C[«»i « (j , ...  u* , b\ , t ...  Am : C| , Cj ,....  co : 


n*  I - 1 (m  — A)*!~ 1 ( o — k — A)ö  - 1 
1*1».  1*1»  .!<l»„„ 


(»)*  ( m—h)k(o—h—k)i 


Diese  Gleichung  bestimmt  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen, 
wenn  h Elemente  der  ersten  Elementenreibe,  mit  k nicht  ähnli- 
chen (ungleichartigen)  Elementen  aus  der  zweiten  und  beide  mit 
weitern  l nicht  ähnlichen  oder  ungleichartigen  aus  der  dritten  Eie- 
mentenreihe  u.  s.  w.  zusammen  treten.  Unter  ähnlichen  oder 
gleichartigen  Elementen  werden  nämlich  solche  verstanden, 
welche  verschiedenen  Elementenreihen  zugehören,  aber  die  glei- 
chen Stellenzahlen  fuhren,  also  die  ersten,  zweiten,  dritten  Ele- 
nente u.  s.  w.  in  den  verschiedenen  Elementenreihen,  wie  z.  B. 
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,4i  < ^1 » * •»••• 

ff2,  ca,  dg, • '• 

u.  6,  f.  Die  Gleichung  1)  hat  das  Eigentümliche,  dass  bei  den 
nämlichen  Elementen  reihen  und  Classenexponenten  die  veränderte 
Ordnung,  worin  die  Elemcntenreihen  mit  ihren  zugehörigen  Clas- 
seuexponenten  auf  einander  folgen,  verschiedene  Grupponanzah.leu 
erzeugt.  (S.  Copibinationslehre  S.  74.  und  75).  Die  Gruppeuanzahl 
wird  am  grössten,  wenn  die  Eiementenreihen  nach  der  Zahl  ihrer 
Elemente  geordnet  werden,  so  dass  die  Elementenzahl  jeder  nach- 
fojgendtm  Reihe  die  der  vorhergehenden  an  Grösse  öücrtrifft. 
Diese  Anordnung  wird  im  Folgenden  vorausgesetzt  und  ist  schon 
in  8)  V 0.  voTausgeseben.  Wird  eine  andere  Anordnung  verlangt, 
oder  bedingt-,  so  ändert  sich  damit  die  Gruppenzahl. 

u ' i . . ■ • . • • . • * i ii 

Die  Gleichung  l)  kann  nun  dadurch  für  den  vorliegenden 
Zweck  hei  Bildung  der  Verbindungen  mit  beschränkten  Wieder- 
holungen benutzt  werden,  dass  man  unter  deu  Elementen  der  ver- 
schiedenen Reihen  bezieh  lieh  solche  Elemente  versteht,  welche 
als  e iu  fache  oder  gerodete inrna  1 wiederholt,  welche  als  **v  ei- 
lache  oder  gerade  zweimal  wiederholt,  als  dreifache  ti.  s. 
n.  zu  betrachten  sind.  Hiernach  ist  z.  B. 

.>•!>'  • ! • • ..  - 

* 1 2 8 8 S Jlfl  ' 11 

Lal » » *•••  ; fl|  ,d|,  ....  Um i öj  » fla  > ••••  ap  J 

— 3)t(p — 

und  man  erhält  die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen,  worin  drei 
unter  sich  verschiedene  Elemente  d*r  ersten  Reihe  als  einfache 
oder  gerade  einmal  wiederholt,  mit  zwei  weitem  unter  sich 
und  von  den  andern  verschiedenen  Elementen  der  zweiten  Reihe 
als  zweifache  oder  gerade  zweimal  wiederholt  und  beide 
sofort  mit  j«  einem  weitern,  von  säramllichen  vorhergehenden 
verschiedenen  Elemente  aus  der  dritten  Reihe  als  dreifaches 
oder  gerade  dreimal  wiederholt  erscheint.  Die  hierdurch 
entstehenden  Gruppen  gehören  der  (3.1  -F‘2.2f  1.3)ten  oder  lOten 
Classe  an.  Die  allgetneine  Darstellung  ftir  dieses  Gesetz  ist 

' i % ‘ I , ( . . 

~ a a 2»s  * * * 

”/  ^-'1^1  » **i*i  5^1  »^2»  ••■An,  » Ü|  » öj»  •••  Öj  » <*2  > •••  Un^  J 

— (Hr)«i  • («2  'l\)u • (na—  Vi  — 7*)».  ••••  ink-th  — f/% — •,+ — yt-i )ik 
1)... <zr, — 7,  fl)  (r»a— </i )(h,—«i  — 1 ).. . («*—?, ~9*f  1) 

- i~v;r  ~ — — T7$~  9i — — 

Da  diese  Darstellung  die  Grundlage  des  Talmis  bildet,  so  soll 
ein  besonderer  Kall  zur  bessern  Einsicht  und  Erleichterung  de« 
Geberblickes  hier  stehen;  • 

i1«  • I#/  »•»!»*,•  * »•  .•  * • •!  * »ln 
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n.  ******  *\ 


= «i  <H‘h, 

04  «4 

"»«5 

"««««» 

+ 

flj  <*2^4  <*3  #3 

a6  a5 

« aa  a6 

1 2 3 

4 4 

5 5 

7 7 7 

1 2 4 3 3 

5 5 

777 

1 2 3 

4 4 

6 6 

5 5 5 

1 2 4 3 3 

6 6 

555 

1 2 3 

4 4 

6 6 

7 7 7 

1 2 4 3 3 

0 6 

777 

12  3 

5 5 

6 6 

4 4 4 

1 2 4 5 5 

6 6 

333 

1 2 3 

5 5 

6 6 

7 7 7 

l ‘2  4 5 5 

6 6 

777 

+ 0i  0j  a* 

0»0* 

«4  «4 

0«  0#  0* 

+ 

f?2  flj  a4  flj  öj 

0*“* 

fl««#«« 

1 3 4 

2 2 

5 5 

7 7 7 

2 3 4 1 1 

5 5 

777 

13  4 

2 ‘2 

6 0 

5 5 5 

2 3 4 1 1 

6 6 

2 2 2 

1 3 4 

2 2 

6 6 

7 7 7 

2 3 4 1 1 

G 6 

777 

1 3 4 

5 5 

6 6 

2 2 2 

2 3 4 5 5 

6 6 

1 1 1 

1 3 4 

6 5 

6 6 

7 7 7 

2 3 4.  5 5 

G 0 

777 

Diese  Darstellung  umfasst  die  Gruppen  mit  beschränkten  Wie- 
derholungen zur  lOte'n  Glasse  aus  sieben  Elementen , worin  je  drei 
Elemente  von  den  vier  ersten  gerade  einmal  mit  je  zwei  an- 
dern Elementen  von  den  sechs  ersten  gerade  zweimal  und  mit 
je  einem  weitern  Elemente  von  den  sieben  ersteu  gerade  drei- 
mal wiederholt  zusammen  Vorkommen.  Die  Elemente  as  und  a6 
dürfen  daher  nicht  weniger  als  zweimal,  das  Element  a7  nicht 
weniger  als  dreimal  Vorkommen,  wie  klar  vorliegt.  Die  Gruppen- 
aozahl  des  vorliegenden  Falles  ist 


4) 


X 1 3 4 » 3>*>1 

t-jrtj , Oj , ...  a4;  Oj  o 1 ,o2, ...  a7  J 

4.3.2  3.2  2 

= (4)3  (6-3X,  (7-5),  = 1^3  • 1^  • I =24  ■ 


Sollen  nun  diefür  die  Verbindungen  aufgefundenen  Sätze  1)— 3) 
auf  die  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholungen  unter  den 
sleicheo  Prämissen  (ibergetragen  werden,  so  wird  diess  sich  leicht 
bewerkstelligen  lassen.  Betrachtet  man  nemlich  die  Darstellung  3), 
so  zeigt  sich  klar,  dass  jede  Gruppe  gleichviel  verschiedene  und 
gleichviel  wiederholte  Elemente  führt.  Man  lindet  daher  für 
jede  einzelne  Gruppe  nach  §.  9.  meiner  Combinationslehre 
aus  der  bekannten  Formel  uie  verlangte  Versetzungszabl. 

Da  nun  jede  Gruppe  demselben  Gesetze  unterliegt,  so  hat  man 
die  Gesammtzahl  der  Gruppen  mit  der  für  jede  einzelne  Gruppe 
Reitenden  Versetzungszahl  z.u  vervielfachen.  Hiernach  ist  für  den 
■»«sondern  mit  3)  corrcspondirenden  Fall 
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1.1.1. I.2.1.2.1.2.3 


X (4)j(6 — 3)2(7 — 5),  =3628800 


(3.1+2.2+ 1,3)*»+*-*+ *•»!-» 
(l«i»)».(l*l1)*.l*i* 


(4)s(6 — 3)t(7— 5)j . 


Um  nun  den  .in  2)  aufgestellten  Satz  auf  die  Versetzungen 
(iberzutragen,  hat  man  jede  Gruppe  so  vielmal  zu  nehmen,  als  sich 
die  in  ihr  vorkomraenden  Elemente  unter  einander  versetzen  lassen. 

Es  kommen  nun  in  jeder  Groppe  vor  y,  Elemente  je  einmal 
wiederholt,  Elemente  je  zweimal,  9,  Elemente  je  dreimal  u. 
s.  w.  und  endlich  qk  Elemente  je  Amal  wiederholt.  Daher  hat 
die  Dimension  der  zugehörigen  Classe  oder  der  Classenexpooent 

5)  q = i.9l  + 2 .9*  + 3-9j  +4 . 9*  + ....  k.qt, 

Einheiten.  Die  hiedurch  bedingte  Versetzungszabl  ist  sofort 

6)  9*'-* 

' (i»i*)».(i*.i)v.  (i»t>..  (t*i*)»* 

_ q(q-l)(q—Si) 3.2.1 

(!)«■  (1 . 2)f.  (1.2. 3)«> Q .2.3...  A)’* 

mit  Rücksicht  auf  die  Bedingungsgleichung  5).  Die  gesuchte 
Gruppenanzahl  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederholun- 
gen ist  sofort  unter  dan  oben  angegebenen  Voraussetzungen 

s « s * * * o..o,.-n 

7)  ‘ \at  i0*.--*1»!)0» » o»,; u, , (ij , ...  a»^J 

1.2.3 q 

~ (l)o*  (1.2)».(1.2.3)*.  ...(0.3..A)«*(Wl)*‘ (n»  “ ?»)*• 

— (nt -9,  — qk^)u 

Die  Gleichungen  2)  und  7)  vereinfachen  sich  sehr,  wenn  die 
Zahl  dar  Elemente  in  den  verschiedenen  Reihen  gleich  und 

nl  = n4=„..  n*=n 

ist.  Für  diesen  Fall  nehmen  die  begleitenden  Fakultäten  folgende 
Gestalt  an: 

n»*+««+ **|— * . 

1 . 2....  ^ . 1 . 2 ....  % ....  1 . 2 ....  qk 

— »(fl— 1)(”— 2) — (n  — 9i  — 9« —9*+l) 

1.2....  9! . 1^...  9,  ....1.2.3...  9* 
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Die  beiden  Gleichungen  lassen  sich  in  so  weit  noch  verallgemei- 
nern als  die  Wiederholungsexponenten,  welche  in  einer  bestimm- 
ten Reihenfolge  (1,2,3 ) bisher  genommen  wurden,  auch  be- 

liebig angenommen  werden  können.  Diese  Bemerkung  führt  zu 
folgenden  allgemeinen  Formen: 

b *1  b b ^ ^ 

5)  L°l i °1  > •••  fl®,  •••■  °1 » °* a»i  J 

= («2— (n»-9i— 9* ••••— 9b-i)rt- 


t.  t. 


*.  t. 


F[«| , n* , ...  Ob,  ; d) ,....  da,;....  % , ....  an^j 

1.2.3. 4 g 


* «!>«>.«■  • 


(»i)^11*— 9i)t.  • 


(1.2 ....  A,)*'  (I.2....*,)*...  (1.2.3...**)’* 

(nt  — 9i  — 9* — 9‘-t)t* 


mit  der  Bedingung,  dass  in  9)  ist 

10)  9 =*i9i  + *«9*  + *39«  ■•••  *t9*  • 

Willkührlich  ist  in  diesen  Darstellungen* 

«)  die  Zahl  der  Elemente,  welche  in  den  einzelnen  Reihen 
voikotnmen , 


«i , n* . n» rtt 

. • • t ' 

mit  der  in  8)  $.  6.  angegebenen  Beschränkung ; 

b)  die  Wiederholungszahlen 

*».  K,  k3....kk\ 

c)  die  Exponenten 

9i . 92  * 9»  ••••  9*  • 

welche  sich  auf  die  verschiedenen  Reihen  beziehen.  (Vertheilungs-, 
eiponenten). 

Der  Classencxponent  ist  eine  Funktion  der  k und  q,  -also 
ton  diesen  nach  Massgabe  der  Gleichung  10)  abhängig. 

Anders  stellt  sich  die  Sache,  wenn  die  im  vorigen  Paragra- 
phen unter  a)  bis  d)  gestellten  Fragen  beantwortet  werden  sollen. 
>n  diesem  Falle  sind  dann  die  Wiederbolungsexponenten  (1,2,3...*) 
der  Elemente  und  der  Classenexponent  (») , der  für  2)  und^  7), 
b)  und  9)  gilt;  gegeben  und  man  hat  nach  dem  Gesetze  der  Glei- 
chungen 0)  unf  10)  die  Vertheilungsexuonenten  o, , qz,  q3....qk 
aus  dem  Classenexponenten  und  aen  Wiederholungsexponenten 
ahmleiten.  Dadurch  wird  die  ^Aufgabe  im  Allgemeinen  zu  einer 
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unbestimmten.  Sie  wird  jedoch  für  jeden  besondern  Fall  lösbar 
und  die  Auflösung  besteht  danu  darin , dass  man  alle  in  ihr  ent- 
haltenen besondern  Falle  specialisirt  und  nach  ,deu  vorstehenden 
Gleichungen  behandelt.  Der  Inbegriff  aller  hierdurch  erhaltenen 
Gruppenzahlen  ist  dann  die  Antwort  auf  die  in  §.  0.  vorgelegten 
Fragen.  Wir  erörtern  zu  dem  Ende  die  verschiedenen  Classen, 
daraus  ivird  sich  dauu  ein  Bildungsgesetz  ableiten  lassen. 


§.8. 


1)  Die  Gruppenzabl  der  Verbindungen  zur  zweiten  Classe 
soll  bestimmt  werden 


'C[di,  a2,...an, , °»,+i » ....  °n,  ] i 

. *■  — ! I,'  ’ ” 

worin  n,  Elemente  wenigstens  einmal  und  n2  Elemente  zweimal 
wiederholt  erscheinen. 

Die  Aufgabe  umschliesst  zwei  Fälle.  vt  Elemente  sollen  als 
einfache  gerade  zweimal  und  «2  als  zweifache  erscheinen. 
Es  ist  aus  2)  §.  7. 

' 3 i d ••  i 

„,rj  * » <»-,»*>  , x n(n; — • l) 

G[n1  ,o2.... rin,  ;a,  On,  J — ("ih—  pj  ’ 

2 12  0>1 

C [öj  , o2 ,...  on.  ;al,ai, ....  an,  ] =s  (n 4),=»*. 

2)  Die  Gruppenzabl  soll  bestimmt  werden  für 


‘C[ Ot  ,d] Um.  , On,-ti  ....  On, , On,+i  i.-On,]- 

Diese  Aufgabe  umfasst  drei  Fälle.  n,  Elemente  sollen  als  ein- 
fache gerade  dreimal;  n2  Elemente  sollen  als  zweifache  mit 
«i  Elementen  als  einfache  und  n3  Elemente  sollen  als  drei- 
fache erscheinen.  Ans  2)  $.  7.  ist 


C[®i » o2 , .... 


2 

On,  ; Ol  , 


2 3 

• ®n,  i*l  > ■ 


8 3*0*0 

On,]  = (ttl)a  ~ 


v i.'aJ  ’ 


2 2 3 S m#  " .1  ' 

C[ot  ,o2...an,  ;qj...o»,  On.]  as  (»i)(ii^l)<=«i(*i-l)i 


' 2 2 3 3 0>0»1 

C [O]  ,0g,...  Rn,;0| ....  ün,  ;«j , ...  on,  J 


(«1)1  ="3  • 


Man  erkennt  schon  hieraus,  dass  das  Specialis! ren  der  ein- 
zelnen Fälle,  das  sich  bei  den  hohem  Classen  mehrt,  ziemlich 
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weitläufig  wird.  Wir  wollen  es  dadurch  abkfirzen,  dass  wir  für 
die  w,  Elemente,  welche  als  einfache  erscheinen  sollen,  das 
Zeichen  «"  als  Repräsentanten ; für  die  na  Elemente,  die  als 
zweifache  erscheinen  sollen , das  Zeichen  e*  als  Repräsentanten 
«.ihlen  o.  s.  w ■ Hiernach  werden  die  Elemente  bezeichnet  wer- 
den, wie  folgt: 

al,  at,  a3 a0,  durch  e1, 

* * * * , . . 

«a»  a,,  03, ....an,  durch  *,  14 


* * * s 

at,  og,  «j , ...an,  durch  e3 


■ y. 


«■  s.  f.  Soll  Ban  die  Gruppenzahl  bestimmt  werden  ftir  ! 1 ' ‘ 

' ' ' . " • . ' 1 

6|a1,<ra,...o»1,aniH  .....  e*,>n»,+i  — .®», 

W M *«lttmi^.  »i  t*  I..1  • 1 - I \f.  4 1 1 i 

w «wbeo  Bitehr  folgende  Fälle.  ^ Elemente  sollen  als  einfache 
scrade  viermal  erscheinen;  na  Elemente  sollen  als  zweifache 
einmal  mit  w,  Elementen  als  einfache  zweimal;  n«  Elemente  als 
iveifaobe  zweimal;  n,  Elemente  als  dreifache  einmal  mit 
*1  Elementen  als  einfache  einmal;  n4  Elemente  als  vier- 
fache einmal.  Wir  deuten  diess  durch  die  el,  e*,  es  an  und 
w«en  dabei  diese  Symbole  zwischen  Gleichheitszeichen  mit  auf, 
wodurch  allmalig  das  liildungsgesetz  hervortreten  wird.  Nach  2) 

’;»( 

CI'1,*,  e*  .e*]*>  ».o.o=ei«‘e»=(e»)*e2«  (>»,),  (»*—2),, 

= = («*)*  = („a)„ 

<V.e*.e3,e*]1A,’°  = eie*  = . , 1 

«\  = **.  i/' 


.»I  • < 


. \ 

• tt  1 


d)  Die  GruppeDzahi  soll  bestimmt  werden  für 


,01,...  fln,  ,n.|4t  , ...  u»,  , ...  Uw,,...  Ob,,...  Ob-  J. 

I 1 . ..  ...  1 > ; 

hie  Aufgabe  umschliesst  die  Fälle:  n , Elemente  sollen  als  ein- 
{.**■*  fünfmal  erscheinen;  ^Elemente  als  zweifache  einmal  mit  nt 
Elementen  als  einfache  dreimal ; na Elemente  als  1 w eifac  h e zwei- 
?*'  ®it  >i,  Elementen  als  einfache;  n3  Elemente  als  drei- 
lC“*  mit  n,  Elementen  als  einfache  zweimal;  n3  Elemente  als 
dreifache  mit  r»a  Elementen  als  zweifache;  n4  Elemente  als 
Vierfache  mit  »,  Elementen  als  einfache;  tu  Elemente  als 
miflache.  Aus  2)  §.  7.  ist 


Digitized  by  Google 


268 


C[el,  e*, e*, e*, e*  Js.0.°.°.0=: e lelelele'  = (e ')*  = (»,)s , 

C[e',e*  «»,««,  «»]V,®,®.®  = eie»eiei  =(ei)>c*=(»I)3(>i#-3)1 
C[e,,e*,e*,e4,«*],>*>0>0>0  = e1e‘tet  =e,(«*)*==(Bi)»(w* — 1)*. 

C[e>, e»,  e*, e4, ,»]»,«, i,o,o_  eie. es  =(el)*e»  = („,)1(,lj_2), 
C[e*,«*  e»,e4,«*]».».«.®.®=  e'JeJ  = («*)i(n,— 1), 

C[e»,e»e*e4e*]®.«.®,®.‘=  = (»*),. 

Schon  aus  den  Darstellungen  3)  und  4)  erkennt  man  durch 
die  Exponenten  der  e das  Fortgangsgesetz.  Sie  bilden  die  Ver- 
bindungen mit  Wiederholungen  zu  derjenigen  Summe, 
welche  der  C lassenexpo nen t angibt,  durch  alle  mögli- 
chen Classen,  oder  die  Zerfällungen  des  Classenexpo- 
nenten  in  alle  möglichen  Zahlen,  zu  einem,  zweien, 
dreien  Gliedern  u.  s.  f.  ln  Nro.  3)  entsteht  die  Summe  4,  in 

4)  entsteht  die  Summe  5)  aus  den  Elementen  I,  2,  3..,.  mit  Wie- 
derholungen. 

Man  hat  nun  nicht  mehr  nöthig  alle  Verbindungsausdrücke 
zum  Voraus  darzustellen,  um  die  nöthigen  Specialisirungen  z« 
erhalten.  Man  kann  sogleich  mit  Darstellung  der  Gruppen  der  i 
beginnen,  und  die  Auflindung  aller  zusammengehörigen  {Fälle  sich 
dadurch  erleichtern,  dass  man  mit  e1  (dem  Exponenten  in  der 
ersten  Dimension  als  Einfaches)  beginnt,  und  diesen  so  oft  wie- 
derholt bis  der  Classenexponent  erzeugt  ist.  Hierauf  nimmt  man 
e*  (den  Exponenten  in  der  zweiten  Dimension)  und  lässt  so  oft 
e1  und  e2  (beide  zuerst  getrennt  und  dann  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  auf  jede  mögliche  Weise  die  zu  bildende 
Summe  erzeugt  ist  Hierauf  nimmt  man  e*  (den  Exponenten  in 
der  dritten  Dimension  oder  den  Repräsentanten  der  dreifachen) 
und  lässt  so  oft  e1,  «*,  e*  (getrennt  und  in  Verbindung  mit  ein- 
ander) zutreten,  bis  die  zu  bildende  Summe  auf  jede  mögliche 
Weise  hervorgebracht  ist,  und  steigt  so  ailmälig  zu  den  hohem 
Dimensionen  auf,  bis  alle  durchlaufen  uud  alle  möglichen  Fälle 
durch  Zutreten  der  gleichen  und  niedern  Dimensionen  erschöpft 
sind. 

Soll  nun  die  Gruppenzahl  für 

- «r  * »so* 

5)  ‘C[a1,at,...an,  ,«■,+ , , ...  an, , ...  an, , ....  o».  J 

angegeben  werden,  so  hat  man  hiernach  folgende  Specialisirnog 
und  Zusammenstellung: 
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r1r,r,e1e,e,=  («*)*, 

rWr'e» +«»«***«»  + f*e*e* = (e»)4e*  + («»)*(«’)*  + (e*)3 , 
r'r’r'c*  + e1***»  + e*«s  =(«»)***  + «*«V + («*)*, 
f'r'r4  + e*e*  = (el)*e*  + e*e*. 


= e»e». 


i ergeben  sich  nun  folgende  Zahlenausdrücke  aus  2)  §.  7. 

(»>)«  + (»i)«(»»s-4)i  + («i)*(«a-2),  + (n,)s 

+ («1)1  ("s— 3)i  + (»i)  (»*— l)(n3— 2)  + («»)* 
f («i)i(»«— 2)i  + n,(n*— l)i 
+ »i  (**— 1)  + (w«)i  • 

Vergleicht  man  nun  die  Darstellung  6)  mitder  Darstellung  der  e aus 
if&r  rechten  Seite  des  Gleichheitszeichens,  so  kann  mail  die  Zah- 
’ icke  in  6)  direct  aus  jenen  und  ohne  Bei  hülle  von  2)  $.7.  erhal- 
i man  die  Exponenten  der  e innerhalb  derKlammer  als  Stel- 
Ton  n schreibt  und  die  Exponenten  ausserhalb  der 
als  Fakultätsexponenten  anhängt.  Bei  dem  Zutritt  von 
• *Mtn  n muss  immer  die  Summe  der  vorhergehenden  Fa- 
‘apwienten  abgezogen  werden.  Kommt  bei  einem  e kein 
»t ausserhalb  der  Klammer  vor,  so  ist  immer  die  Einheit 
anzunehmen. 

■ Wird  non  zu  weiterer  Verdeutlichung  noch  der  Ausdruck 

. » »arr 

) G [flj  ,a2  > an, , Qnt  \ i , »»fl«,  ,•••  °»r  J 

i dieser  Methode  behandelt , so  hat  man  sofort  als  Schema 
F die  e 

t'rV«1«1  = («»)*, 

1«1*Ie*+ e'e'eWe*  + * W«a=  (fjVKc1)^*)2 + e‘(e*)3 , 
?,1<1*1e,+e1ele*es'fe1e,e*+eIe1es=(c1)4e,+(e,)4e,esfe1(es)*+fe*)1es 
P«1*1  + e'eV  + e3  e4  = (e1)3«4  + e'e*e*  + e3e4, 

r + «V  =(e1)Ie*  + c*e», 

el«*+eT  =eV  + eT. 

fe'»oa  ergiebt  sich  sofort  folgende  Gruppenzahl  für  7) : 


Digitized  by  Google 


270 


(»i)t  + (»i)s(»* — 5)  K»j)j  («j— 3Vj  + Wj(»iir—  l)s 

k (»i)*(»s  ^4)  + (»,  2)(r»j— 3)  + *»(%— 1>* 

+ («i)*(“4— 3)  + «i  («a-1)  (b*— 2)+«j(P4-») 
+ ("i)2(«s— 2)+»i(«6— 1) 

+ »i  (»«—!)  +«r- 


I*iese  Untersuchungen  führen  nun  zu  folgender  Zusammenstellung: 

8)  'C[al,at,...a,]l=n, 

2 2 * 

'U[Oj a»,  .....  flu,  J = (»*i)2+'bi> 

• • . I I i* 

2 2 3 s 

M.fli  ^n,  J = («i )a -f  Th (fia — 1)+Ws» 

2 2 4 4 

»%•  •••  > ön,4l»*»ön,  »•••  tfnAJ  — — 

— (»1)4  + (»i)t(»®  2)  -f  («*)»  + «i (»3 — 1)  + R* ■ 

* 2 4 * 

f [<Ti  ,»*, ...  </«,«  »Bi+l »n,  J — 

= (ni)»+(Bi>j(B*— 3)+»,(*i— 1), 

+ (»1  )a  (»S  — 2)  wa(«3 — 1)  + «1  (»4 —1)  + »8 . 

2 2 3 4 8 

/ f ' 1 fl'l  f ...  * ...  t On^  J = 

= (»l)8  + («l)4(Bl— 4)  + (»l)l(»2— 2)j  + (»l)j 
+ («l)3  (»3—3)  + «1  (»2— 1)  (»3—2)  + (»3)1 
+ (»l)s("4— 2)  + »*(»4—  l)+«i  (»6— 1)+»« 
u.  s.  f. 

ln  allen  den  vorliegenden  Problemen  ßndet  sich  die  Forderung, 
dass  eine  bestimmte  Zahl  Elemente  wenigstens  einmal,  eine 
zweite  wenigstens  zweimal  wiederholt  Vorkommen  soll  u.  s.  f. 
Es  können  nun  in  den  YViederhnlungszahlen  auch  Unterbrechun- 
gen Vorkommen.  Diess  ändert  die  Schlussweise  und  Bildung*- 
methode  in  nichts,  und  man  hat  die  zwischenliegenden  fehlenden 
YViederholungszahlcn  sämmtheh  der  nächstvnrhergehenden  niedere 
gleich  zu  setzen  und  dann  nach  der  Zusammenstellung  8)  die  er- 
forderlichen Gtuppenzahlen  anzugeben.  Oder  man  hat  nach  der 
oben  angegebenen  Vorschrift  das  Schema  der  e ohne  Rückskbt 
der  Wj  . «2 , «3  ....  zu  entwerfen  und  nach  Massgabe  desselben  die 
zugehörigen  Grupjienzahlen  ( 2)  §.  7.)  abzuleiten.  Ist  z,  B. 

_r  2 24  4 » 4 

U L»i  j»2'"'ffn,  — »»»>**".  tl  ,...  »*,] 
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za  bestimmen,  so  fehlt  die  Wiedorholimgszahl  3,  und  die  ihr  zu- 
gehörige Elementenzahl  m,.  Sie  ist  durch  n2  *»  ersetzen , denn 
Jas  Schema  4)  bleibt  in  Kraft,  da  n2  Elemente  auch  dreimal  (»eil 
wenigstens  zweimal)  Vorkommen  sollen.  Man  hat  sofort 


9) 


* * * * s ft 

'+«1  >®l »■,  t®»i+t «n,,«»,!!  • ••«»,]  — 

=(n|)5  + ("i)»(»*— a)+”i(»*— !)a  t 

+C«i)»(«a— 2)  +**(»*—  1)  +»i(«4-l)+»5- 


Eben  so  ist 


10)  'f?[«i  i «2 ... /7n,  J — 

— (»i  )s  + (»lW»* — 1)  + (»i)»(»2 — 2)  + (n2)3 

+ (»i  )a(»»-3)  + «i  («g— 1)  (»3—2)  + («s^ 

+ («I  )z(»3— 2)  + »*(«3—1)  + »1  (»3  - 1)  + «3  • 


Die  Anwendung  auf  besondere  Falle  ergibt  sich  nun  sehr 
leicht.  Man  hat  nämlich  für  den  besondern  Fall 


I 3 3 4 s & 5 

'<1*1  >«*>  •«.  »8  >«»  >«10  »»II  >«19 '«13  »«13  J 


=974= 


S.7.6.5.4  ..  8.7.6 


7.6  . 8.7 


1 .‘2.3.4. 5 + 1.2.3  5 +8‘  1.2  + 1.2 


10+8.11+8.11  + 14. 


Oeon  es  ist 


n,  =8,  n*=8,  r3z=12,  n4  = 12,  n4  = 14. 

Bei  allen  diesen  Gebilden  ist  Bedingung,  dass  sich  die  VVie- 
derbolungszahlen  bis  zum  (’lassenezponenten  erheben  müssen, 
rehlen  die  spätem,  so  ist  stillschweigende  Bedingung,  dass  sie 
bi«  dahin  fortgefiihrt  werden.  Fehlen  aber  frühere  Wiederholungs- 
zahlen,  so  fallen  alle  die  Gebilde  der  e aus  dem  Schema  weg 
und  deswegen  sind  auch  die  n , welche  die  fehlende  Stellenzahl 
•zagen,  in  den  Darstellungen  von  8)  gleich  0 zu  setzen.  Es  liegt  als- 
dann die  Aufgabe  vor,  die  Summen  der  Verbindungen  mit  Wie- 
derholungen zu  bestimmten  Summen  in  den  verschiedenen  Clas- 
*en  mit  ausgeschlossenen  Allfangselementen  zn  bilden  und  darauf 
die  Gleichung  2)  §.  7.  anzuwenden. 

Hiernach  ist  z.  B. 


U)  *C[af, äb> 


ox%  ] = f2c*e*  + e2c4  + eh-3  + e* 

~ (»l)3  + »*(»«4—1)  + (»3)*  + »»«  » 
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'C[a, , "t  » , ,...  ««,]*•=  e,e,e*  + ese®  + f4«4+e9 

= ("3),  + »3  ("6—1)  + "*  ("6—1  )+»6 


$.  9. 


Die  'nämliche  Schlussfolgerung,  so  wie  die  im  vorigen  Para- 
graphen entwickelte  Methode,  gilt  auch  für  die  in  7)  $.  6 gestellte 
Aufgabe 


* * * *- 1 3 2 

*C(®i  , , — "»jf— "«j]®- 

Man  hat  zur  Darstellung  der  Gruppenzahlen  die  nämlichen  Sche- 
mata der  e zu  entwerfen.  Die  Symbole  e1,  e*,  e*, ....  vertreten 
dann  der  Reihe  nach  die  Elemente 

2 2 2 3 3 6 

®ii  "a,--"»,»  «i,  nfa,..."«,;  "i , "a>  — "»>>••• 
jedoch  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier 

"i  > "a  > "s  > "♦  ••••  > »* 


ist,  und  dadurch  die  nlt  ns,  n3,....  in  der  entwickelten  Darstellung 
die  umgekehrte  Ordnung  wie  in  j.  8.  einnehmen. 

Berücksichtigt  mau  diess,  was  sich  leicht  durch  Specialisirung 
einiger  Falle  rechtfertigt,  so  hat  man  sofort  zur  Darsteiluog  der 
gesuchten  Gruppenzahlen  Folgendes : 

1)  *C(au  02,.  ..an]l  = n, 

2 2 % 

*C  [«j,  6 |l  , ••"»,]*=  ("l),  1 "a  ' 

*CK,  at,...a„l,...an a»,]3=(*ii),  + »a(”i  ~ 

«*,. ...»Tb,,..  ."«, ]*=("!),  + "a ("1 — l)a  + ("a). 

+ "a("i— 0 + "♦> 

.6  6 6 4 3 2 

‘ £K>  «",]*= 

= ("i ).  + "a  (”i  — l)s  + (>**),  (»,  — 2)  + n,  (n4— l)j 
+ "s  ("a~  1)  + "4  ("» ~ 1)  4 »s  • 

U [°l  > "a>  •••  "■• » -®»,  * • • •an, — 

=(«i ).  + »*a  (»I  - 1>4  + («*).  («1  — 2)a + («,),' 

+ ”3  (»> — I )s  + "s  (»a— 1)  (»i  —2)  + (*s) , 

+ n4(n,-l),  f-n4  («a — 1)  + «ft(»i,  -t)+*s 
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n.  »i.  w,  Die  Wiederholungszahlen  und  die  mit  ihnen  correspon- 
direnden  Stellenzahlen  der  n können  sich  höchstens  bis  zum 
Classenexponenten  erheben.  Fehlen  die  hohem  Wiederholungs- 
uhlen  von  oben  herab,  so  fallen  die  sie  vorstellenden  e aus  dem 
Schema  und  die  n mit  den  correspondirenden  Stellenzahlcn  wer- 
den 0.  Fehlt  eine  zwischenliegende  Wiederholungszahl,  oder 
mehrere,  so  tritt  so  lange  die  nächst  höhere  Wiederholungszahl  an 
ihre  Stelle,  bis  wieder  andere  folgen.  Fehlen  die  niedersten,  so 
ergänzt  die  nächst  höhere  sämmtliche  fehlende  Stellen.  Hiernach 
ist  z.  ß. 


6 0 5 4 S 

2)  *C[fl i , . . . fl»„ . . .fl«, , • • • fln,]®= 

=(»s),  + «s(»3— l)s  + («s),  ("3—2)  + ns  (n3— 1)* 

+ »3  (»3—1)  +»«(»3— 1)  + »5  - 

denn  es  ist  Tij  — Wj,  n2  = n3  , weil  fl, , a* , . . . Elemente  höch- 
stens dreimal,  also  auch  zweimal  und  einmal  Vorkommen  sollen, 
and  ferner 


4 4 4 s * 

o)  a.}  , . . . OnA  r • • . (lfi%  >•  • - = 

=(»i)«  + »a  ("1—1)4  + («*),  (»1  -2)a+  (»*), 

+ «s  (»i-l)s  + »3  ("a — 1)  (»i—2)  + (»j), 
+ »4  («1—1)2  + »4  (»a— 1) . 

*«)  leine  fünf-  und  sechsfachen  Elemente,  also  auch  nicht  ns  und 
roHiommen  sollen  u.  s.  w.  Die  besondern  Fälle  bestimmen 
sich  leicht.  So  ist  nach  1 ) 


’C[<h.  fl«,  «r.  fl»]®  = 1146 

9. 8. 7.6. 5 8.7.6  . 9.8  , . ß 8.7  . „ 0 . . „ 

~~].2.3.4.5"^1.2.3^'  1 .2''  ’^®*1  ,o+®-®  + 

denn  es  ist 

n,  = 9,  w2=9,  «3  = 6,  n4=6,  n6=0. 

Ebenso  hat  man 


•rr  * ‘ ♦ ’*  * 


denn  es  ist 


_UE9.8J  9J  9 E7 

~A. 2.3.4  + 8‘  1 .2  + 1 2+4  9 + 4 

=566, 


Thcil  XV 


nj=:10,  7i2  = 8,  n3  = 4,  w4=0. 


19 
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Oer  Ausdruck , der  auch  geschrieben  wird : 

6 4 4 4 2 2 

«t,  «j , «j,  r/9  • «ioJ  > 

ist  nicht  wühl  zulässig,  denn  die  Wiederholungen  können  nicb 
höher  als  der  Exponent  (4)  steigen. 


§.  10. 

Oie  in  §.  6.  nnter  c)  und  d)  genannten  Aufgaben  lassen  sich 
nun  ohne  alle  Schwierigkeit  lösen.  Sic  charakterisircn  sich  als 
besondere  Falle  der  in  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen 
beantworteten  allgemeineren.  Sollen  nun  die  Gruppenanzahlen  im 
einzelnen  Falle  bestimmt  werden,  so  hat  man  die  verschiedenen 
Elementenzahlen  gleich  und 


«,  = 11 1 — n3  — — »*  = n 

zu  setzen,  und  die  nöthigen  Schemata  nach  §.  8.  aufzustellen. 
oder  man  kann  auch  die  Zusammenstellung  8)  §.  8.  und  1)  §.  9. 
direct  benutzen,  indem  man  diejenigen  Ausdrücke  unterdrückt, 
welche  vermöge  der  Aufgabe  nicht  Vorkommen  dürfen.  Oiess  Un- 
terdrücken hängt  von  der  Stellenzahl  der  n ab.  Nach  der  Aufgabe 
r ) §.  6.  müssen  nämlich  alle  Ausdrücke  in  8.)  §.  8.,  worin  alle  Stel- 
lenzahlen der  n ausschliesslich  niederer  als  r sind,  ausgestosseo 
werden.  Nach  der  Aufgabe  d)  §.  6.  müssen  aber  diejenigen  Aus- 
drücke ausgestossen  werden  , worin  Stellenzahlen  der  n Vorkom- 
men , welche  höher  als  r sind. 

Im  letzten  Falle  ist  die  Sache  an  und  für  sich  klar.  Weni- 
ger klar  dürfte  die  Sache  iiu  ersten  Falle  sein.  Es  werden 
aber  einige  Worte  genügen,  um  sie  festzustellcn.  Soll  die  Grup- 
penzahl der  Verbindungen  aus  n Elementen  zur  q ten  Classe  bestimmt 
werden,  worin  irgend  ein  Element  wenigstenst  r mal  wiederholt 
erscheint,  so  ist  dadurch  nicht  ausgeschlossen,  dass  die  andern 
Elemente  nicht  in  niederer  Anzahl  wiederholt  Vorkommen  dürfen, 
denn  die  Aufgabe  verlangt,  dass  irgend  ein  Element  entweder  r, 
oder  (H-l),  oder  (r-f‘2)  mal  u.  s.  w.  Vorkommen  solle.  An  diese 
Forderung  können  sich  nun  alle  die  Erscheinungen  in  den  einzel- 
nen Gruppen  knüpfen,  die  mit  dem  Sinne  der  Aufgabe  nicht  in 
Widerspruch  stehen,  als  da  sind  das  Yoikommen  einzelner  Ele- 
mente in  geringerer  Wiederholungszahl.  Sollte  der  Zutritt  der  so 
eben  berührten  Elemente  ausgeschlossen  sein,  so  müsste  die  Anf- 
gabe  so  formulirt  sein : Die  Gruppenzahl  der  Verbindun- 
gen aus  n Elementen  in  der  yteo  Classe  soll  bestimmt 
werden,  worin  kein Elementjw einiger  als  rmal  wiederholt 
erscheint , oder  worin  jedes  mi  t wi rk e nd e E lernen t we- 
nigstens rmal  wiederholt  erscheint“.  Der  Sinn  dieser 
Aufgabe  ist  aber  offenbar  ein  ganz  anderer  als  der  hier  in  Frage 
stehende  und  unter  c)  §.  6.  ausgesprochene.  Die  hierher  gehörigen 
EVagen  können,  wie  leicht  zu  erkennen  ist,  mit  den  vorhandcuen 
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Mitteln  nur  im  einzelnen  Falle  bestimmt  werden,  lassen  sich  aber 
immer' beantworten.  Hiernach  hat  man  z.  B.  für  die  Gruppenzahl 
der  Verbindungen  aus  n Elementen  in  der  6ten  Classe,  worin  irgend 
ein  Element  wenigstens  dreimal  wiederholt  erscheint. 


I)  -er»:.  4 


n(n — 1) 
1.2 


(n — 2)  + 2n(w— 1)  + n. 


Die  Gnippenzahl  der  Verbindungen  aus  n Elementen  in  der 
btenClasse,  worin  irgend  ein  Element  höchstens  dreimal  wiederholt 
erscheint,  ist  aus  1)  §.  9. 


* 3 n(n— 1)...3.2.!  n(n-l)..(n-4)  n(n-l)(n— 2) 

2)  q<7„ ]«=  1.2..  „ 1.2.3.4  + r 2 

. n(n— l)(n— 2)  , , ,w  m . n(n — 1) 

+ TT2T3  + ”(M_ (n_2)  + X2 
. n(n — 1)  (n — 2)  (n — 3) 

+ 1.2.3 


Dass  die  hier  gemachteu  Schlüsse  richtig  sind,  bestätigt  sich  da- 
'Wh,  dass  inan  von  den  Gruppenanzahlen  der  Verbindungen  mit 
beschränkten  Wiederholungen  auf  die  mit  unbeschränkten  über- 
sehen  kamt.  So  ist  aus  o)  §.  8. 


n ‘ * S,  n(n— l)(n— 2) 

M*l»  | vj  g 


+ n 


(n-l)  + n = 


n(n+l)(n+2) 

1.2.3 


= 'C[n, , o*,..«»]3, 


"**  dies«  sein  muss,  wenn  die  Gruppen  der  Verbindungen  ans 
* Elementen  zur  3ten  Classe  gebildet  werden,  worin  die  Elemente 
»enigstens  einmal  (also  auch  zwei  und  dreimal)  wiederholt  er- 
scheinen sollen.  Ebenso  ist  aus  1)  §.  9. 


»rv  33  n(n— l)(n— 2) 

*Cf«i,  "*--  Ms=-YTTT'3_ 


+ n (n— 1)  + n 


_n(n+l)(n-f-2) 
“ 1.2.3 


= C'K,  a,,..«»]3, 


*i*  diess  sein  muss,  weil  die  Elemente  in  den  Gruppen  höch- 
stens dreimal  (also  auch  zwei  und  einmal)  wiederholt  erscheinen 
sollen.  Diess  bestätigt  sich  auch  an  Zablenbeispielen.  So  ist 


'CI«,,  =321 


£§-3.3  + 05.4  + £§  + £§.4  + 2.6.5+0, 


19* 
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*C[*t,  «*....  ««}«=  141 

6.5..  2.1  . 6.5.43.2  . 6.5  4.3  . 6.5.4 

1.2.. 6  + 1. 2.3.4  + 1.2 ' 1.2  + 1.2.3 

Heide  Ausdrücke  ergänzen  sich  zur  vollständigen  Gruppen 
anzahl  mit  unbeschränkten  Wiederholungen,  und  es  ist,  wie  sein 
muss , 


C* [«..  4 — + , 4»-4]*=32i  + 141  = 462, 

,„r  6.7&9.10.11 

C>«’  "*’■■■  "*?=  TOl45:6~=462 ; 


also 


er«, 


«2 «*]6— 'Gf«! , 4»>--4]*+*e[a*.  4,..«6]8- 


§.  II. 


Die  Grupponanzahlen  der  Versetzungen,  ohne  und  mit  Wieder- 
holungen, lassen  sich  aus  den  Gruppenanzahlen  der  Verbindun- 
gen (ohne  und  mit  Wiederholungen)  ableiten,  wenn  man  in  die 
einzelnen  Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  einfuhrt, 
welche  die  in  ihnen  vorkommenden  Elemente  unter  einander  ein 
gehen  können. 

Wendet  man  das  Gesagte  auf  die  in  §.  7.  — §.  10.  gefundenen 
Sätze  an,  so  beantworten  sich  folgende  Probleme: 

Die  Versetzungen  aus  irgend  einer  Elementenzabl  zur  oten 
Classe  werden  gebildet.  Wie  gross  ist 

o)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  »on 
Elementen  wenigstens  einmal,  eine  andere  wenigstens  zweimal, 
eine  dritte  wenigstens  dreimal  u.  s.  w.  wiederholt  erscheinen? 
Diese  stellt  sich  in  Zeichen  so  dar: 


1)  a9  « • • • <*«i » flni+i  >•  • • fl»,,  ..«n,,.  ..Ont]t; 

6)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  eine  bestimmte  Anzahl  ron 
Elementen  höchstens  einmal,  eine  andere  höchstens  zweimal,  eine 
dritte  höchstens  dreimal  u.  s.  w.  w iederholt  erscheinen  ? In  Zeichen 


k k k k—  1 k — 1 

2)  *P  [Tr. 


2 

• • öna , 


c)  die  Anzahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element  wenig- 
stens r mal  wiederholt  erscheint? 
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3)  '/*K,  a*,...«»]«; 

d)  die  Anzahl  der  Gruppen , worin  irgend  ein  Element  höchstens 
naal  wiederholt  erscheint? 

i)  » u%  > • ■ • a»]®  • 

Man  hat  zu  dem  Ende  nach  Angabe  von  §.  8.  die  nüthigeu 
Schemata  zu  entwickeln,  hieraus  die  Funktionen  der  n,  wie  dort 
geschehen,  ahzuleiten  und  mit  jeder  einzelnen  nach  C)  und  7)  §.  7. 
die  gehörige  Versetzungszahl  zu  verbinden,  denn  jede  Funktion 
von  n bezieht  sich  auf  gleichartige  Gebilde  der  Gruppen. 

Die  Versetzungszahlen  leiten  sich  dadurch  aus  den  Gebilden 
der  e unmittelbar  leicht  ab,  wenn  man  bemerkt,  dass  alle  zusam- 
mengehörige Ansdrücke  eines  Schemas  einer  und  derselben  Di- 
mension oder  Classe  zugehören.  Jede  einzelne  Gruppe  der  e 
führt  daher  auf  eine  Bruchfakuität,  deren  Zähler  die  so  vielte  um 
die  Einheit  steigende  Fakultät  von  der  Einheit  ist  als  die  Summe 
aller  in  ihr  vorkommenden  Exponenten  von  e angiebt,  und  deren 
Nenner  aus  so  vielen  um  die  Einheit  steigenden  Fakultäten  be- 
steht, als  e Vorkommen.  Die  Exponenten  der  e bilden  dann  die 
Exponenten  der  einzelnen  Fakultäten.  Kommt  man  auf  das  Schema 
5)  m §.8.  zurück,  so  gehört  zu 


#1  #1  ,1  pl  p,l 

e,=  (e1)®  die  Versetzungszahl 

l#|i 

1 * l c c 

e'  e 1 e1  e1  e* 

=(*')**  „ 

16|1 

99 

lii1lii,Viil1i,l*ii’ 

el  p*  *2 

(6|1 

6 c c c 

ft 

lllllll,l*l*l4|l  ’ 

e* 

=±=(e*)>  „ 

99 

teil 

ei  ei 

II 

C* 

U 

|«U 

ff 

u-  »•  f.  Bringt  man  nun  diese  Zahlenausdrücke  mit  den  zugehö- 
rigen Fakultäten  der  n in  Verbindungen,  so  erhält  man  fiir  die 
bruppenanzahlen  der  Versetzungen  mit  beschränkten  Wiederho- 
lungen fiir  die  verschiedenen  Classen  folgende  Zusammenstellung  : 

5)  ’P[ax , rr, <*»]*•=  n, 

3 2 

'P[a,,  a»„+i, ...«%]= «i  (»i— 1)  + n„ 

°t> ■••ön,,,..an,> «n,]s=«i  («i  — 1)  (n— 2)  + 3 nt  (»*— 1 ) + ns> 
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'P[a i,  «*, 


2 S 

•••  •••  ®n, 

4.3  si-i 

+ jl!n, 


» •—ai»,J4 — «i  (»i  1)(», — 2)(»,  — 3) 

(», — 2)  + 3»2(na — 1)  + 4»,  (n3— 1)  + n4, 


' P [ßl ! "2  '"*»11  »n]* — 

51-1  31-1  21-1 

= *1  +10.»,  («*— 1)  +15. »,(»*— 1) 

+ 10»,  (»3*— 2)  + 10»2  (»*— 1)  + 5»,  (»4— 1)  + »j. 


7J|», , fl Om,, «»,]*= 


«1—1  4t- 

= n,  +15», 


1 21-1  21-1  31—1 

(nz— 4) +43«,  (»i — 2)  + 15»* 


+ 20»,'  (»j— 3)+00»,(n2 — 1)(»3 — 2)+l0»j2  +15», 2 ,(n4— 2) 

+ 15»2  (n4 — 1)  +6»,  («j  — 1)  + n4 , 


u.  s.  w. 


I)io  Zahlenausdrücke  für  die  Gruppen  der  in  2),  3)  und  4)  ange- 
deuteten  Versetzungen  ergeben  sich  nun  aus  1)  J.  9.  und  aus  dem 
Gesagten  leicht  Alan  hat  daher  aus  gleichen  Gründen: 


0)  *^[«1.  »* On\x=n, 

2 2 2 21— 1 

P[nl,  »2>-..«n,.  «»,-f,  ,...«»,]*=  W,  +»*, 

,».r  a 3 2 31—1  „ 

P\nl,....a «o, «■,]*—»,  + 3n#(n,— !)  + «a, 

4 4 3 2 

P[«  an  t , ...  «rn, , , .... «%]4  = 

41-1  „ . 21-1  „ 21—1 

=»,  + 6n2(n, — 1)  +3*2  +4»3(n,— 1)  + »„ 

6 6 4 *2 

1 'L«l » •••«  *»,)  *"•  *».  fl#j]®«- 

51-1 31-1  21-'  21-' 

— »I  + 10n*(», — 1)  + 15»*  (»,— 2)+ 10ns(n,— f) 

+ 10  »a  (»*—  1)  + 5 »4  (»,  — l)  + 7lft. 


*P['h 


8 S 2 

«... , .... ri*, , .... «„, ;.... «„,]«= 


61— T 41-1  21- 

«1  + 15n*(n,—  1;  +45  »i* 


1 21—  1 st-' 

(», -2)  +15»* 


+ 20«j  («,— lf 1 + 60ns(n*— 1)(m, — 2)  + 10», 

+ 1 5»4(>i,  — 1 f + 15  «4  (»* — 1 ) + 6 »6  (n, — 1)  + («4 . 
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u.  ».  h . Bei  diesen  Fakultfiten-  Ausdrücken  ist  die  Kramp'schc- 
Bezeichiingsueise  m*l“*=m(»i— 1) (m— 2) ...(»» — x + 1)  gebraucht. 
Hiernach  ist : 

...r  4 4 3 3 3 2 2 „ 

*1^1  t — <*4  * a6'  ÖI0»  tfll»  ^1*1  — 

=12.11.10.9+6.9.11.10+3.98+4.7.11  +4=18:«» 


für 

n,  = 12.  n1=9,  ns  = 7,  m4=4. 

Würde  man  schreiben 

8*44333-22 
*P fff,,  «2.  «3,  «4,  ff».  «8.  ffr,  »»,  <h,  «IO.  «II.  “ul 

wie  auch  geschieht,  so  hat  a, , n2  keine  Bedeutung,  da  die  VVie- 
derholungsexponenten  nicht  höher  als  der  Classenexponent  «er 
den  können. 


§•  12. 


Die  in  §.  6.  —§.11  geführte  Untersuchung  hat  die  darin 
aufctgtellten  Probleme  gelöst,  aber  keine  geschlossene  Ausdrücke 
geliefert , um  die  dort  vorgelegten  Fragen  zu  beantworten.  Wir 
"enden  uns  nun  zu  einer  zweiten  Aullösungsmethode,  die  dieser 
Beschränkung  nicht  unterliegt,  und  stellen  tolgendes  Problem  zur 
Untersuchung  auf: 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  a u s n E I e - 
menten  zur  «ten  Classse  werden  gebildet..  Wie  gross 
istdieZahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element 
wenigstens  rmal  erscheint? 

Die  Aufgabe  stellt  sich  in  Zeichen  dar : 

r r r r 

,»  ff^.  ff»  * r?nj4* 

Eine  nothwendige  Bedingung  ist,  dass  q ist.  Die  Methode, 
»eiche  wir  betreten,  besteht  darin,  dass  wir  uns  die  Groppen  ge- 
bildet denken  und  nach  einer  Kichtung  hin  (von  der  Linken  zur 
Rechten)  dieselben  untersuchen  und  fragen,  in  welchen  sich  die 
auflügenden  Gruppen  Gilden  können  und  dann  die  hiedurch  be- 
dingte Zahl  angeben. 

Din  auflösenden  Gruppen  sind 

(«i)r.  (02)r.  (o»)r. -('««)'• 

Diese  Gruppen  können  entweder  auf  den  r ersten  Stellen , oder 
auf  r Stellen  von  der  zweiten  Stelle  an , oder  auf  r Stellen  von 
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der  dritten  an  u.  s.  f.,  oder  auf  den  -r  letzen  Stellen  erscheinen. 
Mit  jeder  eingenommenen  Stellung  werden  bestimmte  Bedingun- 
gen eintreten,  die  nicht  übersehen  werden  dürfen.  Es  kann  näm- 
lich, so  verlangt  es  die  Bildungsweise  der  Gruppen  der  Verbin- 
dungen mit  Wiederholungen,  keiner  der  genannten  Gruppen  ein 
Element  vorausgehen,  welches  die  gleiche  oder  gar  eine  hö- 
here Stellenzahl  führt,  und  ein  Element  folgen,  welches  eine 
niedere  Stellenzahl  führt.  Elemente  mit  der  gleichen  Stellenzahl 
dürfen  folgen.  Nach  dieser  Bemerkung  beginnen  wir  mit  der 
Untersuchung  der  einzelnen  Fälle. 

a)  Die  auflösenden  Gruppen  nehmen  die  r ersten  Stellen  ein. 
In  diesem  Falle  kann  auf  den  ( q — r)  letzten  Stellen  jede  beliebige 
Zusammenstellung  von  Elementen  folgen,  welche  den  oben  ge- 
stellten Grundbedingungen  nicht  widerspricht.  Hieraus  hat  man 
folgende  der  Aufgabe  genügende  Aufstellungen: 

K)r c*(«i, 

(«a )rC'(a3, 


«nr  C (Ob)«-*-  . 

Bestimmt  man  die  jedem  einzelnen  Ausdrucke  zugehörige  Grup- 
penzahl, so  hat  man  folgende  Reihe : 

= [n]?— r -f-  [n  — l]?_r  + [« — 2]f_r  + [3]f— r+  [2]$-  r + [l]»-r 

= [n]«—r-H  • 

Hierin  bedeutet 


r , m(m+I)....(m+a: — 1)  m* I* 

1.2 x ~ l'l1' 

6)  Die  auflösenden  Gruppen  erscheinen  auf  r Stellen  von  der 
zweiten  Stelle  an.  Ein  Element  kann  daher  vorausgehen  und 
(9—  r — 1)  Elemente  können  folgen.  Vorausgehen  und  , folgen  darf 
keines,  den  oben  genannten  Hedingungen  widersprechendes  Ele- 
ment. Diese  führt  zu  folgender  Aufstellung: 

ay  K)r  CK,  «s .... «B)*-r-* , 

C(flt,  «4)1K)rC(a3,  fl4,...o fl)*-1-1, 

C(«„  «*.  «s)1(ffl*)rC(«4,  n4,....«B)«-r-‘, 

C(a„  rZj, ...r/B_4)l(<?B— j)r  C(^b— 1 , 

C(ff„  fln—i)l(an)r 
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Hierdurch  wird  folgende  Gruppenzahl  berbeigezogen : 

= — 1 + j [«— 2]»-r-i  + ^ [« — — r — 1--.+  j“  [2]9-r-i 

= [n — l]i+f-r— 1+1  =[n — l]f— r+i> 

denn  die  Gruppenform 

a\  (ai)T  C (ai>  "a. •••  a„]i-r~l 

kann  als  den  Bedingungen  widersprechend  nicht  aufgenommen 
«erden  und  ist  auch  in  der  That  schon  unter  o)  vorgesehen. 

Die  Reihe  A2  und  alle  hierhergehörigen  Reihen  werden  nach 
folgendem  Gesetze  summirt: 

*)  M*  [ IJp  + [«—  1 J*  [2]P + [2]t  [m — l]p  + [l]t  [m]p 

, , m(m  -f  i)(m  + 2)....(m  + A +/>)  niM-p-M» 

— l™J*+p+i  — 1.2.3 (A  + p + 1)  “ l*+p+i|i- 

c)  Die  auQüsenden  Gruppen  erscheinen  von  der  dritten  Stelle 
an.  Zwei  Elemente  können  vorausgehen  und  (q—r — 2)  Elemente 
können  folgen.  Diess  führt  zu  folgendem  Aggregate : 

C, («,)*(«, )rC(ff.,  «, 

C(«,  ff2)* («a)r  C («s , 

C(«,  öj,  flj)*(Äa)r  Cfo,«*,..  an  *, 

<?(«,.  «3 . - °n-a)2  ("n-,)r  C («*-, , an)i-'-t, 

C (<7,  ffj, .. . ff„-,)2(«n)r  C(an  )9-r-t 
Werden  die  einzelnen  Gruppen  gezählt,  so  erhält  man  nach  t) 
1 }*  [» — !]♦— r— a + [2  J*  [n— 2J9_r_*  + ...  [n— 2]a  [2J9-r-a 

+ [n — 1 Ja  [1  Jt— r-a 

= [»  -ljf-r+j. 

d)  Rücken  die  auflösenden  Gruppen  auf  r Stellen  vor  von  der 
vierten  an,  so  hat  man  folgende  Zusammenfassung: 

C'(ff,)s(ffa)r  C («*,  ffn)’-r-*, 

C(«„  «a)3(ff*)r  C(ff„  ff+ ,...On)9-r-*, 

O («i,  ff2,  ff,)*)(«4)r  C(ff*, 
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C («1  </n-t)S(«»-l)r  Cv  (««— , , <‘*)?-r-3, 

C («,  «2 ... a„-,)3(«„)r  C(an)«-r-3. 

Hieraus  und  aus  t)  ergibt  sich  die  Zahl  der  Gruppen 

.d4  = fl]3  [« — I]f_r_3  -f-  [‘2]a  [n  — l]f-r-j  ....  f«—  2]j  [2]?-r-j 

= [« — 1 Jv— r+,. 


Diese  Schlüsse  wiederholen  sich-  Jede  einzelne  Aufstellung  fuhrt 
zur  nämlichen  Gruppenzahl , denn  die  deu  audüseuden  Gruppen 
vorausgehenden  und  nachfolgenden  Gebilde  ergänzen  sich  immer 
zu  gleichen  Dimensionen.  Hiernach  erzeugt  sich  der  Ausdruck 

[n — 1 J9— i- { x im  Ganzen  (y — r)  mal.  Denn  er  kommt  in  allen  Pal- 
en mit  Ausnahme  des  ersten  (a),  also  in  den  (r/—r)  letzten  Stel- 
lungen vor.  • Die  Summe  aller  auf  diese  Weise  io  Betrachtung 
kommenden  Gruppen  ist 

d|  + dj  -|--f  dj  + Aq-r+ , 

und  sie  führt  zu  folgendem  Ausdrucke: 

2)  +(V“ *■)[«—  l],-r+i 

w(n  + t)(w  + 2) (n  + y— r)  s(n— l)w(«+l).  («  fg— r—  1) 

— 1.2.3 (9— r+ 1)  + r}  OT3...(r/-r  + i) 

Diese  Schlüsse  führen  so  lange  zu  einem  richtigen  Resultate, 
bis  die  vorausgehenden  Gruppen  zur  rten  ('lasse  angewachsen 
sind.  Geschieht  diess,  dann  enthalten  die  vorausgehenden  Grup- 
pen selbst  wieder  Gebilde,  welche  der  Aufgabe  genügen.  Diese 
müssen  sofort  gezählt  und  ausgeschieden  werden.  Die  Darstel- 
lung, wodurch  die  erste  Ausscheidung  bedingt  wird,  hat  folgende 
Gestalt : 

(?(«i)r  («*)'  C(at,  <h,  , 

C‘(a „ «,)'  (<l3y  0(0*,  ««....On)»-*'-  , 

0(0,  «*,  «3r  («4)r  C(«4.  r?a>... «„)«-*'  , 

C(alt  at,...a^y  («„_,)>•  L\<in-X  , an)i~*  , 

Gv("„  («ay  C(any~’*  . 

« 

Die  Ausscheidungen  können  durch  die  Gleichung  2)  bewerk* 
stelligt  werden,  indem  man  der  Reihe  nach  wepen  der  vorausge- 
gehenden  Ausdrücke  i/  = r und  statt  n allmählig  die  Elementen- 
anzahlen,  also  1,  2,  3,  4, ....,«— 1 setzt.  Wegen  des  ersten  Aus- 
drucks ist  dann  auszuscheiden: 

[l]t  [n — l)«-2r  , 
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wegen  des  zweiten 
»egen  des  dritten 


f2]|  fn— ‘2j?_2r  , 

ß]i  [n_ 2],-jr 


u.  ».  w.  wegen  des  letzten 

C{au  a „-,)>■  (an)'  C («»)«-*' , 

endlich 

l«-l]lLl]f-zr- 

Die  Summe  aller  dieser  Ausscheidungen  bedingt  folgende, Reihe  : 

+12M—2W  + [3], [n — 2]f_ ....[«-1J,[1W 

~ln— !]«—»»+*•  • 


Die  Darstelluin;,  wodurch  die  zweite  Ausscheidung  bedingt 
ist,  lasst  sich  in  Folgendem  zusammen: 

C,(ftl)'+1(nty  C'(a 4,  a3  ...  an)r~9r-t , 

C(at  a*)r+1,(%)r  CK, 

C(al  ff3)r+,(«4)r  0(ait 


C (a,  as („uy  C 

Um  alle  hieraus  auszuscheidende  Gruppen  zu  erhalten,  hat  man 
r + 1 statt  q und  1,  2,  3....(n— 1)  statt  n in  2)  zu  setzen  und  mit 
den  nachfolgenden  ergänzenden  Gruppenzahlen  zu  vervielfachen. 
Es  entsteht  sodaun: 

t[2]a  + l.[l]l][«-2]Mr_1*, 

[P]*  + I • [2J*]  T«— 3]»  ~tr~l  t 


M+i.[»-2]]*[)W,. 

Wird  nun  vervielfacht,  so  entstehen  zwei  Reihen,  die  sich 
nach  der  Gleichung  1)  suinmiren  lassen,  und  man  erhält 

— i]f- %r—i  + l'-ij*  1»  — 2Jv-zr-i  • • • 

l]*[l]f_lr_,  =[n — 1 lv — zc  t -s  • 
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l * k f'1  + [2Ja  t"  — ^U-v-i  •••• 

....  [n— 2],[lJ,_,r-i  =[»» — 

Die  hiedurch  bedingte  auszuscheidende  Gruppenzahl  ist 

Äj=[n—  lk-*r-p*  + 1 [n — 2]f-arfi . 

Die  dritte  Ausscheidung  ist  durch  folgende  Zusammenstellung 
bedingt: 

C'(o,)r+1("*)r  O K>  «s  •••«»)»- ar-*. 

C(au  aj+*(azy  C («3,  „4 «,) t-*-*, 

C(« i.  «*,  a3)r+2(o4)r  Gv(a4,  fl4, 


Die  hieraus  hervorgehenden  Gruppenzahlen  ergeben  sich,  wenn 

r+2  statt  q und  allmiihlig  1,  2,  3 n — 1 statt  n in  2)  gesetzt 

wird.  Dadurch  entsteht 

([1  ]j  + 2.0)  [n — IJ«— ir— * , 

([2k+2[lk)[»-2]t-zr-*. 

([3]j  + 2 [2]*)  [«  — 3J?-*r-s , 


([«—!]*  + 2 [n  — 2]3)  [ t Jo— *r— * • 

Wird  hier  vervielfacht,  so  entstehen  wieder  zwei  Reihen,  die 
sich  nach  1)  sumrairen  lassen  und  man  erhält  sofort  für  die  durch 
obige  Aufstellung  bedingten  Ausscheidungen 


Bi  — [n— l]»-*r+*  + 2[n — 


Diese  Ausscheidungen  führen  sich  nHn  leicht  weiter  fort.  Oie 
Darstellung,  wozu  map  bei  der  letzten  Ausscheidung  gelangt,  ist: 

C(a1)r-r(at)r , 

C(nl  at)i-r{asy  , 

('(ax  «s,  /r,)t-r(a4)r , 


C'(n1  <7,_.«lt_1H->-(«>1)r  . 

Um  die  hiedurch  bedingte  Gruppenzahl  zu  erhalten,  hat  man  in 
2)  q—r  statt  q und  1,  i,  3 ...(« — 1)  statt  n zu  setzen.  Man  erhält: 
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PJt-l'+l 

+ (7 — 2r).0, 

Pit— «r+1 

+ (7— 2r)[IJ,_ir+1  , 

PJt-Sr+l 

+ (7 — 2r)  Plt-tM- 1 . 

[n— l]f— 1 

r+i  +(7— ‘A-)[H-2],_4,f1 

Diese  zwei  Reiben  vereinigen  sich  in  folgenden  Ausdruck: 
■Bf-v+i  = [n— 1 ]j-*h  * + (7 — -r)  [»— 2],-^+* . 

Alle  die  auf  diesem  Wege  erhaltenen  Ausscheidungen  werden 
durch  die  Summe 

^1  + ^2  + B3  + A + -”  /fj-gr  fi  = N 


angegeben,  welche  (7— 2r-f-l)  Glieder  hat.  Alle  D enthalten 
den  Ausdruck 


[n~  l]«-zr+a- 


Dieser  Ausdruck  kommt  daher  (7 — 2 r + 1)  mal  vor.  Die  (7 — 2r) 
letalen  Ä enthalten  noch  einen  zweiten  Ausdruck,  der  einem  be- 
stimmten Gesetze  unterliegt,  sich  auf  folgende  Weise  darstcllt 
und  zusanmienziehen  lässt: 

L l*— 2],_2/4-i  + 2[n — + 3 [» — 2],_4r+2  + ... 

...[7 — 2r][n — 2jf-2i.li 

Jt-ir)(^2r+l)[M-2]^=[rH[)|_2W^ 


Die  Gruppenzahl,  welche  daher  von  2)  ausgeschieden  werden  muss, 
begreift  .sich  in  folgendem  Ausdruck: 


3)  i\'=[9 

= (7-2r  + l) 


■2r+l]i  [7—  2r],[n — 2],_2r|i 

(n-  l)(n — ’2) («  + q—lr) 


1 .2....  (7 — 2r+2) 


(7— 2r)(7~ 2r-f  1)  (n — 2)  (n— 1) n — (w-f 7— 2r — 1) 


I 


J . 2 . 3 


(7— 2r  + 2 


Diese  Ausscheidungen  sind  so  lange  richtig,  bis  sich  die  den 
autosenden  Gruppen  vorangehenden  Verbiiidungsclassen  bis  zur 
(2r)ten  Dimension  erheben.  In  diesem  Falle  sind  zu  viel  ausge- 
sebieden  wordeu  und  zwar  alle  unter  den  ausgeschiedenen  begrif- 
fene Gruppen,  welche  die  Eigenschaft  der  aullüsenden  Gruppen 
selbst  haben. 

Die  Gleickun"  3)  kann  nun  benutzt  werden,  um  die  Ausschei- 
dungen zu  bewerkstelligen,  denn  sie  zeigt  die  Gruppen  an,  weiche 

Eigenschaft  des  wiederholten  Zusammentrittes  buben.  Es 
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wird  nun  nicht  mehr  nftthig  die  erforderlichen  Zusammenstelta 

gen  zu  geben.  Mat  hat  nur  2 r,  2r+l,  2r+2, q — r statt  y tn 

allmähtig  1,  2,  3....  (n  1)  statt  n bei  jedem  einzelnen  Wertheu 
o in  3)  zu  setzen,  und  jedes  einzelne  Glied  mit  der  crgänzeoii 
verbindungszahl  zu  vervielfachen.  Es  werden  auch  hier  irom 
Reihen  entstehen , die  sich  nach  1)  summiren  lassen.  Die  A« 
drücke,  welche  hiedurch  erzeugt  werden,  sind  der  Reibe  tut 
folgende: 

= [1],  • [1], [n- 2],-,,  =[1],  [«-2Wh 

[l],.[2]a[«-3  W 

[lil-[3]*[n— 4]?-»r 
[1],  '.[n— 2]4[l]f_3r  • 

Wird  nun  2r  + l statt  q und  allrolilig  I,  2,...  (n— 1)  statt  nii 
gesetzt  und  werden  die  hieraus  sich  ergebenden  Ausdrücke  i 
den  ergänzenden  Verbindungsclassen  verbunden,  so  entsteht 
Rücksicht  auf  1) 

f.’a ,= (2  [ 1 ]3  + [tj*  0)  [ n — 2]?_sr-j  =2  [n — 2]9_#r+3  + [ l]a  [*  — 

(2  [2]3  + [l]*[l]a)  [n-3J9_3r-i 
(2  [3  js  + [ I ja  [2]s ) [»— 4 ]f -ar-i 

(2[«  2]j  + [1  ]a  [«— 3]3)  [J]9_jr_, ; 

Ferner  wird  für  2r+2  statt  q und  unter  den  oben  angegeben 
Bedingungen : 

Q=(3Llj4+[2]a[0]4)[«— 2J9_sr_a=3[n— 2]9-3r+»+[2]a[»i— 3]j-)| 
(3[‘->j4f[-2]illj4)[n-3j, 

-3  r-* 

(3[3j4+[2Ja[2j4[«-4J, 

-3  T-* 

(3[«-2]4+l21a[n-3j4)Llj,_3r_, 

u.  s.  w.  Man  erkennt  nun  leicht,  welchem  Gesetze  die  sämmtl 
chcn  C unterliegen.  Es  entstehen  zwei  Reihen,  wovon  die  erd 
{c/~  3r-f1)  Glieder  und  die  andere  (i j — 3r)  Glieder  zählt,  I 
sich  auf  folgende  Weise  behandeln  lassen: 

(1  + 2 + 3 -|-4 ....  -|-  (q— 3r +!))[« — 2]9_3, (3 

_ (?~  3r  4 1)  (y— 3r  + 2)  r . 

— i ■>  I"— - I»  ; » 
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+ [3J*  + [9~2rJ.J  [»/-3J?-Sr+,  =[9  -Sri  [# — 3], -5,4, 

fr  *lie  aus  3)  auszuscheidende  Grnppenanzahi  ist  sofort 
4)  P=  [9— 3r+l]a  [n— 2],-sr+s  f [9— 2r]3  [n— 3j?_sr+3 

_(y — 3r  fl)  (9— 3r42)  («— 2)(n— I)....  (1149— 3r) 

1.2  1 . 2....(9-3r+3) 

(7— 2r)  (9— 2r+I)  (y-2r42)  (n-3)(w -2) ....  (>1+9-  3r- 1 ) 
1.2.3  1 . 2-73  ...  (9— 3r+  3)  ‘ 

(bt  man  nun  diese  Schluss  weise  fort,  so  erhält  man  für  die 
uil  aller  aullösenden  Gruppen  ( A ) 

51  A-M-N+P—Q+ 


rr.-u»  entsteht  durch  Ei 

T T T T 

1 C[Uj,  r/j,  (73, (ln  | 


Einführung  der  aufgefundenen  Werthe: 


k =[*Jt-r+x 


+ [?— l],-r+, 


i - It — -r  fl],  [n— lj»-*r+i  — [9—  2r]a  [»— 2]f_2r+# 

+ [7— 3r+l]2 [n— 2],_3r}.j  4 [9 — 3r]3  [n— 3]v_3r^3 

f -[?— 4r+l]3  [n  -3J2_4r+4  — [9— 4r]4  [»— 4]s_4r+4 

p(»fl)...(n-f  q — r)  g—r  frz — 1 j « (n-f  1) ...  (n-\q  —r—1) 

II . 2 ..  (9 — r 4 1)  1 1 .2.3....  (9 — r+1) 

|>~H1  (n— l)»....(n+9— 2r) 

~T-2 ...  (9 — 2r  4 2) 

Bt-2r)(9-2r4  1)  («— 2)  (>i-l) ....  (n  4 q-2r-l ) 

1.2  ‘ 1.2 (9— 2r  + 2) 

ij-'-r  fl)  (9 — 2r  f 2)  («— 2)  (n— 1) ...  (» + 9— 3r) 

1.2  1.2....  (9— 3r+3) 

(9— 2r) <9— 2r 4 1 ) (9— 2r-f 2)  (n— 3)(«-2)...(it49-3r-l) 
1.2.3  ’ 1.2 (9_3r43T' 


re  Darstellung  lässt  sich  auch  so  umformen : 

i-  l”  t V— rj 1 ^ 9_r 

1 l»-l|lj9-r41|l  + | ■ Jn— 211  p'-r'f-T* 

7— 2r  4 1 l"l»-2r|l.  (9_2r)2  1 ]n,|9-2r-ll 

1 2r4*M  Pi*  |n— 3| I |f-2r4*,l 
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(q — 3r+l)*ll  l-»+ff-»rl  l 

+ 1211  jn-»|ll«-*r+»1l+  1S|1 


Werden  hierin  die  Fakultäten  im  Nenner,  welche  den  Exponenten 
1/  führen,  ausgeschieden,  so  ergibt  sich  folgende  Darstellung: 


8)  'C[a1,  0gt.'.an]* — 


(y— r+2)-M 


. y-r(y-r+2)—*l> 

+ 1 


q — 2r+l  (y-2r+3)»-*l*  (y-2r)*l1  (y— 2r +3)»-*, » 

1 ’ l»-*r  1*1»  1»— »i» 

. (y-3r+l;*!>  (y-3r+4)"-»|‘  , (y-3r)»Q  (y-3r+4)— 4» 

t |t|i  ‘ t»— *1»  • l»i  * 1»— *;» 


Bei  kleinen  n wird  sich  diese  Darstellung  vortheilhaft  gebrau- 
chen lasseo. 

Die  Anwendung  dieser  Gleichungen  auf  besondere  Fälle  ist 
sehr  bequem.  So  ist  z.  B. 


s 


» » „ 0.7.8.9  , „ 5. 6.7.8  , 5.6 

n,, ....  ae]  -L2-3i4  +3. 1/2. 3.4  ~L  1.2 


= 126  + 3.70 — 15  =321, 


wenn  man  r=3,  n=6,  y=6  in  Nr.  6)  setzt,  wie  schon  oben 
$. 10.  gefunden  wurde. 

Die  Gruppenanzahl  der  Verbindungen,  worin  irgend  ein  Ele- 
ment höchstens  rmal  wiederholt  erscheint,  ergibt  sich  aus  6)  leicht 
Man  hat  zu  dem  Ende  (r+1)  statt  r zu  setzen  und  das  erhaltene 
Resultat  von  der  Gesanimtzahl  der  Gruppen  mit  unbeschränkten 
Wiederholungen  abzuziehen,  denn  die  gesuchte  Gnmpenanzahl 
ist  die  Ergänzung  zu  der  vollständigen  Gruppenanzahl.  Hiernach  ist 


r r r r 

9)  *C[«,,  at,  a3 , ...  a» ]*  = 

= M* 

- [»]»-r  — [y-r— 1 l]r  [n— lj»-r 

+ — 2r — ljt  [»— l],-*r  + [q— 2r— 2]*[«— 2]f_ir 

— [//— 3r— 2]*  \n— 2]9_ar  — [y— 3r — 3]s  [n — 3]f-jr 
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=(»], 

- \q— r+l]«-,—  [9— r-1]  Yq— r+l]..-* 

+ [q — 2r— 2]2  [q — 2r+lJ«,-*  + [9-2r-2]a  [9-2r+ 1]„_, 

— [9 — 3 r — 3]j  — 3r  f 1 ]n-3  — [q — 3r— 3],  [9 — 3r  -f  ljn-4 


.Mit  diesen  Mitteln  kann  man  nun  »eitere  Fragen  beantworten. 

l)ie  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n Ele- 
menten zur  ^ten  ('lasse  werd  en  ge b i I det.  Wie  gross  ist 
die  Za  bl  der  Gruppen,  worin  irgendeinElement  gerade 
rraal  wiederholt  vorkommt'? 


Dieses  Problem  lässt  nach  dem  früher  Gesagten  zu,  dass  die 
begleitenden  Elemente  auch  in  geringerer  Zahl  wiederholt  in  den 
ünBüsenden  Gruppen  Vorkommen.  Die  gesuchte  Gruppenzahl  be- 
stimmt sich  ohne  Schwierigkeit,  wenn  man  (r+l)  statt  r in  fi)  setzt 
and  das  so  erhaltene  [Resultat  von  (j)  abzieht.  Es  ist  sofort 


10) 


TT  T r+  1 T\  1 r+ 1 

Wr  = 6’taj , a„...uB]«  — 'C[n,  , a.t  ,...n„  ]» 

= ffl,r  — Gn,r+i  * 


Durch  Cn,r  und  Cn,r\i  sollen  der  Kürze  wegen  die  oben  ange- 
deateten  Zahlenausdrücke  bezeichnet  werden,  um  nicht  die  ent- 
wickelten  Darstellungen  geben  zu  müssen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinern  auf  folgende  Weise: 


r t t r+t-fl  rf«  fl 

) 4r»  = 'C[0|.  flj, ...  ft«]t — , ffj  , 

= G»,r — G»,rf  »f  1 . 


r+*t  I 

Un  ]» 


Man  hat  (r+«  + l)  statt  r in  6)  zu  setzen  und  das  erhaltene  Re- 
alität von  6)  abzuziehen.  Die  Darstellung  11)  beantwortet  folgen- 
de« Problem. 

Die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  n Eie" 
™eDten  zur  yten  Classewerden  gebildet.  Wiegrossist 
die  Groppenzahl,  worin  irgend  ein  Element  wenigstens 
r und  höchstens  (r+«)mal  wiederholt,  also  gerade  r, 
r + l,  r-f-2,....  (r-fi)mal  wiederholt  erscheint? 

Hiebei  ist  zu  bemerken,  dass 

fii.i  — 6 [d|,  flj,..«.  flnjt  =(d|)t  = 

_ ”i(»i—  1 2)— («1—  ?+l) 

~ 1 . 2 . 3 ....  q 

!**•  wie  sich  leicht  rechtfertigt;  denn  diess  sind  in  der  That  die 
'erbindangen  ohne  Wiederholungen  aus  n,  Elementen  zur  r/ten 
Uasse. 

Theil  XV.  go 
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Die  Richtigkeit  dieser  Gleichungen  soll  an  einigen  bes 
Fällen  nachgewiesen  werden. 

Die  Gruppen  der  Verbindungen  aus  6 Elementen  zur  fiten  i 
sollen  gezählt  werden,  worin  irgend  ein  Element  gerade  i i 
wiederholt  erscheint.  Man  findet  sie,  wenn  man  \ 

r— 3,  dann  r=  4 io  Nr-  6.  setzt.  Hiernach  ist 


4 r r ?-™-9  i 3 5-6 

A3  — Ls,3  - ^«-4—1.2.3  4 + 1.2.3.4  1.2 


= 321  — 126: 


6.7.8  „ 5.6.7 

TIS  1.2.3 


Löst  man  die  Aufgabe  nach  der  in  8)  angegebenen  Mi  i 
so  hat  man  für  die  e folgendes  Schema : 

e3  e*  e*  el  -f-c3  e1  r*  + es  «*, 


woraus  sich  folgende  Gruppenzahl  ableitet: 


. G.5.4.3  , , 6.5_ 

= 12.3_  + 6-54  + L2— 195' 


Die  Gruppen  der  Verbindungen  zuröten  Classe  aus  61 
ten  sollen  bestimmt  werden , worin  ein  Element  wenigsten 
mal  und  höchstens  viermal  wiederholt  erscheint.  Man  hat 
n= 6,  r=2  und  r = 5 zu  setzen,  und  es  ist 


6.7.8.9.10  , , 5.67.8.9  5.67.8 

^»•4=C«>»  “ C6»i  — 1.2.3  4.5  + 4‘1.2  3.4.5 ' A 1.2.3.4 


+ I 


67  5.0 

1.2  1.2 

= 461  — 36=425. 


Löst  man  auch  hier  die  Aufgabe  nach  dem  Schema 
so  ist 

e1  e1  e*  e1  «*  + «*  e*  e a e*  -f  e*  e*  ea 
el  e1  el  e*-+  e1  e*  e3  + c3  es 
e1  el  e4  + e*  e*, 


wodurch  folgende  Anzahl  bedingt  ist: 

. 6.S.4.3  „ . 6.5  13  , Mi4  . . 

l2Xr'+  1.2  ‘ 1.2  + 1.2.3  + 1.2.3*3  +6'5  4 

+ .4  + 6.5=30  + 90  + 2°  + 60  + L20  + 15 +1 

= 425. 
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§•  13. 

Cs  ist  nun  noch  übrig  folgendes  Problem  zu  lösen : 

Die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  n Ele- 
menten zur  ^rten  ('lasse  werden  gebildet.  Wie  gross 
ist  die  Zahl  der  Gruppen,  worin  irgend  ein  Element 
wenigstens  rmal  wiederholt  erscheint?  In  Zeichen 

P[atrt 

Die  Vorbedingungen , welche  zu  der  Aufgabe  des  vorigen 
Paragraphen  gestellt  wurden,  gelten  mit  wenigen  Abänderungen 
»oeb  hier.  Die  Aufgabe  wird  deswegen  auf  eine  ähnliche  und 
folgende  Weise  gelöst. 

a)  Die  aiiflösenden  Gruppen 

(«s)r.  (o»)r>---(Uii)r 

erscheinen  von  der  ersten  Stelle  an.  In  diesem  Falle  können 
alle  Elemente  ohne  Unterschied  auf  den  letzten  (q— r)  folgenden 
Stellen  in  jeder  beliebigen  Anordnung  aufriiekeu.  Hieraus  ergibt, 
sich  folgendes  Schema : 

ai...an)i-'  = P'(alr,  atr ,...anT)1  P‘(al,ai... 

(«1 yP(Oi,  Oj, . . . Un)1~T 

{o,yP(ax,  dt..  ■ an)l-r 
«renn  jede  der  Gruppen 

("i)r.  (us)r,.-.inP'(n,r,  a^r,...aHr)1 

als  ein  Element  betrachtet  wird. 

Die  Anzahl  der  hiedurch  bedingten  Groppen  ist 

At  — n .nt—' . 

b)  Geht  man  nun  eine  Stelle  weiter,  so  kann  ein  fremdes 
Element  in  jede  der  auflösenden  Gruppen  treten,  ohne  dass  die 
Bedingungen  der  Aufgabe  aufgehoben  werden.  Die  Elemente  der 
aafliisenden  Gruppen  dürfen  aber  nicht  auf  den  r ersten  Stellen 
erscheinen,  denn  dieser  Fall  ist  in  a)  vorgesehen.  Daher  muss 
«in  fremdes  Element  auf  einer  der  r ersten  Stellen  erscheinen, 
oder  es  kann  r Stellen  durchlaufen.  Auf  den  nachfolgenden 
(9— r— I)  Stellen  können  alle  Elemente  ohne  Unterschied 
«rscheinen.  Hieraus  entsteht  folgendes  Schema: 

(aly~lP'(ai,  n3...fln)'.  o,  /*(«,,  o2 . .. u»)«-«-1 
(<r1)r-1  P“(al.  o3l. . . o»)1 . Oj/* (o, , a.A.  ..an)i~r~l 
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(aj)r-,P'(o,,  a2,  04»  “•)*• o,  f*(a,,  «a,..  .n0)»  r 1 

(a«i)r-1 /*(<•!  • a2,  • . .On-,)1.  a»  P (aii  Oj, ...««)»  _r_1 

Das  getrennte  Element  hinter  den»  Punkte  nimmt  eine  feste  > 
lung  ein.  Jede  Zusammenstellung  von 

P («*.  03.  • -o»)*; 

(m,  «j, . . . On)1- ■ . .(a»)r— 1 P («i»  na,..a.-,)1 

bringt  wegen  des  Eintrittes  eines  fremden  Elementes 
r(r— 1).  ..2.1 r 

1 .2. ..  (p— l).l  I 

Versetzungen  hervor.  Hieraus  ergibt  sich  folgende  der  Aul) 
genügende  Gruppenzahl: 

At  = j.n(n  — l)n9-r_1. 

c)  Geht  man  nun  zwei  Stellen  weiter  und  dehnt  diese 
, trachtung  auf  (r  + 2)  Stellen  aus,  so  können  zwei  fremde) 
mente  zwischen  die  auflösenden  Gruppen  treten.  Die  freu 
Elemente  müssen  aber  auf  den  (r+1)  ersten  Stellen  vorkoiw 
weil  sonst  die  unter  «)  und  b)  vorgesehenen  Fälle  eintreten  1 
den.  Diess  führt  zu  folgendem  Schema : 

(a,  )r- 1 P (dj.  n3 . . . an)"1 . a,  P (e, , rt2  • • • aB)»“r_1 
(«2)r- 1 P (a,  a3, . . . an)2  .aiP'(al,at...  an)*-1-* 
(03)'— 1 P («i,  a2,  a4, . . . a„)2 . a3  P (a, , n2  . . . 


v (a,,)'-*  P(al5 a2. . . an-,)®. o» P (a„ a» . . . u»)^*- 

Das  getrennte  Element  hinter  dem  Punkte  nimmt  auch  hier  < 
feste  Stellung  ein.  Die  vorausgehenden  (r+1)  Elemente  kön: 
unter  sich  jede  beliebige  Stellung  einnehmen.  Die  aus  die 
Versetzungen  sich  ergebende  Vervieltachungszah!  ist 

(r+l)(r)(r-l)...3.2.1_r(r+l) 
1.2.1.2....(r— 1)  _ 1.2  ’ 

Sie  gehört  jeder  einzelnen  Gruppe  in  der  vorstehenden  Zusamt»1 
Stellung  an.  n Gruppen  sind  es.  Die  hieraus  sich  erpenei 
Zahl  der  der  Aufgabe  genügenden  Gruppen  ist 
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■Vtzt  manuuti  die  angegebene  Nchlussweise  durch  ulle  Stellen 
*>r*  u,,d  zählt  die  hieraus  fliessendcn  Gruppen  zusammen , so  hat 
man  sofort  folgende  Gcsaraiut  - Gruppen  -Anzahl: 

9 -f  

=» ui-  ' + jn («— 1) \ r(r|  ^-1-  n (n - 1 )*Hv-r-«  -f . . . . 

r(r  + 1) (r+2) — (q  — 1)  , ...  . 

• • • 1 X.TT . (,,-r) " • <n ~ 1 )*"r 

=»(«^-,+[r]1(n— l)»»-r-i+[r]2(n-l)*«»-r-*+[r],(n-|)*n»-r-«+.. 

'•  - ' [rJf— r (»—  l)«-r] 

X 

=*Zq  [rj*  (>i — l)x„,-r-x 

z durchlauf  die  Werihe  0,  1,  2,  i) (q — r). 

Diese  Schlüsse  führen  so  lange  auf  ein  richtiges  Resultat,  als  die 
einmchobenen  Elemente  die  rte  ('lasse  nicht  erreichen.  Er- 
reichen sie  diese  und  erheben  sie  sich  darüber,  so  werden  zu 
"de  Gruppen  gezählt,  und  zwar  alle  diejenigeu,  welche  in  den 
Ausdruck  eu 

f"(“*,ns  ...fln)r,  /''(fl,,«, an)r,.../>(a„«s...«n-,)r 

und  den  zugehörigen  hiihern  ('lassen  enthalten  sind  und  die  Ei- 
msehaft  haben,  der  Aufgabe  zu  genügen.  Sie  müssen  tixirt  und 
>o»  1)  ausgeschieden  werden. 

Die  Gruppen,  welche  in  dem  Ausdrucke  P1  («,,«,... n„)r  ent- 
™*n  sind,  naben  die  Form 

(«z)r,  («s)r,  (aj'...(am)'. 

Ihre  Zahl  ist  (n  — 1),  denn  die  Zahl  der  Elemente  ist  um  die 
Einheit  verkürzt.  Die  Ausscheidungen  sind  durch  die  Glieder 
der  nachstehenden  Reibe: 

lrM«  - l)rnv-äz,  [r]r  ,t  „ („  _ l)r+I„,-2r-l( 

fr]r+4n(n-l)rf2«v-*r-*,.... 

,lö,l  io  ihnen  durch  die  Ausdrücke 


(n-l)r,  (n-iy+K  (n-l)M*,.. 

bedingt.  Man  findet  nun  die  auszuscheidenden  Gruppenanzahlen 
•eicht,  wenn  man  die  ebengeuannten  Ausdrücke  nach  der  Glei- 
chung  1)  behandelt.  Diess  geschieht,  indem  man  n— 1 statt  n und 
«Imänlig  r,  r+1,  statt  o schreibt  und  die  fehlenden 

Stellen  durch  die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  ergänzt.  Da- 
durch erhält  man  folgende  auszuschoidcnde  Gruppcnanzahlen: 
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2)  B , = [r]rn(n — !)«?-*', 

B*=[r]rU  n ((„-I)(„-l)  + ~(n — l)(n — 2))n?-*r—l , 

!)(«— l)*+j(n— !)(»— 2)(n—  t) 

+ [r]*  (n — J)  (»-2  )*>h9-*'-*, 

ßt=[r]r+,  n ((«— l)(n— i)*+  j-(n— l)(n— 2)(n— ])* 

+ W*(n-l)(n-2)»(«-l)  + [r]*  (» — 1)  (« — 2)*)  nt-*-1, 

Br+i  = [r]v  »((«— l)(«-l)r  + r(n— l)(n— 2)(n— 1)^*  + — 

...  [r]r(.n — l)(u— 2)r)n»— lr. 

Man  kann  nnn  die  Klammern  au0üs»w  und  anders  ordnen. 
Dadurch  geht  2)  über  in 

3)  B—  n (n— 1)  [[r^n*-*-  + lr]r+1  (n-l) . nt-*-1 

+ r . n (n-l)  (n-2)  [[r]r+1  nt-*-1  + [r]r+I(n-l)n*-*'-* 

+ [»-]r+a  (»— l)*«*-*'-*  + 

+ [r],w(n— 1)(»— 2)*rtr]r4*»’-v-*  + !»+*(”“ l)nf“*r-* 

• 5 1 . 

t [r]r«(n — l)(n-  2 )r[[»']v- nt-*  + J>Jir+,  (n- 1)  n*-*r-‘ 

+ M*r4*  (n— 1 )nt-*-*  + ■■■■) 

I fr]r+i  » (» — 1)  (« — 2)r+*  [[r]v+i  nt-*- 1 + [rjjrf,  (*— 1)«*-»"-* 

+ [fjjr+s  (»  - 1)  nt-*-1  + . . .] 
+ (r]r+tn(n-l)  (n— 2)r+*  [[r]tr4  a nt-*-  2 + [r]1r+3(n— 

+ Mar+4(»— !)  nt-*~*  + ...] 


Die  Darstellung  3)  lässt  sich  mittelst  der  2 auf  eine  dieüeber- 
fciclit  erleichternde  Weise  wiedergeben  und  zwar  auf  folgende 
Weise: 


4)  B—n  (« — 1)  2a [r]r+*  (n — l)r . nt-*—1 

+ Mi » (»— ' I)  (»—2)  £0  Wr+1+*  (»  - l)x-  nt-*~  •-* 
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+ Ir],  n (n-1)  (ii—i)*  20  [r]r+,-j.,(n— 


+ fr]'  « (»— 1)  (n— 2)r  £0  [r]4r+x  (n— 1)'  nT-*'-* 

+ Mr+i  n (n— 1)  (n— 2)M  » £0  [r],r4 , + » (n— 1 )'**- 3,~ *-* 
f Wr  ♦ a » (»  ~ 1)  (n— 2)'+»  £0  [r]v+  («-!  pni-*-*-* 


oder: 


5)  D—n  (n—  1)  £?0  [r)y(n— 2)»(2^  [rjrj  y \x (n— 1)* nv-*--»-*) . 

In  5)  bat  man  statt  y all mählig  die  Werthe  0,  1,  2,  3. ..9  — 2 r 
( also  bis  zu  der  Hübe , wodurch  der  Exponent  von  n 
in  0 übergeht)  zu  setzen  und  dann  hat  man  (ur  jeden  einzelnen 
bestimmten  Zahlenwerth  für  y allmählig  die  Wertne  0,  1,  2,  3... 
lut  x einzuführen  und  zwar  bis  zu  der  Höhe,  wodurch  der  Expo- 
nent von  n in  0 übergeht. 

Die  hier  gemachten  Schlüsse  sichern  so  lange  ein  richtiges 
Resultat,  bis  der  Exponent  von  (n — 2)  sich  auf  r und  darüber 
erhebt.  Von  da  an  sind  wieder  Ausscheidungen  aus  4)  zu  machen, 
and  zwar  in  Beziehung  auf  (tt—  2),  wie  sie  vorher  auf  (n — 1)  ge- 
macht wurden. 

1*  dem  Ausdrucke  (Nr.  4.) 


[r]r n (n— 1 ) (n -2)r  £„ [r]lrj 

üt  (»— 2y  nach  der  Gleichung  1)  zu  behandeln  und  zu  dem  Ende 
<l—r  und  (n — 2)  statt  n zu  setzen.  Dadurch  erhält  man  als  aus- 
iucbeidende  Gruppenzahl 

[r]r  n (u  - 1)  £0  [r],r+,  (n— ly  . (n—2). 

In  dem  Ausdrucke 


[r]r+1  u(n—  l)(n— 2)r+*  -£0W»r+Hx(n— l)'»«-*-1-* 

'on  Nr.  4.  ist  wegen  (n — 2)r  + 1 in  I)  der  Werth  (r-f  I)  statt  q und 
(*— 2)  statt  n zu  setzen.  Mau  erhält  sofort 

(n— 2)(n— 2)  -f  ^(n— 2)(a— 3). 

Dieser  Werth  ist  in  den  vorstehenden  Ausdruck  einzuluhrcn.  Hie- 
durch entsteht  die  auszuscbeidcnde  Gruppenzahl : 


lri'4in(’i — l)^o  ['jjr+H  [(n— 2)(n — 2)+r  (n — 2)(n — 3)]. 


Digitized  by  Google 


296 


Fährt  man  auf  diese  Weise  fort,  so  erhält  man  folgende  auszu- 
scheidende Gruppenzahl : 

6)  C=[r\rii(n— !)(«— >2)  20[r]v+x(n— l)sni-ar~z 

+ I rlrt  i » («— 1)(»— 2) Sa [r]2r f , fX(n  — l)Tnr- 

x[(n-2)+f(n-3)] 

f [rjr+a»i(n— l)(n— 2)  -£0  M*>+*+* («— i;r„,-sr-s-x 

X[(«-2)*  + r(n — 2)  (ii-3)  + [r]*(n-3>*] 

+ Wr+3»C»— l)(n— 2)  -So  Wzr-ts  t*  (»— l)x  Hl-*'-*-* 

X [(«—2)3  -|  r(n  2)2  (n — 3)  + [r]2  (h-2)(„-3)-  + [r], («— 3)»J 

Auch  diese  Zusammenstellung  lasst  sich,  wie  in  Nr.  2. — 5.  geschah, 
anders  ordnen.  Stellt  man  sie  nach  den  Vcrtikalreihen  zusammen, 
so  liegt  in  ihnen  folgendes  Gesetz: 

7)  C=»»-*  [r],  (n— 3)* 

y x 

(Zo  Mrt  *+jf«  —2)»  (Z„  [r]2r  J 5+9+r(n— ij* . Jj9-Sr— »-»-Z)). 

In  dieser  Darstellung  durchläuft  : allmählig  die  Werthe  von 
ü,  1,  2,  3, .... (9 — 3r)  (bis  zu  der  Hohe,  wodurch  der  Exponent 
von  11  auf  0 sinkt);  für  jeden  bestimmten  Werth  von  z durchläuft 
dann  1/  die  Werthe  0.  1,  2,  3,....  bis  zur  erforderlichen  Hübe 
(d.  h.  Ins  der  Exponent  von  « auf  0 sinkt);  und  endlich  für  je  zwei 
bestimmte  Werthe  von  r und  y (zusammen  genommen)  durchläuft 

x alle  Werthe  0,  1,  2,  3 bis  zur  erforderlichen  Höhe.  Keine 

der  drei  veränderlichen  Grössen  kann  für  sich  den  Werth  (q  — 3r) 
übersteigen.  Dasselbe  gilt  auch  von  ihrer  Gcsammtheit. 

Das  Gesetz  für  die  Gesammtzahl  aller  auflösenden  Gruppen 
ist  hiernach : 

8)  , <4,  «3 = A —B  + C—  D... 

oder 

r r r r 1 

!*)  '/*[</, , <4,  n3,...a„]»=w2:0[r]x('n— l)xn»-r~r 

— n2-1  £*  [r]„(n— 2)»(2:0  [r]r+>  »-*  (n  - 1 )*ni  -*-»-») 
+ n51_1^[r]i  (n — 3)x 

( 2ol  T-Jr+.+a  (n— 2)»  (.£0  lr  W*  l *+*  (n  - 1)' 
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Das  Fortgangsgesetz  dieser  Darstellung  liegt  klar  vor  Augen. 
Das  erste  Glied  in  9)  erzeugt  o — r-fl)  Glieder,  das  zweite 

<s=*rny±±v,  ,M„,  (^rtI)(^+2)A-W) 

das  vierte  [y-4rfl]4  Glieder  u.  s.  f. 

Die  Exponenten  von  x im  ersten  Gliede,  von  x,  y im  zweiten 
GJiede,  von  x,  y,  z im  dritten  Gliede  u.  s.  f.  bilden  nämlich  die 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Ele- 
menten 0,  1,  2,  t)  zur  ersten  Classe;  aus  den  Elementen 

U,  1,  2,  3,...(y— 2r)  zur  zweiten;  aus  den  Elementen  0,  1,  2,  3,.. 

(o— 3r)  zur  dritten  Classe  u.  s.  f.  Man  kann  sich  hiedurch  ein 
Schema  bilden,  welches  die  Bildung  der  einzelnen  Zahlenausdrücke 
von  9)  sehr  erleichtert. 

Man  kann  nun  mit  den  in  diesem  Paragraphen  aufgefunde- 
nen  Mitteln  auch  ähnliche  Fragen  über  die  Versetzungen  mit  Wie- 
derholungen beantworten,  wie  sie  im  vorhergehenden  Paragraphen 
»on  den  Verbindungen  beantwortet  wurden. 

Hiernach  bestimmt  sich  die  Gruppenanzahl  derVersez- 
zangen  aus  r E lerne  nt en  zur  q teil  Classe,  wenn  ein  Ele- 
ment höchstens  (r — l)mal  wiederholterscheint,  durch 

10)  *P[a1  , <ia  *]?  = ni  — « [r]x (n— l)*w?-r-* 

+ »*1-1 4 [>•]*(»— 2)»  (^Wr+rt'(»- 1)*  ni-*-*-*). 


Eben  so  kann  man  nun  die  Gruppenanzahl  dieser  Versetzungen 
bestimmen,  worin  irgend  ein  Element  gerade  rmal  wiederholt  er- 
scheint. Es  ist 

r r r rfl  r-f-  j r+ 1 

H)  Ar  = 'P[a,  , o2,  ...on]» -'Pt«,  , at  ,...an  J« 

um) 


12)  Ar^z='P[ai,  at,..an]i—'P[al 


r+s+l  r+s+i 

, . . . On  ]?. 


Aus  9)  erhält  man  sofort  durch  Einführung  der  betreffenden 
Werth e die  nüthigen  Zahienausdrücke. 

Die  Gruppenanzahl  der  Versetzungen  aus  6 Elementen  zur 
6ten  Classe  soll  bestimmt  werden , worin  irgend  ein  Element  we- 
nigstens dreimal  wiederholt  erscheint. 

Man  hat  in  9)  statt  x ailmählig  0,  1,  2,  3;  n=6,  r = 3 im 
ersten  Gliede  und  0 statt  x,  und  0 statt  y im  zweiten  Gliede  zu 
setzen.  Dadurch  wird 


P[o®,  n,8,. ,.o#V=6[6s+3.5 .6*  + 


3^4 

1.2 


-6.5 


3jL5 

1.2.3 
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=6[21G  +540+900  + 1250]— 300=17436— 300 
= 17136. 

Uehawlelt  man  die  Aufgabe  nach  §.  11.  5),  so  ist 
n,  =nI=s«j  = n4=»i#=ns  = 6 
za  setzen,  und  man  erhält 

' P f af,  a*3 . . a *1«  = 20x6 .0.4.3  + 60x»  .5.4  + 10x6 .5  + 1 5X6.5.4 
+ 15x6.5+6x65  + 6 
=7200  + 7200  + 300+  1800  + 450+ ISO  + 6 
= 17136. 


$•  14. 

Die  hier  gefundenen  Gleichungen  lassen  manche  Anwendung 
zu.  Eine  sehr  einfache  Anwendung  ergibt  sich  auf  das  Würfel- 
spiel, denn  hier  kommen  die  Versetzungen  mit  unbeschränkten 
und  beschränkten  Wiederholungen  in  Frage. 

Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  drei  Würfeln  einen 
Pasch  d h.  wenigstens  zwei  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ist  in  folgendem  Ausdrucke 

r 2 2 2 4,. 

'/*[«!,  «'S. 

begriffen  und  ; ergibt  sich  aus  9)  §.  13.  wenn  dort  n=6,  r — 2, 
und  für  x die  Werthe  0,  1 gesetzt  w erden.  Hiernach  ist 

^ = 6[61  + j.5J  = 6. 16  = 96. 

Die  Wahrscheinlichkeit  ist  daher  für  den  fraglichen  Fall 

96.  4 

1)  ^ — 216  “9 

und  es  ist  4 gegen  5 zu  wetten,  dass  in  jedem  War*  mit  drei 
Würfeln  ein  Pasch  fallen  wird. 

'Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  sechs  Würfeln  in  einem 
Wurfe  wenigstens  zwei  gleiche  Zahlen  zu  werfen? 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ist  in  dem  Ausdrucke 
2 2 2, 

begriffen.  Sie  wird  gefunden,  wenn  ^=6,_r  = 2,  n=6  gesetzt 
wird.  Hernach  hat  man  lur  x im  ersten  Gliede  die  Werthe  0,  1, 
2,  3,  4,  lur  y und  x die  Doppelwertbc  0,0;  0,1;  0,2;  1,0;  1,1; ‘2,0 
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im  /»eiten  Gliede,  und  für  i,  y,  x die  Wertlie  0,0,0  im  dritten 
Glied«  zu  setzen.  Hiernach  ist 

A =6  [6*  + 2 . 5 . 6»  + — 5*. 6*.  + 5>  ' 5+l 

- -r2-3  „„  . 2.3.4  „ „ . 2. 3.4. 5 „,*1 
6-5LfT2-6  + 1.2,3,5,6+TI3.4'5  J 


-6.5.  j. 4. 


F2.3.4  2.3.4.S  -1 

Li  .2.3,6+  1.2. 3.4  - 5 I 


_6  5 41  2.3. 4.5 

0 5 1.24  1.2. 3. 4 " 


+ 


6.5.4 


2.3  2.3. 4. 5 

T72 ' 1.2.0’ 


oder,  wenn  die  angezeigten  Zahlen-Werthe  ermittelt  werden: 
/<=6[1296  + 2160  + 2700  + 3000  + 3125]  = + 73680 
— 30  [108 +120  + 125 J =-10590 

-250  [24  + 25]  =-11760 

-1440.5  =-7200 


+ 120.15 


= + !SOO 


= 75486—  29550  = 43936. 

Hiernach  ist  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit 


2) 


45036  _ 319 

W~  46656  ~ 324  ' 


Dass  die  in  1)  und  2)  gefundenen  VVerthe  richtig  sind,  lässt 
sich  auch  durch  die  in  §.  11.  gegebenen  Gleichungen  nachweisen. 

Ihre  Richtigkeit  lässt  sieh  aber  auch  noch  ganz  einfach  da- 
durch zeigen,  dass  man  bemerkt,  dass  die  Zahl  der  günstigen 
Fälle  alle  diejenigen  Gruppen  in  sich  begreift,  worin  Wiederho- 
lungen Vorkommen,  also  diejenigen  ausschliesst,  worin  nur  Ver- 
setzungen aus  6 Elementen  Vorkommen.  .Die  günstige  Anzahl  für 
»ro.  1.  ist  daher 


A=P‘[al  a^,...a6]3  — P[al,  a,,...n«]s 
— 63— 6»-1=216-120=9ö. 

Die  günstige  Anzahl  für  2)  aber  ist  aus  dem  nämlichen  Grunde 
+=i>[.i,,  «a. P[at,  <i2,...afl]e 
==6»-6«-I=46656  - 720=  45936, 

"K  oben  gefunden  wurde. 
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Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit  mit  zehn  Würfeln  einen 
Wurf  zu  thun,  worin  drei  verschiedene  Zahlen  gerade  je  einmal 
(nicht  mehr,  nicht  «eiliger),  zwei  aridere  gerade  je  zweimal 
und  die  letzte  gerade  dreimal  vorkommt? 

Die  Zahl  der  günstigen  Fälle  ergibt  sich  nach  7)  $.  7.  aus 
folgendem  Ausdruck : 


n«i.  Uj* . • • Hj  , (2| , i 


* 33  3|H  I 

■ «„;  a„  «2, ...  OjI3.1.' 


lü.0.8.7.6.5.4.3.2.1  0.5. 4^  3. 2.1 
: 1 . 1 . 1 .1.2. 1.2. 1.2.3  t .2.3.1  2.1 


= 9072000; 


die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  ist 

10.9.8.7.6.5.5.4.3  5. 7.5. 5 875 

' ” — 6. 6. 0.6. 6. 6. 6.6.6. 6“  3*.!)»"  ~ 5832  ' 


§.  15. 

Eine  weitere  Anwendung  der  hier  gegebenen  Entwicklungen 
lässt  sich  auf  das  Polynoinium  machen. 

In  §.  2.  haben  wir  den  Zusammenhang,  welcher  zwischen  den 
Gruppen  der  Verbindungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  und 
denen  der  Versetzungen  mit  und  ohne  Wiederholungen  herrscht, 
nachgewiesen.  Man  kann  die  Gruppen  der  zweiten  Art  aus  denen 
der  ersten  Art  und  umgekehrt  ableiten , wenn  man  in  die  einzel- 
nen Gruppen  der  Verbindungen  die  Versetzungen  einführt,  oder 
umgekehrt  ausstüsst.  Diese  Beziehungen  lassen  sich  in  Zeichen 
so  darstellen: 

1)  P(au  Oj. . . . oa)9  — PyC (a| , aa,...a»)?], 

2)  P{al,av...au)*=P[C  (flu  «2,...  «„)«]. 

Durch  das  V auf  der  rechten  Seite  vor  der  eckigen  Klammer 
soll  das  Einführen  der  Versetzungen  in  die  Elemente  der  aus 

r>!»  hi.  X yu«  »t.U  T i fi 

C(a,,  ...dn)*  und  C (alt  ai,...an)i 

hervorgehenden  Gruppen  angedeutet  werden. 

Aus  der  Zusammenstellung  in  1)  und  2)  lässt  sich  noch  eine 
weitere  Beziehung,  die  zwischen  den  Gruppen  der  Verbindungen 
und  denen  der  Versetzungen  (mit  und  ohne  Wiederholungen)  aus 
einerlei  Elementenzahl  uml  zu  derselben  ('lasse  herrscht,  erkennen. 
Sie  ist  folgende: 

3)  ln  den  Gruppen  der  Versetzungen  ohneWieder- 
holungen  einer  bestimmten  Classe  und  Elementenzahl 
gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich  verschiedene  Grup- 
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pen  als  in  denen  der  Verbindungen  ohne  Wiederho- 
lungen zur  nämlichen  ('lasse  und  E I e mente  n z ah  1 ; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen  in 
P(oj,  «2. . ,o„)9  ist  gerade  so  gross  als  in  n.2,. . . a„)i,  denn 

das  Mehr  der  Gruppen  in  P(a.,  a2>  -an)’  hängt  von  der  Versetzung 
«der  verschiedenen  Stellung  der  nändichen  Elemente  in  einer  und 
derselben  Gruppe,  nicht  aber  von  verschiedenen  Elementen  ab. 

•1)  In  den  Gruppen  der  Versetzungen  mit  Wieder- 
holungen ei  ner  bestimmten  ('lasse  und  einer  bestimm- 
ten Eleraentenzabl  gibt  es  gerade  so  viele  unter  sich 
verschiedene  Gruppen  als  in  denen  de  r V er  bi  n du  n gen 
mit  Wied  erholungen  zur  nämlichen  Classe  undEIcmen- 
tenzahl; 

oder  die  Anzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen 
«!>(«„  r/.2> . . nB)i  ist  gerade  so  gross  als  in  (?  (at , .. ■ a„)i  aus 

dem  oben  angeführten  Grunde. 

Hiernach  ist  die  Gruppenzahl  (z(„)  der  unter  sich  verschiede- 
denen  Gruppen  in  P(alt  u2, . . . a„)« 


5) 


A, =(n),= 


n(n-l)... 


1.2 


(n—q  f 1) 

" 9 

...q 


und  die  Gruppenzahl  der  unter  sich  verschiedenen  Gruppen  in 
P(a)t  at an)i 


m a _r  l _ » (»+>)(”  I ~) ■ • ■ (n+g— 1) 

’ Ar~  — l72liJ q 

Ein  diese  Sätze  erörterndes  und  bestätigendes  Beispiel  wurde 
schon  oben  §.  2.  angeführt. 

Ausserdem  besteht  ein  ganz  enger  Zusammenhang  zwischen 
den  Versetz  ungen  mit  Wiederholungen  einer  bestimm- 
en Classe  und  bestimmten  Elementenzah  I und  dem 
Pol  vnomium,  wenn  die  Elemente  der  Versetzungen  mit  den 
Gliedern  des  Polynomiurae  und  der  (’lassenexnonent  mit  der 
Potenz  des  Polynomiums  zusammenlallt.  Beides  sind  näm- 
lich verschiedene  Darstellungen  einer  und  dersel  ben  Sache. 

So  ist  z.  B. 

(a  + 6+c  -f  d)*=:  a3  -|-3a26  + 3a2c  + 3 a2d  f-  6<i6e  -|-G ubd 


-f  3 n62  d 3ac2  dned  f 3ar£2  | b3  |-  3 62c 


+ 362rf  + 36c2  + 66«/  f 36 </2  + c3 
+ 3c2tf  + 3«/2 + </*.> 

Genau  dieselben  Gebilde  haben  wir  schon  in  §.  2.  erhalten.  Hier- 
bei) hat  man : 

(a  + 6 + c+d),=P'  (a,  6,  c,  d)a 
und  io  Racksicht  auf  2)  dieses  Paragraphen. 
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(a  -f  6 f e+f/)s  = />(a,  6,  c,  rfj*=P[C,(<i,  6,  e,  <f)*]. 

Diese  Schlösse  lassen  sieb  leicht  ins  Allgemeine  übertragen, 
und  man  hat  sofort 

7)  («i  + at  + (h  + ...an)i—P‘(,al,  a,...a„‘»]. 

Stellt  man  nun  diesen  Satz  in  der  gewöhnlichen  Polynomialform 
dar,  so  ändert  das  in  Nichts  die  gemachte  SchlussreiKe  und  man 
hat,  wenn  die  ordnende  Grösse  x eingefiihrt  wird, 

8)  (a,  x + a%x*  + ....anxn)i=  I*  (atx,  o,x*,  ...aaxB)i 

= P[C' (at  x,  a.t x*,  n3 x3,...  a„.zn)«] . 

Durch  die  Darstellung  8)  hat  sich  nur  die  Ordnung,  in  wel- 
cher die  entstehenden  Gruppen  zusammengestellt  werden,  nicht 
aber  die  Gruppen  oder  ihre  Anzahl  geändert.  Man  kann  da- 
her die  gewonnenen  Sätze  benutzen,  um  die  Glieder,  welche  bei 
der  entwickelten  Darstellung  des  Polynomiums  entstehen,  zu  zählen. 

Hiebei  unterscheiden  sich  folgende  zwei  Fragen : 

a)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Glieder  eines 
Polynomiums? 

b)  wie  gross  ist  die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen 
Glieder  desselben? 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  welche  durch  die  entwickelte 
Darstellung  eines  Polynomiums  entstehen,  fallt  mit  der  Anzahl 
der  Gruppen  zusammen,  welche  entstehen,  wenn  die  Versetzun- 
gen mit  Wiederholungen  gebildet  werden  aus  den  Elementen  der 
Grundreihe  des  Polynomiums  zu  der  so  vielten  Classe  als  der 
Exponent  des  Polynomiums  angibt.  Es  ist  sofort). 

9)  A(at  x,aix\...anxu)^~  />[a,  x,  a^x2, . 

Die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glieder  in  der  entwickel- 
ten Darstellung  eines  Polynomiums  fallt  mit  der  Zahl  der  Grup- 

Jten  zusammen , wenn  die  Verbindungen  mit  Wiederholungen  aus 
len  Elementen  der  Grundreihe  zur  so  vielten  Classe  gebildet  wer- 
den als  die  Potenz  des  Polynomiums  angibt.  Es  ist  sofort 

10)  Ar(.aiX,  u%  x1,  ...nn  Xn)i—  C [<Ji  x,  Oix\...aK  -r"l« 

r «(n+l)(n+2).. ..(»+?— 1) 

— I"J  1.2.3 q 

Den  eben  auf  so  einfache  Weise  gewonnenen  Satz  (Nro.  10.)  hat 
Itr  ia  n ch  on  im  J o u r n.  d.  I’ecole  polyt.  T.  XV.  Cab.  XXV. 
Pg.  158.  (Memoire  sur  les  puissances  des  Polynome*) 
auf  :einc  sehr  weitläufige  Weise  entwickelt,  so  dass  man  sich  in 
der  That  über  den  Aufwand  der  dort  gebrauchten  Mittel  wundern 
muss,  um  einen  so  einfachen  Satz  zu  beweisen  und  zum  Gegen- 
stand einer  hesondern.  umfangreichen  Abhandlung  zu  machen 
Er  hat  den  Satz  unter  folgender  Form  gegeben : 
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,,  , , . , n(«-fl)  ...(n-fo— 1)  1“H-»I' 

11)  Ap(ai  x,  a%x  ,...anxn)i — 1.2...  y — |n— yi»|i 

_ (9+l)"-l|‘_(7+lK7+2)  " ("  + ?—!) r.  . n 

— i»_i|i  — 1.2 («— 1)  — L9tJ"~f 

Wendet  man  nun  die  gefundenen  Sätze  auf  den  vorliegenden 
besondem  Fall  an , so  ist 

A.(a,  b,  c,  r/)*=/J'[a,  b,  c,  rf]3=4*=04, 

A,(a,  b,  c,  d)3=C[a,  b,  c, 


nie  es  sein  muss. 

Wendet  man  nun  die  in  §.  6.  — 13.  gefundenen  Sätze  auf  das 
Polvnomium  an,  so  bietet  diese  reichlichen  Stoff  zur  Anwendung 
und  es  lässt  sich  nun  eine  Reihe  von  Fragen  beantworten,  wovon 
die  von  Brianchon  gestellte  den  Anfang  bildet. 

Das  Polynomium 

(a1+a4+aJ  + ...a„)t 

wird  entwickelt. 

а)  Wie  gross  ist  die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  worin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  rten  Potenz  vor- 
kommt? 9)  §.  13.; 

б)  höchstens  in  der  (r — l)ten  Potenz  vorkommt?  10)  §.  13.. 

c)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  vorkommt? 

II)  S-  13.; 

d)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r+j)ten  Potenz  vorkommt?  12)  §.  13.. 

t)  Wie  gross  ist  die  Zahl  aller  unter  sich  verschiedenen  Glie- 
der, worin  irgend  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in 
der  rten  Potenz  erscheint?  6)  §.  12.; 

f)  höchstens  in  der  rten  Potenz  erscheint?  9)  §.  12.; 

g)  worin  irgend  ein  Glied  gerade  in  der  rten  Potenz  erscheint? 
10)  §.  12.; 

A)  worin  irgend  ein  Glied  wenigstens  in  der  rten  und  höchstens 
in  der  (r-fi)tcn  Potenz  erscheint?  11)  $.  12.; 

u.  s.  w.  In  den  angeführten  Paragraphen  sind  alle  die  Fragen 
allgemein  beantwortet. 

Hieran  knüpft  sich  eine  andere  Reibe  von  Fragen. 

Das  Polynomium 

(a,  x + + aj  .z3  -f . . . a„  xn)i 

wird  entwickelt 

a)  Wie  gross  ist  die  Zahl  der  Glieder  in  der  entwickelten  Dar- 
stellung, worin  die  ordnende  Grösse  x gerade  in  der  rten 
Potenz  erscheint? 
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b)  wenigstens  in  der  iten  Potenz  erscheint? 

c)  höchstens  in  der  rteu  Potenz  erscheint? 

d)  wenigstens  in  der  »ten  und  höchstens  in  der  (*  + r)ten  Po- 
tenz erscheint? 

u.  s.  w.  Hierin  kann  das  Polynomium  nur  eine  oder  mehrere  be- 
liebig beschränkte  oder  unterbrochene  Grundreihen  haben. 

Die  Beantwortung  dieser  sehr  mannigfaltigen  Fragen  hängt 
mit  Problemen  zusammen,  die  ich  in  einer  besondere  Schrill 
„die  Versetzungen  mit  Wiederholungen  zu  bestimmten  Summen 
ans  einer  oder  mehreren  beliebig  beschränkten  Etementenreihen 
nebst  ihrer  Anwendung  auf  Analysis  und  Wahrscheinlichkeits- 
Rechnung“  untersucht  habe  und  weswegen  ich  dorthin  verweise. 

Wird  das  Polynomium 

(a,  o*,...a,0,)8 


gebildet,  so  ist  die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder, 
worin  ein  Glied  der  Grundreihe  wenigstens  in  der  dritten  Potenz 
erscheint,  nach  f>)  §.  1‘2. 

,„r  3 3 3,.  10.11.12.13  . „ 9.10.11.12  ,9.10 

aioJ  - i. 2.3.4  + '*•  1.2. 3. 4 — 1.2. 


=2200—  43=  2155. 


. 


Die  Zahl  der  unter  sich  verschiedenen  Glieder,  vorin  irgend 
ein  Glied  der  Grundreihe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  tat 
nach  10)  §.  12. 

'4j='C[ai,  <1*, . . . «!„]«  — 'C[«„  <ia, ..Oi0]®= 


10.11.12.13  „9.10.11.12  9.10 


’ 1.2.3.14  +3,  1.2. 3.4 

10.11. 12  „ 9.10. 11 
1.2.3  L 1.2.2 


1.2 


in  Ir 

I ‘,1  r 


= 2200  — 595  = 1605. 

Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  worin  ein  Glied  der  Grand- 
reihe wenigstens  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  9)  §.  13. 

'P[al  a*.  ..«,’]•= 10.  (10®  f 3 . HP.  9+  10.9*+ 


- 10.9. 


3.4.5 

1.2.3 


= 158.00  - 900=  157000. 
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Die  Zahl  aller  möglichen  Glieder,  worin  irgend  ein  Glied  der 
Grundreibe  gerade  in  der  dritten  Potenz  erscheint,  ist  nach  11)§.  13 


3 t 3 4 4 4 

7-»[o,,  «io]«— '/»[fl,,  o2,...n10J» 


3.4 


3.4.E 


3.4.5 


= 10[103  + 3 . 10* . 9 + . 10 . U2  + 10 . 9. 

• . -10[102+4.10.9+ j-4.92J 

' ’»  l.“„  . , . * • ' **  V ' 

= 138500  — 13000  = 144900.  ''  • ; . v *•  i 

, • > . •' 

Die  gleichen  Resultate  erhält  man,  wenn  man  diese  Probleme 
nach  }.  K und  §.11.  behandelt. 


S 

• 4. 


S-  16. 


Noch  eine  dritte  Anwendung  der  hier  gegebenen  Entwicklun- 
gen soll  auf  das  Zahlensystem  gemacht  werden. 

Die  Zahlen  unseres  Zahlensystems  bilden  bekanntlich  die 
Versetzungen  mit  Wiederholungen  aus  den  Elementen 
(Zahlreichen)  * 

a’  -.’  / 0,1,  2,  5,4,  5,  6,  7,  8.  9 

V den  verschiedenen  Gassen,  jedoch  mit  der  Beschränkung,  dass 
die  0 nicht  die  erste  Stelle  entnehmen  kann.  In  den  Zahlen  einer 
und  derselben  Gasse  können  daher  die  einzelnen  Ziffern  ein 
°<ler  mehrere  mal  wiederholt  erscheinen.  Alle  Zahlen,  welche  eilt 
Ziffern  und  mehr  haben,  müssen  daher  irgend  ein  Element  mehrere 
mal  wiederholt  in  sich  führen.  Bei  Zähleo  aber,  welche  zehn 
Ziffern  und  weniger  haben,  müssen  nicht  nothwendig  wiederholte 
Zahlzeichen  Vorkommen. 

Man  kann  daher  hei  den  Zahlen  einer  bestimmten  Gasse 
fragen:  wieviele  Zahlen  kommen  darin  vor,  worin  irgend 
eiaeZiffer  grade  einmal,  zweimal,  dreimal  u.  s.  w.  wie-' 
derbolt,  od  er  in  belieb ige r Verbin  dun  g mit  einander 
"ioderholt  erscheint 

Lrö  nuu  die  eben  angeregte  Frage  für  einen  bestimmten  Fall 
beantworten  zu  können , muss  eine  auf  die  Stellung  der  0 sich 
beziehende  Vorfrage  beantwortet  werden.  Sie  ergieht  sich  aus 
dem 7. Abschnitte  meiner  Combinutinns  Lehre  6.41. Kro.  122.  oder  125, 
S.  96.  u.  f.  leicht.  Es  handelt)  sich  näntlicn  um  die  Zerstreuung 
der  Elemente  in  Fächer,  oder  um  Einweisung  einzelner  Elemente 
(hier  eines  Elementes)  in  bestimmte  Stellen  hei  den  Gruppen 
der  Versetzungen  mit  Wiederholungen. 

Sollen  nämlich  je  r Elemente  aus  n Elementen  nusgehohen  und 
aufrStellen  zerstreut  werden,  so  wird  die  entstehende  Gruppenzahl 


* i 
'»  •* 


Band  XV. 
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so  vielmal  genommen  werden  müssen  als  eine  der  nachstehenden 
Gleichungen  angibt : 


l)  Z\s;  fl|.  n2.  «3...<Jn]r  = (n)r.  (*)r- 

«(« — l)...(n  — r+1)  s(s — 1 ) .... (i — r+I) . 
— 1 . 2 . . . . r 1.2.3...r 


2;  Z.Cfs;  n,,  n2, ..  .ön]r=Mrl-,(*)r 


= n(n — 1). 


*(»—!). ... (t  r+1) 
••(»‘-r  I D — J72.3...1- 


1 ui  ersten  Falle  kommen  keine  Versetzungen  in  Frage.  Im  zwei- 
ten geschieht  diess.  Der  iluchstabe  Z bedeutet  Zerstreuungen 
in  Fächer  oder  Einweisung  der  F.lemeiite  in  bestimmte  Stellen. 

Sind  die  zu  zerstreuenden  Elemente  gleich  . so  ändert  diess 
an  der  Schlussreihe  nichts.  Es  tritt  nur  die  lleschränkung  ein, 
dass  Elcmentenzahl  und^Classenexpouent  einander  gleich  werden. 
Hiernach  ist  aus  1) 


3) 


s(.t — 1). ..  (t— n + I) 


Z[s-,  «»]"  = (n)t  (*)„  = (x),  = rl'V7. 


In  dem  Zalilensystem  fallt  nnn  die  0 unter  das  Gesetz  3).  Sie 
kann  alle  Stellen  mit  Ausnahme  der  ersten  durchlaufen  , und  er- 
scheint dann  entweder  einmal,  oder  zweimal  oder  dreimal 
wiederholt  u.  s.  w.  Kömmt  sie  nun  bei  einer  (x+Tjstelllgen  Zahl 
in  Frage,  so  kann  sie  nur  die  (s)  letzten  Stellen  in  den  genannte» 
Dimensionen  durchlaufen.  Sie  erzeugt  dann  im  betreffenden  Falle 
folgende  Vervielfachungen! 


4) 


Z(s;  «„]*=(*)!, 

ZU;  afr=(s)2=-(~l, 

jrf.s-1)  (i— 2) 


K 


< K 


Z\t;  OoJ3 — (f)a — 1.2.3 


I ' 


u.  s.  iv.;  « r| 

denn  sie  bringt  in  jeder  einzelnen  Gruppe,  womit  sie  in  Verbin- 
dung tritt,  die  gleichen  Erscheinungen,  also  auch  die  gleichen 
Vervielfachungen  hervor. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  sollen  nun  die  Eigenschaf- 
ten aller  sechsstelligen  Zahlen  untersucht  werden, 
welche  durch  wiederholtes  Vorkommen  der  sie  erzeugen- 
den Ziffern  bedingt  sind.  Die  sechsstelligen  Zahlen  zerfallen  hier- 
nach m folgende  Arten: 

a)  solche,  worin  nur  eine  Ziffer  vorkommt  oder  eine  Ziffer  er- 
scheint sechsmal  wiederholt.  Diese  Eigenschaft  w ird  an- 
gedeutet  durch  das  Symbol  (nach  8.) 
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solche,  worin  zwei  verschiedene  Ziffern  Vorkommen;  oder 
i*  ^ eine  Ziffer  erscheint  einmal,  die  zweite  fünfmal;  eine 
m'  ‘f  Ziffer  zweimal,  die  zweite  viermal;  eine  Ziffer  dreimal, 

% 


eine  zweite  auch  dreimal.  In  Zeichen 

c1  e®,  c2  r4,  e3  e3; 


r)  solche,  worin  drei  verschiedene  Ziffern  Vorkommen.  Die 
einzelnen  Fälle  lassen  sicli  dnrch  folgende  Symbole  erkennen! 

l>  * - ,•  e1  e1  e *,  e1  e2  e8,  e2  e*  ea  ; 

W " ’.T  • V ' ’• 

d)  solche,  worin  vier  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  nach 
folgenden  Symbolen: 


e*  e1  e1  c3,  el  e1  ea  e2; 


, ' » S • • 

t)  solche,  worin  fünf  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  nach  fol- 
gendem  Symbole: 

' el  e*  el  el  ea; 

• • I . 

f)  solche,  worin  sechs  verschiedene  Ziffern  Vorkommen, 
nach  folgendem  Symbole. 

, • ■ e1  e1  ex  e‘  el  el. 

\*4  • v 

j • cVAIle  hier  aufgczäblten  Fälle  müssen  nun  mit  Rücksicht  auf 
l &e  Gleichungen  4)  und  auf  die  Gleicbuug  7)  §.  7.  untersucht  wer- 
«V  Ceberall,  wo  die  Null  in  Frage  kommt,  soll  sie  durch  das 
«Wen  a0  angedeutet  werden. 

'■*  5)  Das  Symbol  deutet  auf  folgende  Gruppenzahl: 


u*,...a#^I==9. 


f t*  .* 

f • 

6)  Das  Symbol  e1  c®  deutet  auf  folgende  Fälle,  und  zwar 
ohne  0: 


nr  1 1 « 6 6 6 6 .5. 4. 3. 2. 1 

* *z*....<ig;  ii|,  02e"8v]1>  — | 2 3 4 5 — 432. 

f 

Mit  der  0 als  Einfaches: 

P[a\,  i£..<v|»Zt5;  Ool^S.fsdS. 

F 1 

Mit  der  0 als  Fünffaches: 


*[«..*•  ’ -fferZpl  H‘=9TxlxT  = V'  . 


21  ♦ 
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7)  Das  Symbol  e2  c4  erzeugt  folgende  Gruppenzabl,  und  zwar 
ohne  0:  . 


„r  2 2 2 4 4 4 6.5. 4. 3. 2.1  inqft 

' 4» [^1,  Oj,  • • • ; fli»  ^2* . . • 09J  ’ — | 2 | 2 3.4*® • 

• #•' 

Mit  der  0 als  Zweifaches:  ~ r 

• • 

* ^ - •>  * 

*»  • * P[A,  4 ~‘b]'.Z[S;  Oo]s=9-rl=90- 


Mit  der  0 als  Vierfaches:  , 1 

' V ' 


?'• ’ l i 


P[„l  »J,=^rip=4i 


• . . . 

8)  Das  Symbol  e3  e3  erzeugt  folgende  Gruppenzahl,  ohne  0; 

* f ‘ / 1 

' ’^3  3 3 w 6.5.4.3.2.1  »;8_  • *'  A 

o„  a2, . . «9]  _ fTomrs'  1 . 2 ~ 720  • - - ; sS 


p[ 


Mit  der  0 als  Dreifaches: 

3 3 


P[al  A...4l'Z[5; 

‘ /»  [ 


9)  Dag  Symbol  e1  c1  c4  erzeugt  folgende  Gruppenzahlefi. 
ohne  0: 


n(  4 4 * 6. 5.4. 3. 2.1  9.8  _ - I 

* [®i » Ö2» ■ • • °9 i a\ » • • • Ö9|  • — j | j 2 4*i  2 1 *“ 7560 . 


Mit  der  0 als  Einfaches: 

4 4 4, 


nr  - - 5.4.3  2.1  n„  5 

p L°I  ai> «I.  ov]MZ[u;  üor=  rnm79'8-! 

Mit  der  0 als  Vierfaches: 

....  4 2.1  9.8  5.4.3.2  ' 1 ... 

/*[«!,  a4,...a9]2Z[5,  o0J4 — i.i‘l.2’l  2.3  •; 

’ 


- *10)  Das  Symbol  el  e2  e3  erzeugt  folgende  GruppenzaWen, 
ohne  0: 

’V* 


22  2 j 3 , a 

öj,...o 9;  flj,  a*i. . . . n9  ; rij  , 


6.5.4. 3.2.1 

~ 1.1.2. 1.2.  IT9,8''  -30?40 


Digitized  by  Google 


309 


it  der  0 als  Einfaches: 


«i.  Z[ 5;  a0]*—  j «=&60. 

PP*-  •.  ‘ ‘ ‘ * 


I als  Zweifaches : 


<h,  «*..£]MZ[5;  9.8.p|=2880. 


als  Dreifaches 


4k 

> 


1®j.  ot,  ..o9;  Bj,  «a,. . a^jMZ  [5;  ff0]3  = ”LL2'^'^.  j'§5'— ^®0i 
li:  Das  Symbol  e®  c®  ea  erzeugt  folgende  Gruppenzahlen, 

* m 4}«'  v"  J • _ _ 

r * L’J'a.  • * > . , • 1 , 

„r*  * ®,,  0.5. 4. 3. 2.1  9.8.7.  „„„  , . 

/[a,,a2, «9]  — 1.2. 1.2.1 .2'  1.2.3- 7;>60'  ** 

dU  der  0 als  Zweifaches:  • * *. 

■ i *< * ‘ • „ 

**  2 2 4II‘M  ORIfi 

pW>"i>- ..  r79]3Z[5;  *0]®  = r^ri^'O’  J72=2Ifl0. 

Np? ' . . * 

^K’i^Das  Symbol  el  el  el  e*  erzeugt  folgende  Gruppenzahlen, 

r • ^ ♦ 1 •* 

pr  3 J 3 6.5. 4.3.2. 1 9.8.7  „ ‘ 

[ff|,  ®i,...r/v;  «i,  r/2,...r?gj  > — j j | | ^ 3 ’ "l  2 3 .6=60480- 

.*  - 

O't  der  Ö als  Einfaches : • ■ 


Pl«t> 


3 3 


» • • • • ^yj2>  * Zp  [ J 5 '/<j3  * 


1 5.4 .3.51  J 9.8  5 ‘ 

~ 1. 1.1.2.3  i.2,7  l— 2,205t 

Kün^.  • .*^4  ' . i . 

der  0 als  Dreifaches: 

LftlL  J-Tt  $4.  . 1 ' z . * - * ▼ 

^ ^ Symbol  e*  el  c®  c®  erzeugt  folgende  Gruppenzablen « 


. .rt  .y  v , 

. 1 . * * ► 
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2 2 2 , 


- - 6. 5. 4. 3.2.1  9.8  7.0 

P\a\<  nz,...n9;  ay,  ff2,...«9jz>  — 1 1 .2 ‘ 1.2  ‘ TT2  j 

=136080. 


Mit  der  0 als  Einfaches : 


. J 


* ' * a ..  5.4.3.2.1.8.7  5 

P\a\>  aa,...n9i  <r, , ff9,...f/9J1’  Z|ö;  /»o|  — j j .2.1 .4 .1.2  ’ 1 


= 37800. 


r-r 


Mit  der  0 als  Zweifaches : 


„ r * • 2-,.  4.3.‘A1  9.8  5.4’ 

P['h>  tty,  fl*,..®«]2-  Z[ 5;  ff0]4 — I.2‘  ‘ ' 1.2 

4 * 


*=30240. 


. 14)  Das  Symbol  el  <?1  e1  el  e2  bedingt  folgende  Gruppenzahlen , 
ohne  0: 


* 2 , 0.5. 4.3. 2.1  0.8.7.6  . | 

P]a !•  aK-  a9>  a\  *!>•••  «9 J4’^  — 1.1. 1.1.  lT2'  1 -2  .3.4’“  J 


- =226800. 


Mit  der  0 als  Einfaches: 

2 2 2 


5.4.3. 2.1  9.8.7  „ « 


P\ßi>  «2.  - ni  • ff*» .. .ffj]3’1  Z[5 ; ffg]*—  j | j O ' 1.2.3 j 


= 151200. 


Mit  der  0 als  Zweifaches: 


«;  ■ -i 

f ’ 


,.„r  4.3.2. 1 9.8. 7.6  5.4  onflJA 

fr2---o9]*Z[at;  «<>]*—  i.i.i . i ’i  .2.3.4  "1.2  — 30240« 


4 5)  Das  Symbol  el  e1  e1  e1  e*  e1  bedingt  folgende  Gruppen-  , 
‘zahlen,  ohne  0 : 


i P\.ai  > °2>- • ff»]Ä — 6. 6.4. 3. 2.1.  j .2 .3. 4. 5. 6 — 
-Mit  der  0 als  Einfaches: 


9. 8. 7. 6. 5. 4 ^ > 


: • • t .•  J*? 

9. 8. 7.0.5  5 L 


&«,,**•  • • • ^ *°r=*  4 • 3 2 • 1 tSt?  Vi = **Py  ‘ 1 
»•.  , * .«  • * . I 

• A 1 *.  .4,  ^ • 


• • *r-'. *»j  • • 
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Stellt  man  nun  nach  dieser  Aufzählung  der  einzelnen  Fälle 
die  gewonnenen  Resultate  zusammen,  so  ist  unter  den  seclisstel- 
Zahlen  die  Anzahl  derjenigen:  ' V 

!Jr  • i 

а)  worin  nur  eine  Ziffer  vorkomrot  nach  5) 9 

■W  " 

б)  worin  zwei  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  6),  7),  8)  2511 

e)  worin  drei  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  9),  10),  11)  58320, 

d)  worin  vier  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  12),  13)  . 294840 

e) <  worin  fünf  verschiedene  Ziffern  Vorkommen , 14)  , . 408240 

f)  worin  sechs  verschiedene  Ziffern  Vorkommen,  15)  . . 130080 

4 \ 1 ■ 

Die  Summe  aller  dieser  Zahlen  beträgt  . / . 900000 

wie  dies«  sein  muss,  denn  die  Zahl  aller  sechsstelligen  Zahlen  ist 

' P’(ao,tai*..a9\'-PJ[<i0,  = 1 0«  - IIP = 900000. 

r ^ 

( Die  hierontersuchtenFälle  beantworten  alle  auf  die  sechsstelligen 
Zahlen  bezüglichen  Fragen.  So  ist  die  Anzahl  derjenigen  Zahlen, 
w^in  gerade  drei  verschiedene  Zahlen  Vorkommen,  die  eine 
gerade  einmal,  die  andere  gerade  zweimal,  die  dritte  gerade 
dreimal  wiederholt  tiach  Nro.  10)  (c1  e*  es): 

30240  + 3600  -J-  2880  + 2160=38880. 

A®  grössten  ist  die  Zahl  derjenigen,  worin  fünf  verschiedene 
Zifern  Vorkommen , nämlich  vier  unter  sich  verschiedene  Zahlen 
*jeVgunal,  eine  fünfte  zweimal  nach  14)  (e1  el  el  e*  ea) : 

■ * , 

■4  226800  + 151200  + 30240  =408240. 

Auf  dieTiier  gezeigte  Weise  sind  alle  das  Zahlensystem  betref- 
i finden  and  hier  eiuschlugenden  Fragen  zu  behandeln. 

Soll  die  Anzahl  aller  zehnstelligen  Zahlen  bestimmt  werden, 
»orin  drei  verschiedene  Ziffern  je  einmal,  zwei  weitere  unter  sich 
and  den  vorigen  verschiedene  Ziffern  je  zweimal  und  eine  sechste 
dieimal  wiederholt  erscheint,  so  bat  man  das  Symbol 


\ 


ri  fi  ei 


nach  7)  §.  6.  und  Nro.  3)  dieses  Paragraphen  zu  behandeln, 
entsteht  sofort  ohne  0: 


Es 


nr  * » * a a 3 

Fl<h.  Ov  -o«;  «i.  aj,..«»]3.*-1 


10.9.8. 7.6.5. 4. 3.2. 1 9.8.7  6.5 

: 1.1. 1.1. 2. 1.2. 1.8. 3 '073  0 


.4 


=762048000. 

Mit  der  Noll  als  Einfaches: 

%,  f * • 

» r*  • • 

• t 

% 
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- ' ’4*j  *‘Vi  . I 
• . *9?  -Ti  J 


/*|ff|.  ff,... .ff*;  «*,  ff,?... «*;  ff,  ,'• -ff*]2.2’1  Z[9;  «,,]*  = 


* !-A 

»ft« 


ff  «k 

1 r1 


«.8.7.6.5.4.32.1  «.8  7.6 


- 1 .1. 1.2.TTT72.3"  1.2  1.2-  1 

=51438-2400.  *v:  $ 4% 


Mit  der  0 als  Zweifaches: 


a ••  » 3 3 3 *| 

^K>  ff,,  ff, , ... «* ; o,,  o,,...«»]s-M2|f9;  ff0]e 


■ft.,  * 


8.7. 6.5. 4. 3. 2.1  9.8.7  * 9.8 

,6.5.r-ö- 


4 . *•. 


Mit  der  tl  als  dreifaches: 


*171.7:1.2.172.3  1.2.3-  ’ J I ? 
= 301X111200. 

* * * V?L 


V • 

% 


12  2 13  3 3 

f^jff ii  ff*,.,  ff*;  ff,,  ff,  ,..ff*;  ffi » ff, » • • • ff*]2-2  Z [9 ; ff*J* 


7. 6. 5. 4. 3. 2.1  9.8.7  6.5  9.8.7 


“1. 1.1.1. 2.l.'2  \l.  2. 31. 2 1.2.5 
= 133358400.  * 


Hiernach  ist  die  gesuchte* Anzahl: 


/!  = 702048000  -I- 514:182400  + 304819200  + 133358400 


I714tK)8000. 


das  allgemeine  Gesetz,  worauf  die  in  diesem  Paragraphen 
gegebenen  Entwicklungen  beruhen,  ist,  wie  man  siebt,  eine  Ver-  f 
iiindung  des  Satzes  7)  §.  7.  mit  3)  dieses  Paragraphen,  ilezeieb- 
net  man  der  Kürze  wegen  die  zu  7)  §.  7.  gehörige  Gruppeuzabl  V 
durch  A , so  ist  sofort 

•*  » s ' * «uM 

2 2 2 k k k m 

16)  P[ff,,  ff„...ffn;  «i>  «oj* 


_ 4 , * _ , *(*-l)(s-2) ...(»— m + 1) 


= A.(c)m=A. 


1 .2. 3. ..m 


und  dieser  Satz  sagt  aus:  Die  Gruppen  der  Versetzungen 
sollen  unter  den  zu  7)  §.  7.  angegebenen  Bedingungen 
gebildet  werden,  und  in  jede  Gruppe  soll  ein  neues 
Element  (ff„)  als  mfaches  eintretcn  und  bestimmte  Stel- 
len (beliebig  zu  Anfang,  in  der  Mitte,  am  Ende)  durch- 
laufen. 


Hier  gibt  die  eben  schon  angegebene  Bedingungsgleichung 


17)  ^ = l.</i  +2.9,  + 3.y3  + ...  + £.?< 

die  Besctiräukung  für  die  Vertheilungscxpoiieuten  und 

% • * .yi* 

kJ  • » * 


’ t 1 


**«•  J 

e».  * 


, r 
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Bestimmung  für  die  Dimensionen  der  Elemente,  die  in  jeder 
einen  Gruppe  Vorkommen  sollen.  . - * « 

• •:  '*&>'<  ''  • *.  • 

»d.  i.  *-  *•  » • * 


Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass, der  Ort,  ho  die  hit^  in  - » 

jr  §•  Iß-  entwickelten  Sätzedn  der  Combinationslehre  ihre  Stelle  . ■»  , 
en,  klar  vorliegt.  Sie  gehören  -zu  den  Obmbina'tionen  '(Ver- 
wken  und  Verbindungen)  mit  und  ohne  Wiederholungen.  Die  s 
und  ij.  13.  a u fjg  eiu  wt  e nf  G e h i I d e lassen  Vifli  auch  noch  einer 
|rt  Ansicht  witerordnen  und  schliessen  sich  deswegen  stuch  " * 

andern  Classe  von  Combinationen  an,  die  ich  in  einer  Ab-  - ■ 
IKufg  „die  Ke  i h en  folge  der. Elemente  bei  dem  Ver- 
langen "mit  uhd  ohne  Wiederholungen,  aus  einar  ■ 

|ar  mehreren  El  e m e pt e n reih en  tind  ihre  .Anwendung 
jfWahrsche i n I ich k e i t srec h n u n g“  behandelt  habe,  denn 
«eben  die  Zahl  der  Gruppen  an,  worin  die  erzeugenden  Ele- 
»te  ein  oder  mebreremal  wiederholt  odo(  an  einander  gereiht  ‘ 
jWnen.  Von  dieser  Ansicht  aps  sind  sie  betrachtet  und  uo-  ’» 
■fjdH  AVeiss  hat  in  Mer  ob^n  angeführten  Abhandlung  (wo. 

HU)  die  in  $.  9.  aufgeführten  Probleme  (wozu. auch  die  Ver- 
fWSen  mit  be.scbräjpkten  .Wiederholungen  gehören),  die  sich 
unserer  Bezeichnung  so  datstelleo:  * - - ■ ‘ ’ t 

Bl;  k k k » “\£i  2 • . 

lkr“«.'W  '.v  =v:  . ,•  ;•  • 


HNtC''  * 

jÄJ  i 

• 


' 

(frsucht,  wie  sich  einfach  aus  der  Vergleichung  der  hier  auf- 

Eten  Gleichungen  mit  den  dort  entwickelten  Formeln  und  ge- 
il Beispielen  ergibt;  bat  aber  die  in  §.  8.  und  §.  ]1.  aufgestell- 
i Probleme  nicht  berücksichtigt,  die  ich  durch 

l ■»  V*#.  , , » , _ 


2 

t-i  * 

... 

«V 

% 

2 

k 

- , 

*• 

Än2,# 

. 

* , ,,. 

^•richnet  habe.  Beide  Arten  von  Problemen  gehören,  wie  hier 
pegtwurde  (6.  6.  und  §.  7.),  zusammen  und  ergänzen  sich  gegen« 

*®8-  Der  Uebergang  von  den  Problemen  der  einen  Art  auf  die4! 
wrrcn  ist  deswegen  nicht  schwer,  wie  aus  den  hierhergehürigen  '* 
«agrapben  hervorgeht.'  ^ ^ J * » * .*  i 

Die  io  §.8. — 5.  11*.  entwickelten  Gesetze  führen  auf- keine  ge* 
™«Menen  Formeln.  Dieser  Vorzug  kommt  nur  den  ln  $.  I'2.  und 

*»*/#«.•*>  , -* ' 
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§.  13.  entwickelten  Gleichungen  zu.  W eiss  hat  in  Nro.  IV. — V 111. 
seiner  Abhandlung  noch  weitere  Probleme  aus  der  (Kombination* 
Lehre  behandelt,  und  die  von  ihm  näher  untersuchten  Gebilde 
kP<;rmutationen,  (Kombinationen  und  Var i ationen  mit  be- 
schränkter Stellenbesetzung  genannt. 

Auch  auf  diesem  Gebiete  lohnt  die  Wissenschaft  dankbar  mit 
reichervAusbeute,  wie  sich  dort  zeigt.  Der  von  ihm  dort  behan- 
delte Gegenstand  ordnet  sieh  nach  «i  meinem  Dafürhalten  der  von  mit 
dm  5ten  Abschnitte  meiner  (Kombinationslehre  aufgeführten  Abthei- 
lung unter,  worin  diejenigen  Conibinationen  untersucht  sind,  welche 
durch  Verbindung  der  Gruppen  verschiedener  Elementen -Reihen 
erzeugt  werden.  Ich  verweise  deswegen  zur  Bestätigung  des  Ge- 
sagten auf  die  $§.  33.,  34..  35.,  36.  ilpd  37.  der  (Kombinationslehre, 
wo  -Alle  Grundzöge  des  angeregten  Gegenstandes  nach  dem  Zwecke  « 
dieser  Schrift  sich  entwickelt  finden.  _ * ‘ I 

Auch  hier  kehrt  der  Wunsch  wieder,  sich  über.  Benennung 
uhd  Bezeichnung  in  der  (Kombinationslehre  zu  verständigen.  Wird 
nun  aber  aus  irgend  welchen  Grönden  dennoch  von  dem  einen 
oder  dem  andern  eine  ihm  besonders  zusagende  Benennungs-,un<l 
Bezeichnungsweise  gewählt,  so  liegt  es  in  allseitigem  Interesse, 
dass  der  Ort,  wo  der. behandelte  Gegenstand  im  System  sich  era- 
reiht,  ferner  Namen  und  Bezeichnung , unter  weitdien  der,  nämliche  I 
Gegenstand  von  anderen  aufgeführt  wurde,  mit  angegeben  werde. 
Es  lassen  sich  gar  manche  Probleme  unter  verschiedenen  Gesichts 

I Hinkten,  wie  aus  dem  hier  Gesagten  hervorgeht,  behandeln  und  be- 
euchten.  -Jedenfalls  hätte  eine  solche  Zusammenstellung-  deo 
Vortheil,  dass  sie  den  Ueberblick  und  die  Zurechtfindung  erleich- 
terte, imd  so  Gelegenheit  hüte,  den  Vorzug  der  einen  Benennung^- 
und  Bezeicfanungsweise  vor  der  andern  festzustellen. 
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I « » • V 


f f**  9 

I 

,1  ' -V  • 
* .• 


*•  • 


w * 


* * * > 
% 0. 

* •**; 

♦ v •*  v‘*>: 


. * % * . *V’  *; 

•.<-.•*■•*  *-•"  _ iti  ji4rri «■ 


i •■»*».*  t*  «•  y,  • ' jf  . * r_.*  . 

* fltf-M  V./  * > . . • ' t 

. * ' • ,»  : A.MJI.  » . . . • *.  , 


Methode , die  geradlinigen  Asymptoten  .*  / - •" 
einer  Cur ve  ans  ihrer  JPolargleichung  f. 


zu  bestimmen.  v Nl.| 


| r 


♦ *'*>,v**-  * foa  ; * ‘kAtüm.  t 


> , 


» 

Herrn  M*.  A.  Nell,  ' * 

IW  * ’ • ‘ Baupraktiktinten  zu  Mainz.  y »V  ■ • * 

m-  — • 77 


♦•j 

1 1 


Setzt  man  in  der  Gleichung 

r—f  (v) 


Mj 


Td  V1IL  Plg.  1.  den  Leitstrahl  r= so  wird  er  der  Asymptote 
iuallel.  Wird  dafür  der  Winkel  qp=d,  so  haben  wir 

<x—f(S) . 

Ht  daraus  der  Winkel  6 bestimmt,  so  erhalt  man  den  Abstand 
der  Asymptote  vom  Pole  auf  folgende  Art:  Für  irgend 
*<m  Stellung  des  Leitstrabis  AC  ist 


daher 


jSDAC=:d—  tp. 


DF~  AE—ÜC\-  CF  =mia(ö — <j>)  -f  u=g, 


•»  1 

■K 
■*r  * • 


"•nn  man  das  Stüek  CF  durch  u bezeichnet.  Da  dieser  Aus-  * 
druck  für  jeden  Werth  von  w eilt,  so  setzen  wir  jetst  qp  = d,  also 
•«*rs=«  und  ii=0, 

. s»00  0~ö‘  • •. . . • 

*\  • 

. •»*.  w . - : . • 
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-«  Um  den  Werth  dieses  unbestimmten  Ausdruckes  zu  bestimmen, 
hüben  wir  '."«Y 


.•  9- 

'•  V 


ri.sintÄ*:«?)  — cos  (ö — <p)  r*cos(Ä— <p) 

‘J~ ' I *1  dr  J_  . — • Ir 

r • . dq>'  ra 


il<p 


Setzen  wir  nun  rp~d,  so  wird 

* W ’t 


i, 

l*. 


jyj.*1 


•C.  * 

’ # < 


' • j 

* * « 

Wir  erhalten  ^läher  die  Richtung  der  Asymptote,  wenn  »ii 
• , den  Leitstrahl  unendlich  gross  werden  lassen  und  den  zugeböii- 

- . * gen  Winkel  suchen. 

' . ■*  / * « . > 

' Den  kürzesten  Abstand  der  Asymptote  vom  l*nlr 

i erhalten  wir,  wenn  wir  das  Quadrat  des  l.eitstrahls  durch  de# 

e ersten  Diffcrentialcoeflicienten  dividiren , und  darin  jZ.<p=<S  setzen. 

(Tragt  man  diesen  Abstand  senkrecht  auf  die  znerst  gefunden' 
Richtung,  so  geht  die  Asymptote  durch  diesen  Punkt.''* 


t ,Nj 


Diese  Regel  wollen  wir  auf  mehrere  Linien  anwendeu. 
I.  Die  Polarglcicbung  einer  Curve  ist 


vt 


* / 


n.sina(p 

cosip 

Man  soll  ihre  Asymptote  bestimmen. 

r=oo,  g ;=d, 
, • asina<5 


iifi  \ V« 

m ■ 

■ 4/  ■ 


cosd 


Da  der  Zähler  nicht  unendlich  gross  werden  kann,  so  muss  der 
Nenner  gleich  Null  werden,  daher  Tat  A III.  Fig.  2.: 


V 7* \ 

cosä=0,  5 = 90“, 

*.  *v-  4 , > + <■ 

rfr  2sin<pcos2qp  sin3qp  * ' \ 1 

flflp  COS*®  *J 

a2sin4qp  /•  . 

•/  ••  /f  * 

. t # V-i^  -■  ' 

, " = 

cos‘2qp  fisin3<5 

2cos*<p  -f  siu2®  . l + cos1«! 

“ cns^m •8,n‘*' 

’ * : >>. 
• •<  < .<vr* 

d=90®  gii>t  ,7  = n. 

• *.  • 

.**  % \ fi- 
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* I * ‘ ' yL  ’*  ' • * 1 

Den  Abstand  a muss  man  auf  der  Abseissenlinie  Aß  nehmen/ 

«eil  3=90°;  macht  man  BF  senkrecht  zu  AR,  so  erhält  man 
fie  Asymptote  BF.  / " " ‘l 


< 

* 


JA  ■ 

' • i •*  . _ 


(Diese  Corve  ist  die  Cissoide.) 
i r ■ h i ’ , ! t."  **', 

\ , • v » ^ .•)•<«* 

Anmerkung.  Die  Gleichung  cos3  = 0 gibt  ausser  (5—00°  auch 

noch  3=270°,  welchem  Werthe  die  Dichtung  AD“  eirf-,  ’ ,, 

• spricht  Für  3=270°  wird  » .*  • ‘ **. 

. .S»'  / . ' • • * ' 

* osin^/O"  \ J* 

»=Rs^--?/v4.av  \y 

* ' , Das  negative  Zeichen  sagt,  dass  man  « von  f nach  /?  ° 

«♦  _ auftragen  müsse.  Denn  nach  Taf.  VIII.  Fig;  l.^jvird  die 

* Grösse  g immer  senkrecht  zu  AD  und  zwar  ii\  einer  ■ 


V 

‘ . • 9=~a  =~a-  \ • 

. . • : 

[TgRtlH.  Fig.  3." Die  Asymptote  ist  der  IAnie  AB  parallel.  Das 
negative  Zeichen  im  Ausdrucke  für  g zeigt  an , dass  man  die  » 
Grösse  a nicht  von  A nach  F,  sondern  nach  der  entgegengesetz- 
ten  ltichtung  AD  auftrngen  müsse  (vergleiche  Taf.  Vlfi.  Fig.  1).  — 

(Hyperbolische  Spirale.)  « * 


r—a  + 


cos  q> 
b 


h». ' 


0 

cos3=0,  3 = 90° , 


. ..  * 
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dr 6siogp 

dtp  cos  2qp  ‘ 


. i 


. '»  > 


(neos  tp  + 6)2 

* cos ®<p  (6  + ocosg))* 

® ' /«in  cd  (isiixp 


t * 

\ r .♦ 


cos2<p 


- ’ V 


J.  g=b,  <p=ö= 90°. 

t 


• w * 

« Taf.  VIILf  Ffg.  X Die  Asymptote  stellt  senkrecht  auf  AB;  ihr  Ab- 
V stand  vom  Pole  ist  = h. 


. * (Conchoide.) 

*A  \ • 

•;  - • 2n  g> 

...  4'  '•"$>'$£  '*+■  r * ' *in9>  ’ 

’>>  3*9 


$■ 

> . 


•;  -Y4rt^gf  *-  ***  -St . 

..'i-  .»•  tf  7 . . * 


Der  Nenner  wird  0',  nenn  ö=0;  allein  dann  wird  auch  der 
• Zahler  = 0. 


Nimmt  man  dagegen  <5= re,  so  wird  der  Ausdruck  ts>. 


dr  2a  simp — qpcosy 
dtp~  re 


siu2qf> 


4n2  tp“1 


2 a 


9 — ~ö 


re2  ’ sin2<p 


— .tp* 

<rr  7 


’i  ,;.’Ä 


\a  sin<p — ycosqp 
n 


’ siogp— qpcosqp 


sin*qp 


. £•»  Sa  2rtre* 

v = re'*2  IT 

»*4^^.  sind— (3  cosd  sinn — ree 


"2a  re 


sinre— recos«  0 + re’ 


* t 


y 

Da  d = re,  so  läuft  die  Asymptote  der  Linie  AD  paralleL  Li 
ihren  Abstand  Taf.  VUI.  Fig.”  5.  von  A zu  erhalten,  bemerken  «« 
' dass  in  der  Gleichung 


r $ 


g—2a. 


L’ra 

wir. 


r= 


2a  tp 


re  sinqp 


für  g)=90°  r—a  wird;  daher  ist  AF=a.  Machen  wir  FE=AF 
und  ziehen  EG  parallel  AD,  so  ist  EG  die  Asymptote. 
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Dt  man  den  M^ikel  <p  negativ,  ■* 


*2« 


■f 


2«<p 


A — sin<p 


Ttsiinp 


dass  die  Cnrve  in  Bezug  auf  die  Aie  BD  ganz  symme- 
sie  bat  daher  noch  eine  zweite  Asymptote  E'G“,  wo 

'S*.  *.i;  £*.*£*  V*  (Q»“dratriz.) 

i 1.-  . * ■ 


* * 


1» 

JP 

=r+yif  q . cos  cp  * 


* * 


QO« 


l *, 

* jp 

— ±-,-=  ..jt 

1 +yi  + i/.  cos5 


* • . 1 

cosose  — — Ä 


yrr?' 

i+  ' • 


*4r.  ^ pVl  + y-simp 

dtp  {1  + VI+Ö-.  cosqs)1 


4 3=1 


I r 


A a 

* P 


/•VT+ 


q . sing? 


2V^l  + y.sind 


sind  = V"t — cos*d  — ,^r^—  , 
« ” \<K  V 1 + q 

**  *-‘o—  -4=,  cos d = ■ 

V Vl+7 


co8*=- 


oder 


hiercosd  jedenfalls  negativ  ist,  so  liegt  <5  im  zweiten  < 
t Quadranten;  wir  erhalten  also  zwei  Asymptoten. 

"in  q negativ,  so  wird  sbwohl  g,  als  auch  cosd  imaginär, 
k y£=fO,  an  wird  5=180°,  g = <x. 

Kur  wenn  q positiv  ist  und  einen  endlichen  Werth'  besitzt, 
®8  Cnrve  Asymptoten. 

Kun  drückt  aber  obige  Polargleichung  alle  Kegelscbnittslinien 
P nn<l  q haben  dieselbe  Bedeutung,  wie  in  der  Gleichung 

* . 

yI=px  + qx2. 
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Ist  <f  negativ,  so  nt  die  Laioie  eine  l^lipse. 
Ist  q — 0 „ » >>  Parabel. 

Ist  q positiv  „ ■ „ ' , , Hyperbel. 

Also  nur  Hie  letztere  Linie  hat  Asymptoten. 


Taf.  VIII.  Fig.  6.  Sind  n,  b die  Halbazen,  c die  Excentricität, 
so  ist  • 


■ (• 

,»  « 

2 A* 


6* 


V~ » <7  ’ 


daher 


loed  = — 


I , « — IT  > (Z 

^=vVT^==_«:' 


26* 


^4=6- 


■>\J b*  * W ||K 

V ^ 

i'v  | 1I0P‘  ^ * sfl 


Mittelst  dieser  Berthe  von  cosd  und  g sind  die  Asymptoten  leicht 
zu  constrniren.  1 


V# 


Hei  der  Parabel  fallen  die  Asymptoten  in’s  Unendliche;  bei 
ihr  wird  auch  der  Winkel  der  Tangente  mit  der  Axe  immer  klei- 
ner, je  weiter  sieh  die  Punkte  vom  Scheitel  entfernen. 

• 

Anmerkung  Die  Methode  zeigt  es  daher  auch  deutlich  an 
»vertu  die  ( urve  keine  Asymptoten  besitzt. 


1+cot^--  tg| 
* 


'H<-  **  '■  ■ 4fl| 

^ . v 2?»%  • * • * ^ r . . k, . 


.■#*  * £‘V.  ¥ • . 

,82~ r^  — ‘3-1  = tg(  — ö)<  ' i*  |N  I 

7t;\  4 ■ 2 

^ — ;j  oder  6 = — £ , • , * %** 
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dr_ 

dp 
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— A cot  j ■ Sec*|  4 
(1  + cot|  tg£  ) 


A* 


(1  + cot.j  tu 

9=  T l ^■  = -2A‘gvcosi.T' 

1 — 2 -cot  j «ec*  5- 

* ^I  + C°t.jtg|)* 

0 * A ' 

^,2A  tg  ^ . cos*  2 = — 2A  tg  5-  cos*  2 # 1 

t t • ' ‘ 

#= — ‘2  A sin  5- cos  ^-  = — Asinr. 

I -i  * *.  „ . t.Vi  <-,>  '*'»  . 

Taf  IX.  Pig.  7.  Der  Pol  der  Curve  ist  A ; der  veränderliche 
«mliel  <p  wird  von  AB  aus  gezählt. 

AB  ist  = A,  Z.ABG=t. , 

kt  der  Winkel  <p  positiv,  so  füllt  er  auf  die  Seite  von  AB 
2?,j  Da  hier  Winkel  <5  = — f gefunden  wurde,  so  muss  man 
msrl  BA  D ^ £ machen,  um  die  Richtung  der  Asymptote  zu 
erkalten-  Das  Zeichen  "• — im  Ausdrucke  von  g zeigt,  dass  man 
whmsse  hs\nt=AG  von  A nach  G tragen  muss.  [jL-GAB-  HO**). 
.*  ■ • • 

Die  Gleichung  der  Curve 


l+cot£tg| 


‘ .. 

ei“t  | 'är  jeden  W'erth  von  <p  nur  einen  WTerth  r.  Den  Ast  EB 
«hält  man,  wenn  man  q>  zwischen  — t und  ü nimmt. 

BCA  von  <p=0  bis  qp=l80°. 

A CE  von  <p=180°  bis  qp=300° — 1. 

benn  nehmen  wir  einen  Winkel  BAH"  = tp'  grösser  als  180",  so 
* 9=180«  + <p, 

A -A 


£ rp 

1 —cot. J cot  jy 


£ OP 

cot  cot —1 


ba  jetzt  r negativ  geworden,  so  muss  der  Leitstrahl  nicht  nach 
Tktil  W aa 
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der  Richtung  AH ",  sondern  nach  der  entgegengesetzten  Richtunz 
AH'  aufgetragen  werden. 

Diese  Linie  ist  die  Focale  (Brennpunktslinie).  Sie  ist  der 
geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Kegelschnittslinien,  welche 
entstehen , wenn  man  durch  einen  festen  Funkt  auf  der  Oberfläche 
eines  senkrechten  Kreiskegels  alle  möglichen  Ebenen  legt,  welche 
senkrecht  auf  der  durch  den  genannten  Funkt  und  die  Aze  de» 
Kegels  gehenden  Ebene  stehen. 

Mit  dieser  Linie  beschäftigte  sich  zuerst  Dr.  E.  Külp,  Pro- 
fessor an  der  höheren  Gewerhschule  zu  Dannstadt;  man  sehe: 
Francoeur’s  A n al y tische Geom etrie  in  derEbene,  über- 
setzt und  mit  Zusätzen  versehen  von  Dr.  E.  Külp; 
Seite '221.  u.  f.  Bern,  Chur  und  Leipzig,  Verlag  von 
J F.  J.  Dalp.  1839.  y 

Die  Focale  lässt  sich  sehr  einfach  auf  folgende  Art  coo- 
struiren. 

Taf.  IX.  Fig.  7.  Die  Linie  JK,  welche  durch  die  Mitte  von 
AB  geht  und  zur  Seite  des  Kegels  parallel  ist,  enthält  die  Mit- 
telpunkte aller  Kegelscbnittslinicn.  Legt  man  nun  durch  den  Pol 
A irgend  eine  Gerade  AH,  welche  die  JK  in  L trifft,  und  be- 
schreibt aus  L mit  dem  Halbmesser  LC  den  Halbkreis  HClf, 
so  sind  H und  //'  Funkte  der  Curve. 

y 2a6sin<p  

(a—  6)sino  + (a-f  6)cosatg<p 

• P • W.l  • ^ 

Damit  r=x  werde,  muss  der  Nenner  =0  werden,  indem  der 
Zähler  nicht  » werden  kann. 


( a — (r)sincr  -f  (u  -f  b)  cosc  tgd — 0 , 
ä — b . 


tg<5: 


a + b 


tg“. 


(/r  ((o— A)sin«-H((|/y)cosßtg9)coS(p— {o+^cosasinqp^^ 


!/= 


((a— 6)sina  -J  (a  f A)coscr t g<p)2 
2o6sin2dcos2d 

— (a-|  A)cosatg<5cosJd— (ad-A)cososin’ä’ 

— 2n&sin2dcosad 

9 — (o+6)cososind(co84d  + sin*d) ' 

SodsindcosM 
9 (a  -f  b)  coso 


Um  den  Winkel  & aus  diesem  Ausdrucke  zu  entfernen,  isf 
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9 


sind  = —p-IL-  — , cosd  — , — - ; 

Vl-ftg»d  V 1 +tg*d 


— lab 


tgd 


1 


^bhrb*a 


l-ftgz3 ' 1 + 

(a-j-d)cosa  (o  { 6)co8o(1  -f  tg*d)!’ 

. a. (q— &)2sin2« a*  fja  i labcosla 

' ® ^ (a  -|3)2cos2a  (q  + Ä)*cos*o  ’ 

lab  (a  — 6)  sin« 


1 


9=~ 


(a+6)acosacr. 


(a*  + 6*  -f-  2a6  cos2«)ä  ’ 


(q-f-6)3cos3a 
nd(qa — Aa)sin2a 


i ^ ( aa  -f  b‘l  -f  2a6cos2a)ä  ' 

Die  Asymptote  können  wir  nun  auch  construiren. 
In  Taf.  IX.  Fig.  8.  ist 


AC=b,  BC=a\ ; • ‘ 

ZACG=ZGCB=a-, 

Z GCH=<p,  CD  — r.  ■ 

Ualbirt  man  die  Gerade  AB  in  H,  so  ist  Z GCH—6 ; CH  gibt 
liaher  die  Richtung  der  Asymptote  an. 

Haibitt  man  ferner  die  Linien  AC,  BC  durch  die  Senkrech- 
ten JK  und  BM , welche  die  Linie  CH  in  K und  M schneiden, 
ond  zieht  die  Geraden  AK,  BM , so  ist  der  Abstand  iVO  d6s 
Durchschnittspunktes  N von  der  Linie  CH  gleich  der  Grösse  a. 
Errichtet  man  daher  auf  CII  die  Senkrechte  CS  und  macht  sie 
gleich  NO,  so  geht  die  Asymptote  durch  S. 


Beweis.  Das  negative  Zeichen  von  tgd  zeigt,  dass  der  Winkel 
d von  CG  aus  nach  der  Seite  gegen  B hin  aufzutragen  ist 

Sehen  wir  nun  von  diesem  Zeichen  ab , und  berücksichtigen 
nur  den  absoluten  Werth 


tse=rFÄtg“’ 


(a  + &)cosa  sind=  (a — b ) sinacosd , 
acosasind -|  6cosa  sind  = asincr  cosd — dsinacosd, 


asin (« — d)=6sin(a  f d) . 

Vergleicht  man  diesen  Ausdruck  mit  Taf.  IX.  Fig.  8.  und  denkt 
sich  die  Linie  CH  so  gezogen,  dass 

42* 
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4LGCH=s, 


,'BCQ  = u — d,  4.ACP=*a+d; 


BC.sinBCQ=AC.iioACP, 


BQ=AP. 


Daher  sind  die  rechtwinkligen  .Dreiecke  BQH  und  APB  idei 


tisch , folglich 


AU^BH. 


Der  Winkel  GCH  ist  daher  ='ä,  wenn  CB  durch  die  Mitte ' 
Aß  geht. 

Es  ist  nun  noch  nachzu weisen,  dass  NO —ff. 

Aus  den  ähnlichen  Dreiecke  APK,‘  NOK  folgt: 


NO:AP-KO.KP=CO-CK.KP, 


• KP=CO—  CK. 


Ganz  ebenso  erhält  man  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  AGl 

MBQ-.  4 


NO 

j^.MQ=CM-CO. 


Addirt  man  beide  Gleichungen  und  berücksichtigt,  dass  BQ=A 


^ (MQ+KP)  = CM  — CK  • 


Non  ist 


4.ACK=a+6,  4L  BCM—ct — d; 
Z.KAP=W0-2(a+6),  4LMBQ = 90°— 2(«-<5) ; 
MQ= BQ.tg(90° — 2(a—6)) = AP.  cot2(o— d) ; 
KP=AP.tg(9fy> — 2(a-J-d))  = AP.  cot2(a+d); 


’cosBCM  2cos(o — d)’ 


’ cos  A CK  2cos(«-f  <S)  ’ 


rt  man  diese  vier  Werthe  ein,  so  wird 
NO 

~Ap  (■d/*cot2 (a  — ff)  f APcoVl(a  + d))  , 


iVO 


a 

b 

2cos(o— ä) 

2cos(a  + d) 

a 

b 

2cos(o— d) 

2cos(a  + d) 

cot2(a+d)  -f  cot2(a — d) 


■t  aber  allgemein 


NO= 


coix  + cot»/  = , 

J suursiny 

acos(a-f-d)  — 6cos(« — d) 


2cos(a  6) coa(«+d)  • ^(aJ£22(a+i) 

t man  im  Zähler  die  Klammer  auf,  so  erhält  man 

(a— 6)coso  cosd — (a-f-6)  sin«  sind = — co£~a  . 

sin« 

(Siehe  Seite  323.  unten.) 

■v  (a+ff)sind  cos2« 


Wos(«— d)cos(«+d)-rv^— ^ 

V '2sin(«— ö)cos(a-d).2sm(a-|-d)cos(tt-fd) 


^ (a  -f  6)sindsin(«  — d)  sin  (a  + ö) 

sin« . 2sina  cos« 


aber 


fin(o— d)  = sinacosd— cosasind  = sinacosd 
2Asin«cosd 


0-5Ö1 


sin(« — d)  = 


n so 


NO= 


sin(«-f-d)  = 
(a+A)sind- 


a +6 

2asin«  cosd 

«f+6  ’ 

2asin«cosd  26sin«cosd 


a + 6 


a + b 


2sin2acosa 


32(5 


A'G>  = 


2«bsinöcosad 


(a-fü)cosa 

Dieser  Ausdruck  stimmt,  abgesehen  vom  Zeichen,  genau 
dem  zuerst  erhaltenen  Werthe  von  g überein. 

Bei  diesem  Beispiele  zeigt  Sich  der  Vortheil  unserer  Metboi 
sehr  auffallend.  Hütte  man  die  Asymptote  nach  einer  der  alhj 
Methoden  bestimmen  wollen,  so  hatte  man  zuerst  die  Polarst 
chung  auf  rechtwinklige  Coordinaten  transformiren  müssen,  *' 
durch  man  eine  Gleichung  vom  dritten  Grade  erhaiteu  bah 
würde.  Denn  setzt  man 

• 

x=rco8(p , so  ist  r=V *a+y*. 


y=rsin<p, 


‘g9>=|. 


, V 

S1D  <p=^-=  ’ 


Diese  Werthe  in  die  Polargletehung,  eingeführt  und  geordnet 
a—b,  „ . / „ ! ’labx  \ a — b 


'f  + 


rtgo.a:ya+  (x* 


«)2'+h_6tg“*,=<)' 


a+6  •*« 3 -r  V*™  (Tpj^osoy 
Diese  Gleichung  ist  aber  sehr  mühsam  zu  behandeln. 

Unsere  Methode  bietet  noch  den  Vortheil.  dass  man  nur 
Leitstrahl  oo  werden  zu  lassen  braucht,  während  man  bei 
alteren  Methode  beide  Coordinaten  nach  einander  =oo  sei 
muss,  um  alle  geraden  Asymptoten  zu  erhalten. 

Auch  finden  wir  den  kürzesten  Abstand  der  Asymptote 
Pole,  welcher  daher  immer  einen  endlichen  Werth  naoen  u 

Ueberdiess  sind  die  Polargleichungen  der  meisten  krmnJ 
Linien  viel  einfacher,  als  die  auf  rechtwinklige  Coordinaten  bei 
genen  Gleichungen.  Bei  den  sieben  Beispieleil  kommt  der  Radji 
vector  nur  auf  der  ersten  Potenz  vor,  während  die  andern® 
chungen  vom  zweiten , dritten  und  selbst  vierten  Grade  (Concbda, 
sind. 

Die  in  dem  Vorigen  entwickelte  Methode  fand  ich,  als 
mich  mit  der  Aufgabe  beschäftigte,  den  Glanzpunkt  drfr 
gel  zu  bestimmen. 

Diese  Aufgabe  lässt  sich,  da  die  Reflexion  in  der  Ebene 
sich  geht,  die  durch  den  Mittelpunkt  C der  Kugel,  durch 
Licht  B und  das  Auge  A gelegt  werden  kann,  auch  so 
drücken:  •- 

Es  ist  (Taf.  IX.  Fig.  9.)  ein  Kreis  um  C und  ausserhalb  i 
Punkte  A und  £ gegeben;  man  soll  auf  dem  Umfange  des  Kreis 
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denjenigen  Punkt  D finden,  so  dass  die  Winkel  ADE,  BDF, 
netehe  "die  von  A und  D nach  D gezogenen  Linien  mit  der 
Tangente  EF  bilden,  einander  gleich  sind. 

•Um  diese  Aufgabe  analytisch  zu  lösen , nehmen  wir 

BC—a,  ’ * 

» 

* . AC=b,  * CD=r, 

s'ACB=2a,  <'GCD  = <p, 
^.ACG—^LBCG—a. 


In  dem  \ ACD  ist 


igADC=- iiiltoL. 

r— oco#(a — cp) 


Ebenso  findet  man  im  A CDB 

° r — a coe(a  -f-  cp) 

■ • 1 

Da  nun  £ADC=^BDC,  so  ist 

* 0 • 

6sin  (a—<p) asin(tt-f  cp) 

r—b  cos  («  — -qp)  r— ocos(a  + <j>)  ' 

Aus  dieser  Gleichung  ist  nun  der  Winkel  cp  zu  bestimmen.  Wir 
jj*1  deshalb  die  Klammern  auf,  und  finden  nach  einer  leichten 
Kwuction: 

2 ab  . * 

sing» — (a+6)  tgy= (a— b)  tgo . 

Da  in  diesem  Ausdrucke  sinqi  und  tgqj  getrennt  Vorkommen , so 
lasst  sich  der  Winkel  cp  nicht  direct  berechnen;  dagegen  kommt 
«je  Grösse  r nur  auf  der  ersten  Potenz  vor;  nimmt  man  daher 
für  -bestimmte  Werthe  au,  so  lassen  sich  die  zugehörigen 
''erthe  von  r leicht  berechnen.  Es  stellt  daher  obiger  Ausdruck 
0»  Polargleichung  einer  Curve  dar,  woriii  cp  der  veränderliche 
" mkel , r der  Leitstrahl 
% * 

* 2s6ainy 

; • (<* — 6)sina-f-(a-f-6)cosatgg> 

Fig.  8.  Der  Durchschnitt  dieser  Curve  mit  dem  Kreise 
'?®  Jvadius  r gibt  den  gesuchten  Glanzpunkt.  Diese  Linie  ist 
so  der  geometrische  Ort  der  Glanzpunkte  aller  aus  demselben 
Punkte  C als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kugeln. 

n AVie  man  bemerkt,  schneidet  die  Linie  den  Kreis  in  vier 
D,  D1,  IT,  D>".  Der  Punkt  D‘  ist  der  Glanzpunkt  för 
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* 

den  Hohlspiegel.  D"  und  DT  haben  nur  eine  geometrische  Be- 
deutung. »•••.*. 

4 e • • 

Taf.  IX.  Fig.  8.  Die  Curve  lässt  sich  leicht  auf  folgende  Art 
cnnstruiren.  Man  beschreibe  einen  Kreis  um  C mit  dem  Halb- 
messer C4=?b,  ziehe  von  A aus  irgend  eine  Sehne  AE,  halbire 
6ie  durch  die  Senkrechte  CF,  so  ist  der  Dnrchschnitt  D der 
Linie  BEI ) mit  CF  ein  Punkt  der  Curve  ^ -.denn  es  ist  offenbar 
Z.  CDA=^CI)E.  Beschreibt  man  über  CA  alsT)urchmesser  einen 
Kwis,  so  liegen  auf  ihm  die  Mittelpunkte  aller  aus  A gezogenen 
Sehnen;  man  kann  sich  also  dadurcn  die  Arbeit  erleichtern. 

Man  kann  die  Curve  auch  dadurch  construiren , dass  man  um 
C irgend  einen  Kreis  beschreibt,  von  den  beiden  Punkten  A 
und  B aus  Tangenten  an  den  Kreis  legt,  so  geben  die  vier 
Durchschnittspnnkte  dieser  vier  Tangenten  auch  vier  Curvenpunkte. 

Als  ich  nun  die  Asymptote  dieser  Linie  bestimmen  wollte, 
fiel  es  mir  auf,  dass  man  noch  keine  Regel  hatte,  dieselbe  aus 
der  Polargleichung  abzuleiten. 

r 

Die  weitläufigen  Entwickelungen,  welche  zur  Bestimmung 
der  Asymptote  dieser  Curve  nach  den  früher  bekannten  Regeln 
erforderlich  sind , veranlassten  mich , darüber  nachzudenken , ob 
es  nicht  möglich  sei,  die  Asymptote  direct  aus  der  so  einfachen 
Pnkrrglaichung  herzuleiten.  So  kam  ich  auf  die  oben  entwickelte 
Methode.  Im  siebenten  Beispiele  findet  man  sie  auf  die  Glanz- 
curv»  angewandt. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  auf  etwas  aufmerksam  machen 
Vergleicht  man  nämlich  die  Figuren  Taf.  IX.  Fig.  7.  u.  8.  mit  einander, so 
findet  man,  dass  sie  in  der  Gestalt  ziemlich  übereinstimmen,  na- 
mentlich, wenn  man  Taf.  IX.  Fig.  8.  herumdreht,  so  dass  B oben 
1 hin  kommt.  Beide  Linien  haben  eine  Schleife,  einen  Doppel- 
punkt, eine  Asymptote,  ferner  eine  gerade  Linie,  welche  aureb 
den  Doppelpunkt  geht  und  zur  Asymptote  parallel  ist.  Alles  diess 
fuhrt  auf  den  Gedanken,  dass  beide  Linien  nahe  verwandt,  viel- 
leicht ganz  identisch  sind. 

Soll  das  Letztere  stattfinden,  so  müssen  ihre  Gleichungen, 
auf  dasselbe  Coordinatcnsystera  bezogen , genau  mit  einander 
übereinstimmen.  Wir  wollen  diess  näher  untersuchen.  Zuerst  trans- 
formiren  wir  die  Gleichung  der  Focale  auf  rechtwinklige  Coordi- 
dinaten  (Taf.  IX.  Fig.  10.1,  nehmen  M als  Anfangspunkt,  MC  als 
Abscissenaxe,  Mi  als  Ordinatenaxe ; bezeichnen  AI A durch«, 
MC  durch  m,  und  LC—LH—q,  so  haben  wir  zufolge  der  Con- 
»truction  dieser  Linie  (Siehe  Seite  322.) : ■ 

m — p:c  —a ::r. — y, 

Q '•  y—  LA  : c, 

LA=c*-f  (m— p)*:  ' ' • 

i » * 

ri/  = y.  LA  —y\  c-  | (m  ; ' 

m • * 
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c V =*y*  (c2  + (m  - p)*) ; 

c*r  cx 

. o — m ; 

c y 

c*x* 


m — q = 


c— y'  * 

(m  (c— -y)  — c:r)*=y4((c— y)*  + .t*)  ; 
rw*(c— y)* — 2 cm(e — y)x+c*a:*=ys(c— y)*  +y2^* ; 
m*(e — y)* — llemx(e—y)  + .t2(c  +y)(c-y)  -ya(c  -y)4  = ü ; 
m*(c— y)  — lemx  + **(c+y)  — y*(c— y)  -0; 
inJ&—  m*y — ’lcinx  -f  er*  -f-  r*y  — cy  4 f y 3 = 0 ; 
y3— cy*  + r*y— m*y  + er®— 2cror  -J-  cm*=0. 


Wir  wollen  nun  aucli  die  Gleichung  der  Glanzcurve  für  das 
nämliche  Coordinatensystem  suchen. 

Die  Linie  CH  in  Taf.  IX.  Fig.  8.  entspricht  offenbar  der 
Linie  CJ  in  Taf.  IX.  Fig.  7.;  denn  beide  gehen  durch  den  Dop- 
pelpunkt C und  sind  der  Asymptote  parallel.  Die  Linie  CH  dient 
ms  daher  als  Abscissenaxe.  In  Taf.  IX.  Fig.  7.  haben  wir  AM 
lurOrdinatenaxe  angenommen;  da  wir  aber  in  Taf. IX.  Fig.  8.  den 
dem  Punkte  A in  Fig.  7.  entsprechenden  Punkt  noch  nicht  ken- 
nen, so  nehmen  wir  ihn  zuerst  wHIkührlich  in  A'  an,  bezeichnen 
den  Abstand  CM“  von  der  Linie  A'M'  durch  l,  und  wollen  die- 
ses l so  bestimmen , dass  beide  Gleichungen  möglichst  nabe  über- 
eüistiramen. 

Aus  Taf.  IX.  Fig.  II.  finden  wir  nun  leicht 


r cos(rp  + d)  = / — x, 
rsin(<p  + d)=y . 


Aus  diesen  beiden  Gleichungen  sind  r und  <p  zu  bestimmen 
und  in  die  Polargleichung  der  Glanzcurve  einzuftihreo.  Man  findet 

i r*=y*  + (/-r)V 


tg(9+d)  = 


y _ tgy  + tgd 

l — x 1 — tgg>  tgd 


*S9>== 


y— ((— g)ty<s 
/— ?Fy»ßdc  • 

j ‘ ♦ 
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. y — (/ — .zjtgä  « — (/ — x)teö  , 

sin®  = * ■ ■ ^=cniid=3 — i ^-2-  .COSÄ. 

V(/-x)»+y^  r 

Setzt  man  nun  zuerst  diese  Werthe  von  tgg»  und  siny  in  <b 
Gleichung 

2a6sinqp 


"(a — 6)sina  + (a-f-6)cosatgqp  ’ 


so  erb&lt  man 


2e6cos<5(i/ — (/— ,r)tgd) 

r 

r_  ^ ,y-(/-x)tgd 

(a—o)  sin«  + (a  + ftjcosg^^  + t gg 

, 2q6co8%  — (/—  x)tgd)(/— ar  + ytgd) 

r (a— A)sin«(/ — x tgd) + (a + 6)  coso(y — (/ — x)tgf)  ’ 

($*  + (/— x)1)  t (« — 6)sina(/ — .r~t-ytg<5) +(a + 6)coso(y — (/— x)tg^  I 
=2a6cos<5(y — (/ — -r)tgd)(/ — JJ+jftgd). 

Betrachten  wir  zuerst  den  Ausdruck  in  der  grossen 
und  bemerken,  dass 

(a—6)sin«=(a-f  6)cosatgd,  , 

so  haben  wir 

(«+6)cosa{  (/— jr)tg<5  -f-  ytg*<J-f  jr  — (/— x)tgi ) = (a+6)coso.y(l+^ 
und  weil 


cosd= 


1 


V i+tg*d’ 


so  ist 


w=a. 

+<<-«>•>  | 

= 2abcos8(y(l — x)  — (/— ar)*tgd  + y*tgd — jr(£— ar)tg*d) , . 1 

(äcSr  & + = yd-xKl-teW + (y*-</-*)  W 

Bezeichneil  wir  der  Küteft-  halber  den  ersten  CoeSdenteo 

(a  + o)cosa 
2aAcos *d 
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cb  f,  so  ist 

/jr*+ W—  *)*—&— *)(l— tg*3) + »“‘g3 — (/— *)*tg3 , 

fy3  +/yp— Wy* + fy*%  * 

=lyi  1— tg*d)  — *y(l—  tg*d)  +y2tgd— /*tg<5  + 2£etgd— x*tgd, 

+ (*-»)» 


•s3_*_?%3a.+ 


+ Y* 


Ptgi 


=o. 


gleichen  wir  nun  diese  Gleichung  Glied  für  Glied  mit  der 
ichang  der  Focale  (Seite  3'2'J.),  so  findet  sich: 


*?=«,  t^?-a=  0; 


Pt.e3 , 


i mr 


,^-2/=0 


/= 


I— tg»3 

y ' 


«wo  Werth  von  l in  die  folgende  Gleichung  gesetzt,  gibt 


- .(1-tg*3)»  (l-tg«d)«  (1— tg2d)* 


t 


2f* 


4/a 
i~tg2d 

w 


4 r 


m=l. 


Setrt  man  in  den  beiden  letzten  Ausdrücken 
m—l  und  ^y-  = c, 

♦ werden  sie  identisch. 

Da  also  b’eide  Gleichungen  auf’s  Genaueste  übereinstimmen, 
‘I™  daraus  hervor,  dass  die  Focale  und  die  Glanzcurve  eine 
aie  nämliche  Linie  sind.  • . . 
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Es  ist  nun  • 

r—  (a  + b)  cosa 
. ' 2a6cos*<J  ’ 

also 

tgd 2a&sindcosad 

f (o  -f-  6)coso  ’ 

a6cossi(l — tg2d) 

”*  (a-f6)cosa 

\ Aus  diesen  VVerthen  von  c und  m können  wir  auch  den  Win- 
kel 6 wegbringen: 


, * a — & , i 1 . » tgd 

<i6(n2— 62)sin2(t 

c (a*  -f  62-|-2a6cos2a)l  ’ 

ab  (2a  b + (a®4-62)  cos2a) 

m (a*+ 6*+2a6cos2a)l 

• 

Vergleicht  man  den  Werth  von  c mit  dem  früher  gefundenen 
Werthe  von  NO  in  Taf.  IX.  Fig.  8.  (Siehe  Seite  326.), 
so  findet  man,  dass  sie  einander  gleich  sind,  dass  also  N der 
Punkt  ist,  der  dem  Punkte  A in  Taf.  IX.  Fig.  7.  entspricht.  Auch 
folgt  nun  CO  = m. 

Seite  322.  haben  wir  eine  Construction  der  Focale  ange- 
geben ; diese  können  wir  jetzt  auch  auf  die  Glanzcurve  an  wen-' 
den.  Zieht  man  nämlich  Taf.  IX.  Fig.  8 durch  den  Punkt  N irgend 
eine  Gerade  BNB',  welche  die  Linie  CH  in  Itt  schneidet  und 
macht  man 

MB=  MI?  = MC, 

so  sind  B und  B'  Curvenpunkte.  Hieraus  lässt  sich  aber  leicht 
umgekehrt  vermittelst  zweier  gegebener  Punkte  A und  B der 
Punkt  N finden.  Denn  halbirt  man  die  Linien  AC,  BC  durch 
die  Senkrechten  JK,  Litt , « eiche  CH  in  Al  und  M schneiden, 

so  gibt  jetzt  der  Durchschnitt  der  Linien  AK  und  BM  den  ge- 
suchten Punkt  N , weil  offenbar 

AK—KC  und  MB=IUC. 

Es  folgt  daraus  NO=c=g  — dem  Abstand  der  Asymptote 
vom  Pole.  * * , 

Dieser  Beweis  ist  viel  anschaulicher  als  der  oben  gegebene. 
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Für  c and  m erhalten  wir  die  Ausdrücke: 

2a6sindcos*ä 

C*~  (o+Ä)cosa  ’ 

q6'cos*d(  1 — tgad)  _ 

m (a+6)cosa  ’ 


wo 


tgd=^T-*tg«. 

Die  beiden  Grüssen  c und  m cbarakterisiren  die  Focale  voll- 
stSndig ; man  kann  sie  leicht  aus  den  gegebenen  Grössen  a,  b 
und  a der  Glanzcurvc  berechnen.  Wollte  man  aber  umgekehrt 
aas  deo  gegebenen  Grössen  c,  m der  Focale  die  entsprechenden 
a,  b und  a der  Glanzcurve  berechnen,  so  hat  man  dafür  nur  zwei 
Gleichungen ; man  kann  daher  eine  der  drei  Grössen  a,  b,  a will- 
kührlich  annehinen  und  dann  die  zwei  andern  berechnen. 

Dividiren  wir  den  Ausdruck  von  c durch  den  von  m,  so  wird 
Tat  IX.  Fig.  8. 

c 2sin<5  2tgd 

m (1— tg*d)  cos  d 1 — tg*d  ’ 

daher 


tg.2<J—  - 
3 m 


ISO 
— CO' 


Also  ist 

^.NCO=2ö,  ^NCG=^GCII. 


Ist  daher  c und  m gegeben,  so  ist  Winkel  5 nicht  mehr  will- 
kührlich. 


Setzen  wir  — = tt,  so  wird 
a 


■ i 


tgd. 


Nehmen  wir  für  n irgend  einen  Werth  an,  so  lässt  sich  Winkel 
o berechnen.  Man  hätte  aber  auch  Winkel  « willkührlich  anneh- 
men und  das  zugehörige  ri  befechnen'können : 


tg «r-  tgd  , mn(<* — Ä) 

• n—  -P  , p-j.  oder  • 

tgo  tgo  sm(«  f-d) 

Hat  man  nun  n und  Winkel  a bestimmt,  so  kann  man  jetzt  a 
und  b berechnen : 
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_ <Kljf«)c08«  • . ; 

ios<5.sin'26  ’ 


oder  auch 


csio2n  _ 
sin  (o  -f  d)sin2i  ’ 


und  endlich  a=—  ■ 
n 

Wir  können  aber  auch  Alles  durch  eine  einfache  C’onstnuction 
erhalten.  Tragen  »vir  nämlich  Taf.  IX.  Fig.  8.  nur  den  tvillktihrlich 
angenommenen  Werth  von  a zu  beiden  Seiten  der  Linie  CG . also 

s'XCG=j'Z>CG, 

so  ist  CK  das  neue  b und  C25  das  neue  a.  Ziehen  wir  die 
Linien  2J/>  und  25/>,  so  ist  auch 

zaßc=zsöt’. 

Wir  könnten  daher  auch  in  25  das  Licht  anbringen,  so  ist  wie- 
dernm  D der  Glanzpunkt  für  das  in  3 befindliche  Auge. 

Die  Glanzcurve  enthält  daher  nicht  nur  die  Glanzpunkte  für 
alle  conrentrischen  Kugeln , sondern  sie  erlaubt  auch , dass,  trenn 
sie  für  eine  bestimmte  Stellung  des  Lichtes  und  Auges  gegen  den 
Mittelpunkt  der  Kugel  construirt  ist,  einen  jener  Punkte  trillköbr- 
lich  auf  ihr  anzunebmen ; dann  ist  aber  die  Lage  des  andern  be 
stimmt. 


« 
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xin. 

fragen  aus  der  Mechanik- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Vorstand  der  höheren  Bürgerschule  zu  EUenheiiu. 


L Ueber  die  Kurve,  die  ein  Hund  beschreibt,  der 
seinem  Herrn  folgt. 

'*  • 


Es  sei  der  Weg,  überhaupt  die  Bewegung  des  Herrn  völlig 
Wannt ; zugleich  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  beide  Bewe- 
gungen in  derselben  Ebene  vor  sich  gehen.  Es  seien  am  Ende 
der  Zeit  t\x,  y die  Koordinaten  des  Ortes  des  Herrn,  u,  v des 
Höndes,  so  ist  y als  Funktion  von  x bekannt,  nährend  beide 
bekannte  Funktionen  von  t sind,  c ist  eine  Funktion  von  u und 
dies«  letztere  wieder  von  x,  also  .auch  von  t.  Sei  nun 


y=<p(x), 


(1) 


3s 


.worin  <p(x)  bekannt  ist  Sei  ferner  die  Geschwindigkeit  gj  des 
Herrn  in  jedem  Augenblicke  nitmal  so  gross  als  die  Geschwindig- 
keit >-  des  Hundes,  so  ist  • 


w 


Hieraus  folgt: 


(2) 


(3) 
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Die  Geschwindigkeit  des  Hundes  am  Ende  der  Zeit  t ist  nach  der 
Linie  gerichtet,  die  von  (x,p)  nach  (u,t>)  geht.  Diese  Linie  macht 
mit  der  Axe  der  x einen  Winkel,  dessen  Cosinus  gleich 

x — u 

V (y— «)*+(•**-«)*  * 

dessen  Sinus 

y— ? 

V (y— t)*+(x— ul*’ 

so  dass 

0p 0a  y — p du 03  3". — u 

dt~Bt  V(y— p)2+(x^uP’  Bt'-Jt'  Vb-rr+  (x^ü)* 

Hieraus  folgt: 

0p y — p 

du  x—«’ 

oder 

(a;— «)^=y— »■  (4) 

Aus  dieser  Gleichung  crgiebt  sich,  dass  die  Linie  von  (x,y),  nach 
(k,p)  Tangente  ist  im  Punkte  (u,v)  an  die  Kurve  des  Hundes. 

Man  zieht  aus  (4): 


0*p  0c  (dx  \ , 0x  0P 

(* ■ ““)  0ü*  + 0i  Cäi  “V = 9 (*} 


d.  h. 


0*e 

0x (x-,lhu* 

<)u  ....  du 


(5>.  . 


v'fy-du 

A 

r Gleichungen  (3)  und 

(x_u) =»»rvV)- / r •. 
<* - Vl+(9'W)tmMz)-|]  V^Gu)’ • (0) 


Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (3)  und  (&)  erhält  man:  ..  , 


oder 
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Die  Gleichung  (4)  ist  auch 

dv 

<p(x)~c=(x  — u)  £u  ■ (7) 


Man  eiiminire  nun  zwischen  (6)  und  (7)  die  Grösse  x,  so  erhält 
man  eine  Differenzialgleichung  in  e und  u,  aus  der  die  eine  dieser 
Grüssen  durch  die  andere  ausgedrückt  werden  kann.  Diese  Glei- 
chung ist  die  Differenzialgleichung  der  Kurve  des  Hundes.  Ver- 
mittelst (2)  kann  man  sodann  u,  r als  Funktionen  von  t bestim- 
men und  vermittelst  (7)  die  zu  einander  gehörigen  x und  u er- 
kennen. 

Wir  wollen  den  besonderen  Fall  betrachten,  in  dem  der  Herr 
eine  gerade  Linie  beschreibt.  Nehmen  wir  sie  als  Axe  der  x an, 
so  ist  in  (I)  9>(x)=0,  also  sind  die  Gleichungen  (6)  und  (7): 

c'r 

-t  — (x— u)g- , (70 


(x  - u) 


S2c 


Hieraus  folgt: 


•B=-(srv 

Cm  (8)  zu  integrireu  setze  ich 


also 


*o  ist  aus  (8) : 


woraus 


Sc 


dp dp  Sj: dp 

du * du  de  du  P de  ’ 


ep-^^mp'Vl  + p9, 

*S£=mp^  l+p*i 

j p*r i+p»  j » 

'(?'  y~i)=,-(°|*)< 


Theil  XV. 


(oo 


(»> 


33 
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worin  C eine  «villkührliche  Konstante.  Hieraus  ergiebt  sieb 

>0+2=i =c„. 

V 

2 Ce1" 


ferner 


l-CV^n 

2Crm 


„ r,_  m CV"+l 

SD~2Ü-m)C~  2(ro  + l) 


+ e. 


wo  C eine  neue  willkührliche  Konstante. 

Die  Gleichung  der  Kurve  des  Hundes  ist  also 


n , c1-”1  Cem+1 

+ 2C(I-m)  — 2(m  + l)’ 


(9) 


vorausgesetzt,  dass  nicht  m=1.  In  diesem  letztem  Falle  lande 
man : 


u=C  + 


?_(v) 
2 c 


Ce* 

4 


(10) 


In  diesem  letztem  Falle  würde  die  Kurve  des  Hundes  der 
Axe  der  x (oder  «)  sich  nähern,  ohne  sie  zu  erreichen.  Im  All- 
gemeinen ist  also  nothwendig  m<l. 

Um  einen  besondern  Fall  festzustellen,  wollen  wir  annebmeo, 
dass  im  Anfänge  der  Zeit  t: 


ar=0,  u=0 , v=a 
Öll 

sei,  so  folgt  aus  (7')  im  Anfang  g^=0,  d.  h. 

0 = 1 — C*a*">, 


und  aus  (9): 


fll— m 

0~e+2Oi3.7, 


!Ql-m) 

Aus  der  ersten  dieser  Gleichungen 


Cam+l 
~ -('»+!) 

folgt: 


und  aus  der  zweiten: 


c=A-~ 

am 
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o-  C’T  2(1_m)  i'2(1+fll)  - , 

l3r- 

Demoach  ist  in  diesem  Falle  die  Gleichung  der  Kurve  des  Hundes: 

. om  ___  amv1~~Tn üm+1  ^ 

W + 1— ma  + 2(1—  m)  * 2am(m  |-l  j’ 

worin  die  oben»  ond  untern  Zeichen  zusammen  gehören. 

Nimmt  man  an,  dass  die  Bewegung  nach  der  Richtung  der 
positiven  x geschah,  so  müssen  die  untern  Zeichen  gewählt  wer- 
den, und  man  hat: 

am  rm  f 1 amc1—m 

U ~T— + 2/r» ( m -f  1)  “ 2(Ji;^j-  f9") 

Oie  Zusammenkunft  geschieht  in  dem  Punkte,  dessen  Abscisse 
am 

"j—m»'  lsG  a*if  der  Axe  der  x.  Gesetzt  die  Bewegung  des  Herrn 
sei  gleichförmig  gewesen,  dessen  Geschwindigkeit  =«,  so  ist 

xxx  at. 

Die  Bewegung  des  Hundes  ist  ebenfalls  gleichförmig;  seine  Ge- 
sdnriidigkeit  — • Um  u.c  als  Funktionen  von  t zu  erhalten,  hat 
man 

«2m 


du_ 

dv‘ 


1 ■ — Cir2m 
2 Co" 


1- 


a1m 


a ®* — v‘2m 

0cm  ” — iam  vm  ’ 

~ am 


ilso  aus  (70: 

tfaUi — / j am  em+*  m amvl~m  s 

2 amvm  — 1 — m2_  2a«(m  + l)  + 2(l-m)^ 

woraus  v als  Funktion  von  1 zu  bestimmen  ist.  Aus  ('.)")  ergiebt 
«ich  sodann  auch  u als  Funktion  von  t. 

n um  am 

Fflr  *=T=&=ttt  ,st  *=SfT^*  a,so 


®(a**>  — p*o> 


2amvm 


vtm ) |“  am  am  r”'  + 1 , 

■ — Lt  — ma_  1=5»  “ 2am(m-|-iy  + 2(1  -m)J 


ampl—m 


ptn4  1 


2(1 — m)  2am(m-^-l), 


«3* 
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»voraus  » = 0,  so  dass  also  wirklich  das  Zusammentreffen  Statt 
hat  und  zwar  am  Ende  der  Zeit  — — ~~S\  • Der  Weg  des  Hun- 


des ist 


o(l  — m2) 


,/Y  hGO^-ZV  '*<*&? -f-lSP' 


+ »>t-,  ZT»  + vi  • 


om  e*~  " 


rm  + * 


2C’(l-m)  T 2(m  + t)  r ^ ~ 2(l~m)  2(m+l)«' 

und  folglich  von  p = a bis  r=0: 


u fl  r* 

2(1 — m)  "*  2(1  + tb)  1— m2’ 

wie  natürlich,  da  seine  Geschwindigkeit  Uebrigens  ist  da* 

Letztere  richtig,  welches  auch  die  Art  der  Bewegung  des  Herrn 
gewesen. 

Da  im  Anfänge  der  Bewegung  (die  Gleichung  (9°)  vorausge- 

00  t 

setzt)  so  ist  die  Axe  der  y Tangente  der  Kurve.  Im 

OtTt  00 

Punkte  ist  -g-=0,  also  dort  die  Axe  der  x Tangente 

an  die  Kurve. 


Die  allgemeine  Form  der  Gleichung  der  Kurve  ist  eigentlich 

„2=(r 


„m-fl  pl-mamyi 

2 + 2i»"(m  + 1)  — 2(1  —m)J  ’ 


und  es  sind  also  zwei  Zweige,  die  beiderseitig  mit 
am  . am 


t/  = ■ 


oder 


o wuvi  f n 

1—m* 

enden.  Die  Kurve  (9W)  geht  nur  von  e=a  bis  P=0. 


II.  Ueber  den  vortheilh  öftesten  Abhang  eines  Kanals, 
an  dessen  Ende  das  Wasser  einen  industriell  zu 
benutzenden  Fall  bilden  soll. 


Wenn  Wasser  in  einem  offenen  Kanäle  iliesst,  der  einen 
gleichförmigen  Fall  hat  und  dessen  Durchschnitt  überall  derselbe 
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ist.  to  findet  man  die  gleichförmige  Geschwindigkeit  e,  die  es 
mnimmt,  durch  die  Gleichung: 

~ UC  + /3  c* 


»nrin  A die  Fläche  des  Schnitts,  C sein  benetzter  Umfang,  i der 
fall  auf  jeden  Meter,  a,ß  zwei  Konstanten,  die  bestimmt  nur- 
den  zu 

o=0,00004445,  (5  =0,0003093. 

(Man  sehe:  Navier,  Kesume  des  le^ons  sur  l’application 
de  la  Mecanique.  Partie.  § 122.) 

Gesetzt  nun,  es  befinde  sich  in  einem  Flusse  eine  Insel  und 
der  Fluss  habe  Wasser  genug,  dass  man  die  Kraft  desselben 
industriell  anwenden  könne.  Man  wolle  zu  diesem  Ende  durch 
die  ganze  Länge  der  Insel  einen  Kanal  graben,  an  dessen  Ende 
das  Wasser  einen  kleinen  Fall  bilden  soll,  dessen  Kraft  nun  an- 
sewendet werde.  Es  ist  nun  ganz  klar,  dass  man  den  grössten 
Fall  erhalten  würde , wenn  man  deu  Kanal  horizontal  anlegte, 
allein  in  diesem  Falle  würde  kein  Wasser  durch  denselben  .flies- 
sen.  Dagegen  würde  die  grösste  Masse  Wassers  durch  densel- 
ben fliessen , wenn  man  ihm  dieselbe  Neigung  gäbe,  die  der  Fluss 
bat;  in  diesem  Falle  hätte  man  aber  keinen  Fall.  Zwischen  die- 
sen beiden  Aeussersten  nun  liegt  der  Fall,  da  mau  bei  grösst- 
raöglichem  Falle  die  grösstmögliche  Masse  Wassers  erhält. 

Stelle  Taf.  X.  Fig.  3.  AB  — CD  die  (horizontal  gemessene) 
linge  L der  Insel  (des  Kanals)  CE  dar;  sei  i dessen  Fall  auf 
de«  M eter,  so  ist  DE=Li ; endlich  sei  AC—H  der  Unterschied 
der  Niveaus  des  Wassers  an  den  Enden  der  Insel,  so  ist  BE 
=ü~Li.  Bedeuten  A und  C was  oben,  so  ist  die  Geschwindig- 
keit des  Wassers  im  Kanal  gegeben  durch 


Ai 


C~ 


oo-f  (3b®, 


. C(av-t-ßc2) 
A 


Oie  Menge  Wassers,  die  in  einer  Sekunde  durch  den  Schnitt  des 
Kanals  Qiesst,  ist  Av;  also,  wenn  g das  Gewicht  der  Kubikeinheit 
de«  Wassers  ist,  deren  Gewicht  Agr.  Diese  Masse  fallt  durch 
die  Höhe  H—  Li,  kann  also,  unten  angekommen,  die  Arbeit 


Agv(II — Li) 


rerrichten,  wenn  man  darauf  nicht  achtet,  dass  sie  schon  eine 
anfängliche  Geschwindigkeit  besitzt.  Achtet  man  darauf,  so  muss 
man  obiger  Grösse  uoen 


Aqv.^--  = 


Aqv3 


2 9~  ^ 


zufügen.  Alsdann  ist  die  Arbeit,  die  in  der  Sekunde  durch  da.« 
lallende  Wasser  verrichtet  werden  kann: 
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Aqr(H-Li)  + ^?-=  A/Jqv  — 


= AHgv  —L(fCaD9— LyCßi'3  + 


ALgO(av+ß^)v  Afr>' 


Aev* 

*a  ’ 


welche  Grosse  nun  ein  Maximum  sein  soll.  Man  findet. 

AH -2LCav— 3LCjSo»+^-=0, 

_2  LCga  + V iIßC*g*a*-'2AHgCiA-6LCßg) 
*“  AA—6LCßg 

Av*q 


Hätte  man  vernachlässigt,  so  hätte  sich  ergeben; 


AH 

9/3a  T 'SLCß' 


Kennt  man  r,  so  findet  sich: 

wodurch  nun  der  vorteilhafteste  Abfall  gefunden  ist. 


111.  Ueber  das  Princip  des  Yelluriums. 


Eine  Kugel  drehe  sich  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  u 
eine,  ausser  ihr  liegende  Axe  AB  (Taf.  X.  Fi".  4.),  und  mit* 
Winkelgeschwindigkeit  e zugleich  um  eine  durch  ihren  Mittel}!« 
gehende,  mit  AB  parallele  Axe  CD,  und  es  sei  die  Richtung  * 
t der  von  m entgegengesetzt ; man  verlangt  die  Lage  einer  bei 
bigen  (festen)  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Linie  EF 
Ende  der  Zeit  t. 

Man  nehme  AB  als  feste  Axe  der  z an  und  lege  durck. 
zwei  Axen  der  x und  y,  die  anfängliche  Richtung  von  AC  tt 
die  Richtung  der  positiven  Axe  der  x an,  und  die  positive  Al 
der  y sei  so  gewänlt,  dass  die  Richtung  der  Geschwindigkeit 
von  der  positiven  Axe  der  x unmittelbar  zur  positiven  Axe  < 
y gehe.  Durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  lege  man  eben  so  d 
in  ihr  festes  Koordinatensystem , von  dem  ÖD  die  positive  An 
der  z,  und,  in  der  anfänglichen  Lage,  die  Axen  der  x,  nnJ  s 
den  vorigen  (der  x und  y)  parallel  seien.  EF  sei  so,  dass  M 
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im  Anfänge  mit  den  festen  Axen  in  A die  Winkel  a,  ß,  y mache, 
»eiche  Winkel  sie  also  in  diesem  Augenblick  auch  mit  deu durch 
0 gehenden  Azen  macht. 

Offenbar  werdeu  wir  unsere  Aufgabe  auch  dadurch  lösen  kön- 
nen, dass  wir  zuerst,  während  einer  Zeit  i,  der  Kugel  bloss  die 
Bewegung  um  AB,  und  dann  während  einer  eben  solchen  Zeit 
bloss  die  um  CD  ertheilen.  Lassen  wir  also  zuerst  die  Kugel 
»ich  bloss  um  AB  drehen  und  suchen  wir  am  Ende  der  Zeit  t 
die  Lage  der  Azen  in  Q in  Bezug  auf  die  in  A.  Die  beiden  Azen 
der  : sind  noch  immer  parallel.  Die  Aze  der  xt  (durch  O)  macht  mit 
der  Aze  der  x (durch  A)  den  Winkel  tot,  mit  der  der  y den  Win- 
kel j — tot,  mit  der  der  z den  Winkel  % i die  Aze  der  yt  macht 

mit  der  der  x den  Winkel  tot,  mit  der  der  y den  Winkel  tot 

und  mit  der  der  z den  Winkel  Bei  dieser  Drehung  sind  als'o 

die  durch  O gehenden  Azen  beweglich  gewesen,  als  feste  Linien 
in  der  Kugel. 

Lassen  wir  nun  die  Kugel  sich  um  CD  während  einer  Zeit  t 
drehen  und  während  dieser  Zeit  die  Axen  der  xt , yt , z,  fest  (als 
feste  LinieD  im  Raume,  unbeirrt  durch  die  Bewegung  der  Kugel), 
so  wollen  wir  die  Lage  von  EF  in  Bezug  auf  die  durch  ö ge- 
henden Azen  am  Ende  der  neuen  Zeit  t suchen,  an  deren  Anfang 
natürlich  EF  mit  diesen  Azen  die  Winkel  a,  ß,  y machte.  EF 
macht  mit  CU  ständig  deu  Winkel  y ; legt  man  also  durch  EF 
«nd  CD  (die  Aze  der  z,)  eine  Ebene  und  achtet  auf  die  Durch- 
schnittfiiinic  dieser  Ebene  mit  der  Ebene  der  xt  yt , so  macht 
diese  Durchschnittslinie  am  Ende  der  Zeit  t mit  der  Aze  der  xt 

TC 

den  Winkel  at  — tt , mit  der  Aze  der  yt  den  Winkel  — .°i  + 

mit  der  der  Zj  den  Winkel  g,  wenn  al  der  anfängliche  Winkel 

mit  der  Axe  der  xt  ist.  a,  ist  zu  bestimmen  aus  den  Glei- 
chuogen : 

coso= cosc^siny , cosß  = siiißjsiny ; 


d.  h. 


Für  unsern  Zweck  wäre  es  vollkommen  genug,  a,  =0  zu  setzen, 
in  welchem  Falle  ß=%>  «=^  — y wäre.  Doch  wollen  wir  die 
Allgemeinheit  beibehalten. 

Sind  nun  <*',  ß',  y'  die  Winkel,  welche  die  EF  mit  den  durch 
0 gehenden  Axeu  am  Ende  der  Zeit  t macht,  so  hat  man 
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cosn'  = cos(a, — t<).sinj'.  cos^'  = 8in(a,— ct).s\ny , /=  y.  (2) 

Man  wird  nun  , wenn  man  beide  erhaltenen  Resultate  zusammen 
nimmt,  leicht  einseben,  dass  die  mehr  genannte  Durchschnitts- 
linie  mit  den  Axen  der  x , y,  z folgende  Winkel  macht  am  Ende 
der  Zeit  l ( während  .welcher  beide  Bewegungen  zugleich  ge- 
schahen) : 

mit  der  Axe  der  x den  Winkel:  cat  + cr,  — tf=a,  + (co — t)t, 

7t  7t 

mit  der  Axe  der  y den  Winkel:  ^ — fflt—  (o,— -rf)=  .y — - (o>— s)t. 

■uit  der  Axe  der  z den  Winkel:  v-- 

Sind  also  jetzt  a",  ß",  y"  die  Winkel  der  Linie  EF  mit  den 
drei  Axen  durch  ,-1,  so  ist: 

•osa"=cos(oi  d-(a) — f)/).siny,  cos/3"=sin((o>— r)t  -f-or,).8in-/ , yn=y . (3) 

Für  den  hesondcrn  Fall , dass  o)=f,  wie  diess  beim  Teilurium 
der  Fall  ist,  folgt  aus  (3): 

COStt"=cosof1siny,  cosj3"'=sino,siny , y"=y;  (4) 

d.  h.  wenn  man  (4)  mit  (1)  vergleicht: 

ß“  = ß,  /'=y-  (5) 

oder  die  Linie  EF  bleibt  beständig  mit  sich  sei  bst  pa- 
rallel. 

Dreht  also  eine  Kugel  sich  um  die  Axe  Ali  und  zugleich  um 
die  mit  ihr  parallele  CD,  sind  die  beiderseitigen  Winkel- 
geschwindigkeitengleich. aber  entgegengesetzt  gerichtet,  so  bleibt 
jeder  durch  O gehende  Durchmesser  der  Kugel  beständig  mit  sieb 
parallel.  Diess  ist  nun  das  l’rincip  des  Telluriums.  Die  Einrich- 
tung desselben  ist  übersichtlich  folgende: 

Eine  Stange  Ali  (Taf.  X.  Fig.  5.)  ist  um  MN  drehbar.  An 
MN  ist  ein  horizontales,  nach  unten  gezähntes  Rädchen  G fest. 
In  dieses  greift  ein  vertikales  Rädchen  C ein,  das  an  der  Stange 
CD  ist,  welche  letztere  in  E und  Fan  Ali  befestigt,  sonst  aber 
ganz  frei  ist.  In  l)  ist  ein  vertikales  Rädchen,  ebenfalls  fest  an 
CD  und  ganz  gleich  dem  in  C,  welches  dann  in  das  horizontale 
//  eingreift,  das  gleich  G,  aber  innerhalb  der  Rädchen  C und 
D ist. 

Die  Axe  dieses  Rädchens,  die  an  demselben  fest  ist.  trägt 
den  (Halb-)  Ring  KL,  an  dem,  an  der  (schiefen)  Axe  KL  ein« 
Kugel  ist.  Man  sieht  leicht  ein,  dass  diese  Vorrichtung  die  obi- 
gen Voraussetzungen  verwirklicht,  so  dass  KL  hei  der  Bewegung 
von  Ali  um  MN,  wobei  also  die  Kugel  sich  um  MN  und  UJ 
dreht,  die  Linie  KL  z.  B.  (die  Erdaxe,  wenn  die  Kugel  die  Erde 
in  ihrer  Bewegung  um  die  Sonne  vorstellt  und  KL  um  23*/*° 
gegen  MN  geneigt  ist)  immer  mit  sich  parallel  bleibt,  was  be- 
kanntlich mit  der  Erdaxe  der  Falle  ist. 
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XIV. 

leber  Cnrven  zweiter  and  dritter 
Ordnung* 

Von  dem 

Herrn  Doctor  T.  Clausen, 

Observaror  un  der  Sternwarte  zu  Dorpat*  • 


Der  elegante  Pascal’sche  Satz  in  Beziehung  auf  Curven 
nreiter  Ordnung  veranlnsste  mich  einen  ähnlichen  in  Beziehung 
auf  Curven  dritter  Ordnung  aufzusuchen.  Bei  diesen  letztem  ge- 
stalten sich  aber  die  Gleichungen  viel  vernickelter;  so  dass  ver- 
nutlilicb  mehrere  solche  Sätze  existiren,  die  man  erlangt,  wenn 
man  die  Gleichung  der  Curve  auf  verschiedene  Weise  behandelt ; 
«»bei  man  bei  Curven  zweiter  Ordnung  auf  einerlei  Resultat 
kömmt,  bei  denen  dritter  Ordnung  aber  verschiedene  Resultate 
findet.  Ich  gelangte  durch  eine  völlig  gleiche  Behandlungsweise 
n dem  Pascai'scben  Satze  und  zu  einem,  wie  ich  glaube,  neuen 
•'infachen  Satze  in  Beziehung  auf  Curven  dritter  Ordnung,  der 
mir  der  Veröffentlichung  nicht  onwerth  schien,  weshalb  ich  ihn 
tnittheile. 

1.  Zuerst  suche  ich  die  allgemeine  Gleichung  einer  Curve,  die 
durch  vier  gegebene  Punkte  Pt,  Pt,  P3,  P4  geht.  Zieht  man 
durch  zwei  dieser  Punkte  Pt  und  P2  eine  Gerade  und  betrachtet 
diese  als  Axe  der  und  setzt  man  den  Anfangspunkt  der  Coor- 
dinaten  im  Punkte  A : so  hat  man  für  die  beiden  Punkte 

x=APL=a,  y=0; 

und 

• x — APt—a',  y=0. 

I-k  sei  A’r=0  die  Gleichung  für  die  Curve.  Man  sieht  leicht,  dass 
K,  um  den  beiden  Werthen  zu  genügen,  von  der  Form  sein  müsse: 
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K=(x—a)(x — aOAf,  + yÄ,; 

in  welcher  Formel  Kl  and  Ka  andere  Polynome  von  x und  j > 
konstanten  bezeichnen.  Es  seien  nun  ferner  die  Gleichungen 
die  Geraden,  die  durch  Pt  und  Pa , P,  und  Pt  gehen: 

li=x  — a+ly= 0;  4 = ar  — a' + A'y=0; 

sei  ferner  l—y,  so  hat  man: 

x — a=fj — ly,  x — a'  =lt  — l‘y; 

(A  und  A'  bedeuten  Constanten)  also: 

K=l7  .Ll  .Kl  1 . Ks  . (1) 

worin  K . ein  ähnliches  Polynom  als  Kg  bezeichnet  Auf  ganz 
liehe  Weise  tiodet  man,  wenn  man  die  Gleichung  tur  die  bet 
die  durch  P3  und  P 4 gezogen  ist,  /3=0  setzt: 

K=tl.li.KA-\- h.Kfi  (2) 

Subtrahirt  man  nuu  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  von  einand« 
findet  sich: 

f1./,.(A1-A’4)  = /,.A6-/.A3. 

Da  in  dem  Durchschnitte  der  Geraden  l und  /,*)  weder  l,  dm 
verschwinden,  so  muss  Kx  — K4  in  diesem  Punkte  =0  sein, 
muss  daher 

Kl-Kt=l.Ka-l,.K7 

sein , wo  wiederum  Kg  und  Kr  Polynome  von  x und  y bezeid 
Demnach  ist: 


Ki  — I-Kq  — Kt — I, . K7  — Ka, 
wodurch  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  verwandeln  in: 

K=/l.Ll.Ka  + l.l^U.Kg  + t.K3  =h.h.Kg  + l.(K,  + /,i,J 5 
K=h-l*Kg  + IM-Kr  + lt.Kgxxli.lg.Kg  + 1 \ 

Demnach  ist: 

l(Ki  -f  ll.lt.Kg)—l, . (Kg-t  ^.l^Kj) . 

Es  muss  also  sein: 


*)  Kürze  halber  werde  ich  im  Folgenden , wenn  kein  Miaarmli 
nie«  zu  befürchten  iat,  «tatt:  die  Gerade  deren  Gleichung  L= O,  acble 
weg  die  Gerade  L schreiben. 
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K.  + ^ l 


oder  endlich: 


K=lt.l,.Kt  + i.l,.K9  (3) 

'2.  Bei  Curven  zweiter  Ordnung  werden  die  Grössen  A„  und 
A,  Constanten.  ISimmt  man  nun  zwei  andere  Punkte  P>,  Pt  auf 
der  Curve  an,  und  setzt  die  Gleichung  der  Geraden,  die  durch 
P,  und  Pb  geht:  /4=0;  der  Geraden,  die  durch  P,  und  Pt  geht: 
4=0;  und  der  Geraden,  die  durch  P6  und  P9  geht:  /s=0;  so 
bat  inan  auf  ganz  ähnliche  Art  in  Beziehung  aut  die  Puukte  P3, 
P4,  Ps , P,  folgende  Gleichung  für  die  Cnrve: 

A=A./4.24  + it'./4./1  ...„.(4) 

»o  k und  k Constanten  bezeichnen.  Eliminirt  man  nun  aus  den 
Gleichungen  (3)  und  (4)  4,  so  erhält  man: 

(k.lt—  K9.l)K=k.Ka.li.lt.lt-k.  K9Ut.U  ...(5) 

Da  k,  k,  Ka , K9  Constanten  sind , so  wird 
k.li-K9.l=l7=  0 

di«  Gleichung  einer  Geraden  sein.  Die  neun  Durchschnitte  der 
drei  Geraden  4,  4 und  /4  mit  den  drei  anderen  Geraden  l , lt 
und  L liegen  also,  da  in  ihnen  die  beiden  Glieder  der  Gleichung  (5) 
'eraciwinden . entweder  auf  der  Curve,  oder  auf  der  Geraden  l7. 
Aon  aber  schneidet  die  Gerade  2j  die  Geraden  l und  /4  auf  der 
Cime.  Sie  kann  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden, 
also  muss  der  Durchschnitt  mit  /, , da  er  von  den  beiden  andern 
in  Allgemeinen  verschieden  ist,  auf  der  Geraden  L liegen.  Ehen 
»o  müssen  die  Durchschnitte  /,  und  /*_,  /4  und  l auf  derselben 
Geraden  liegen.  Dieses  ist  der  Pascal’sche  Satz. 

3.  Bei  Curven  dritter  Ordnung  werden  die  Grössen  Ka.  K9 
in  der  Formel  (3)  nicht  über  die  erste  Ordnung  sein;  eine  dersel- 
ben muss  wenigstens  vom  ersten  Grade  sein , da  sonst  die  Curve 
nur  von  zweiter  Ordnung  wäre,  ln  dem  Folgenden  wird  ange- 
nommen, dass  beide  die  Gleichungen  von  Geraden  darstellen,  dass 
also  die  Gleichung  für  die  Curve  von  folgender  Form  sein  wird : 

K=l.ly.  u + /,./*. 4» (6) 

Die  Gerade  l gehe  durch  die  Punkte  P, , P,,  PT  (Taf.  VII. 
Fig.  5.);  /,  durch  die  Punkte  Pit  PH : !>  durch  Pt,  Pt,  P, ; 
h durch  Pt,  Pb,  so  sieht  man  leicht,  dass  4r  durch  die 

Punkte  P, , Pt,  P9;  und  dass  /*  durch  PT,  PB , P9  geht.  Wenn 
man  also  durch  vier  in  der  Curve  liegende  Punkte  P\  , Pt, 
Pt,  Pj  die  vier  Geraden  zieht:  1)  P,  Pt . die  die  Curve  überdies 
in  Pj  schneidet:  2)  P4P6,  die  die  Curve  in  P,  schneidet; 
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3)  P,  P,,  di«  di«  Care«  Boch  in  PT  schneidet ; 4)  P,P4,  die  die 
Curve  noch  io  Pt  schneidet*  so  schneid  es  die  Geraden  P,P,  und 
P7P1  die  Curve  i»  demselben  Paukte  Pt. 

Es  n erden  die  Gerades  / nnd  l}  bei  behalten,  oder  die  Punkte 
Pi,  Pt.  Pt,  P„  P7 , and  > »er  andere  Gerade  gezogen : tx  durch 
die  Punkte  Pt,  P,,  P, : f,  durch  Pj , P, , P, ; P4  durch  P,. 
P, , P,:  1 1 durch  Pr . P,‘ , P,.  Alle  diese  Punkte  liegen  auf 
der  Curve.  Statt  de*  Viereck*  Ps , P,  , P,,  P,  entsteht  also  eia 
neue*  P4.  P,,  P, . P, . dessen  verlängerte  Seiten  die  Curve  io 
denselben  Punkten , wie  die  verlängerten  Seiten  des  erstem  schnei- 
den. I>a  beide  iu  der  Curve  eingeschrieben  sind,  so  bat  man 
ebenfalls  für  das  letztere: 

Kz=Lfif* (7). 

F.lirainirt  man  ans  den  Gleichungen  (6)  .und  (7)  f, , so  ergiebt 

■ich: 


K oder  die  Gleichung  für  die  Curve  kann  nicht  durch  l t heilbar 
sein,  folglich  muss 


tl.r$-i4.it=Lj 

sein,  wo  L— 0 die  Gleichung  einer  neuen  Geraden  ist.  Dem- 
nach ist: 

LfeiV.A  ~ fx  - (8)  • 

Die  Gerade  /,  kann  die  Curve  nur  in  dreien  verschiedenen  Punk- 
ten schneiden,  nemlich  in  ihren  Durchschnitten  mit  f, , /4,  4; 
der  Durchschnitt  i (Taf.  VII.  Fig.  5.)  mit  liegt  daher  auf  der 
Geraden  L\  eben  so  liegen:  k der  Durchschnitt  von  /.t  mit  Piif 
der  Durchschnitt  von  l\  mit  /4;  v der  Durchschnitt  von  l't  mit 
/4  auf  derselben  Geraden.  Wir  haben  also  den  Satz: 

„Beschreibt  man  in  einer  Curve  dritter  Ordnung 
zwei  Vierecke,  deren  verlängerte  Seiten  die  Curve  iu 
denselben  vier  Punkten  schneiden;  so  liegen  die  vier 
Durc  hschuitte  der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit 
den  den  gegenüberliegenden  Seiten  entsprechenden 
in  dem  andern  Vierecke,  auf  einer  Geraden.“ 

Durch  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich , wenn  die  acht  Durch- 
schnitte der  vier  Seiten  eines  in  die  Curve  eingeschriebenen  Vier- 
ecks mit  der  Curve  bekannt  sind , mittelst  eines  neunten  Punkts, 
nenn  dieser  nicht  der  oben  erwähnte  neunte  Punkt  P,  ist,  eine  un- 
endliche Anzahl  Punkte  der  Curve  durch  die  leichteste  Constru- 
ction  finden.  Es  sei  nemlicb  (Taf.  VII.  Fig.  5.)  P5  dieser  Punkt 
Man  ziehe  P«  Ps  oder  l\ , die  die  Gerade  /,  in  dem  Punkte  0 
schneidet;  P4P4  oder  die  Gerade  P4,  die  fj  in  dem  Punkted 
schneidet  Durch  a und  ß ziehe  man  nun  die  Gerade  Lj , die  I, 
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im  Punkte  y , lx  aber  im  Punkte  S schneidet,  so  gehen  die  Gera- 
den durch  P,  und  S,  l‘b  aber  durch  P7  und  y,  wodurch  das 
■ranze  Viereck  völlig  bestimmt  ist.  Man  findet  also  auf  diese 
Weise  drei  neue  Punkte  durch  Uülle  des  einzigen  I*b.  Durch 
Verwechselung  der  Geraden  /,  lx  und  unter  einander  und 
U,  lb  lassen  sich  mehrere  neue  Punkte  blos  durch  P,  linden; 
*enn  man  aber  die  neu  gefundenen  auf  dieselbe  Art  als  be- 
handelt, oder  die  neuen  Complexe  von  drei  und  drei  Geraden 
anwendet,  und  die  Operationen  wiederholt,  kann  man  jede  belie- 
bige Anzahl  Punkte  auf  der  Curve  linden. 

4.  Es  seien  io  einer  Curve  zweiter  Ordnung  zwei  Vierecke 
eingeschrieben,  deren  auf  einander  folgende  Seiten  l,  /, , /»,  l, 
und  t,  /', , t% , sind.  Man  hat  also,  wenn  if=0  die  Gleichung 
der  Curve  ist: 


K=Ut+ll.ll, 


folglich  durch  Elimination : 


Von  den  sechszebn  Durchschnitten  der  vier  Geraden  l,  1. 1,  l\ 
und  f,  mit  den  vier  andern  1‘2,  /,  und  l3  liegen  nur  acht  auf 
d«  Curve,  und  können  nicht  mehr  verschiedene  licgeu,  weil  jede 
Gerade  die  Curve  nur  in  zweien  Punkten  schneiden  kann.  ’ Die 
übrigen  acht  Durchschnitte  l und  l2  mit  /'  und  /'2;  lx  und  l,  mit 
und  P,  liegen  auf  einer  Curve  zweiter  Ordnung,  oder  einem 
Systeme  von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 


rWWi4=0 

int  Man  kann  hieraus  folgenden  bekannten  Satz  folgern : 

„Wenn  von  zweien  in  einem  Kegelschnitte  einge- 
schriebenen Vierecken,  die  drei  Seiten  des  einen  die 
entsprechenden  drei  Seiten  des  andern  auf  einer  Ge- 
raden schneiden;  so  liegt  der  Durchschnitt  der  vier- 
ten Seite  mit  der  entsprechenden  im  andern  Dreiecke 
auf  derselben  Geraden.  Zugleich  liegen  die  Durch- 
schnitte der  vier  Seiten  des  einen  Vierecks  mit  den 
cutsp rechenden  gegenüberstehenden  im  anderen  Vier- 
ccke  auf  einer  anderen  Geraden.“ 

5.  In  einer  Curve  dritter  Ordnung  seien  zwei  verschiedene 
’ierecke  eingeschrieben,  in  denen  blos  zwei  einander  gegenüber- 
stehende  Seiten  die  Curve  in  denselben  beiden  Punkten  schnei- 
den.  Es  sei  also  Ä=0  die  Gleichung  der  Curve,  so  ist: 

K=  l.ly 
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Eliminirt  man  hieraus  l,  so  ergiebt  sich: 

(/'i y K=i't -ir .k.r,.r  . 

Von  den  fünfundzwanzig  Durchschnitten  der  Geraden  f,,  tt, 
l,,  lt,  li  mit  den  Geraden  t.,  lt,  l\,  t,,  f'*  liegen  die  in  dem 
untenstehenden  Schema  mit  0 bezeiebneten  Durchschnitte  der  in 
der  obern  horizontalen  Reibe  mit  denen  in  der  vertikalen  anf  der 
Curve.  Die  übrigen  liegen  auf  einer  andern  Curve  oder  Systeme 
von  zweien  Geraden,  deren  Gleichung 

l\.l\-lr.h=Q 


ist. 
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Hieraus  folgt  sogleich,  dass  wenn  drei  dieser  letztem  Durch- 
schnitte auf  einer  Geraden  liegen . die  sämmtlichen  zehn  Durch- 
schnitte auf  zweien  Geraden  liegen  müssen,  und  zwar  auf  jeder 
fünf  derselben.  » 
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XV. 

Zweite  Bearbeitung'  des  in  dem  Auf- 
sätze Tbl.  XIII  Ar.  XXXIII.  gege- 
benen Beweises  eines  geometrischen 
Satzes. 

Von 

Herrn  Theodor  Lange 

zu  Berlin. 


Es  erscheint  hiermit  eine  neue  Bearbeitung  des  Beweises  zu 
dem  in  Tbl.XllI.  Nr. XXXIII.  S.  341.  aufgestellten  Satze:  Wenn  ans 
zwei  Punkten  A und  B einer  geraden  Linie  zwei  gerade  Linien  AC 
und  BD  ausgehen,  welche  mit  der  Linie  AB  die  Winkel  a und  b 
bilden  mögen,  und  wenn  eine  aus  dem  Punkte  A auf  die  Gerade 
DB  gezogene  Linie  von  der  Länge  r den  Winkel  a in  demsel- 
ben Verhältnisse  theilt,  in  dem  eine  aus  dem  Punkte  B auf  die 
Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länge  r den  Winkel  b 
theilt,  so  sind  die  Winkel  a und  6 einander  gleich.  Der  hier 
folgende  Beweis  scheint,  abgesehen  von  seiner  grossem  Einfach- 
heit, deshalb  vielleicht  einige  Aufmerksamkeit  zu  verdienen,  weil 
in  seinem  Verlauf  deutlicher  hervortritt,  woher  es  wohl  gekommen 
ist,  dass  so  viele  Versuche  einen  rein  geometrischen  Beweis  die- 
ses Satzes  zu  geben,  gescheitert  sind.  Indem  nämlich  die  Bedin- 
gung, dass  die  Halbmesser  in  den  Winkeln  a und  6 liegen  müs- 
sen, einmal  begrenzend  und  dann  wieder  ausschliessend  wirkt;  da 


dieselbe  bewirkt,  dass,  wenn  a^>PBA  ist,  die  Gleichung  ^-=^7 

die  Gleichung  0=6  bedingt,  indessen  sie,  wenn  a<^PBA  ist, 
die  Gleichung  unmöglich  macht  und  den  Fall,  dass  die  Kreise 
sich  nicht  schneiden  , ganz  ausschliesst;  aber  auch  die  Gleichungen 
ab  n b 

'=  p,  und  —,  = ~ä  nicht  eintrcten  lässt. 
a p a p 


(Von  nun  an  «.  m.  Taf.  \.) 
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Alle  geraden  Linien  aus  einem  Punkte  A,  auf  denen  Punkte 
liegen,  welche  von  einem  Punkte  B den  bestimmten  Abstand  r 
hauen , sind  Secanten  aus  A für  den  mit  r als  Halbmesser  um  den 
Punkt  B beschriebenen  Kreis.  Ebenso  sind  alle  gerade  Linien 
aus  dem  Punkte  B,  auf  denen  Punkte  liegen,  welche  von  dem 
Punkte  A den  bestimmten  Abstand  r haben,  Secanteu  aus  B für 
den  mit  dem  Halbmesser  r um  A gezeichneten  Kreis.  — Man 
stelle  sich  vor,  eine  Secante  für  den  Kreis  um  A aus  dem  Punkte 
B drehe  sich  um  diesen  Punkt  so,  dass  sie  aus  der  Lage  BA 
als  der  ursprünglichen  sich  nach  einer  Richtung  bewege,  bis  sie 
in  die  Lage  jeder  Secante  gekommen  ist  Der  bei  dieser  Drehung 
zunehmende  Winkel,  welchen  die  Secante  mit  BA  bildet,  sei  b. 
Sind  wahrend  der  Drehung  auf  die  Secanten  stets  die  Halbmesser 
gezogen,  so  wird  jeder  Halbmesser  mit  BA  Winkel  bilden,  von 
denen  der  eine  a mit  dem  Winkel  6 gleichzeitig  zunimnit,  indes- 
sen der  ihm  der  Lage  nach  entsprechende  Winkel  a1  am  andern 
Halbmesser  fortwährend  abuimnit.  Man  bezeichne  ferner  den  Win- 
kel , den  eine  beliebige  Secante  aus  A für  den  Kreis  um  B mit 
AB  bildet,  mit  a und,  der  obigen  liezeichnung  der  Winkel  tr  und 
a'  entsprechend,  die,  Winkel,  welche  die  auf  diese  Secanten  gc- 
zogeueu  Halbmesser  gegen  AB  bilden,  mit  ß und  ß1. 


Da  die  W'inkel  « und  b beständig  denselben  Werth  behalten, 
dagegen  b und  a gleichzeitig  zunehmen , so  nimmt  das  Verhältnis» 

— ab,  indessen  s zunimnit.  Es  kann  also  nur  höchstens  ein- 

“ a b ß 

mal  — = -s  werden,  während  die  Secante  in  die  Lage  jeder  Se- 

' fl  Ä 

cante  gekommen  ist.  Da  aber,  wenn  a=b  ist,  immer  — =p- 

a 6 , 

so  muss  auch  umgekehrt,  wenn  — =-ß  ist,  a=b  sein. 

Mit  mehr  Schwierigkeiten  ist  aber  die  Untersuchung  verbau 
den , unter  welchen  Bedingungen  die  Quotienten  — , und  einan- 
der gleich  sind,  da  diese  Verhältnisse  gleichzeitig  zunehmen.  Man 
stelle  sich  vor,  b nehme  immer  um  einen  beständigen  Wrinkel^ zu;  als- 
dann wird  a‘  um  W'inkel  abnehmen,  welche  selbst  entweder  stetig  zu- 
nehmen,  wenn  AB^>r  ist,  oder  immer  gleich  bleiben,  wenn  AB 
=r  ist,  oder  stetig  abnehmen,  wenn  AB  <r  ist.  Während  da- 

f)  Jl 

her  das  Verhältniss  -jp  von  Null  beginnend  bis  -jp  immer  um  die- 
selben W'erthe  zunimmt,  muss  ^ von  ^ beginnend  bis  zu  un- 
endlich grossen  Wcrthen  zunehmen.  Daraus  folgt,  dass  das  Ver- 
hältniss 


während 
o 


um  immer  gleiche  Stücke  zunimnit, 

um  immer  grössere  und  grössere  zunimmt,  deon  dieses  Verbält- 
niss  muss  sich  immer  in  derselben  Weise  ändern.  Da  nun  aber. 
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wenn  b gleich  a wird,  jp  = ^ist,  so  folgt,  dass  anfangs^-,  < ~ ist,  dann 
»ber  ß,=s~,  dann  dann  und  zuletzt  p-,  < ^ 

wird.  Im  Allgemeinen  muss  daher  zweimal  ß,  gleich  — wer- 
den, und  zwar  einmal  wenn  o—b  ist. 

Wenn  gleich  es  mir  nicht  gelungen  ist,  die  Grenze  genau  zu 
bestimmen,  wann  die  Gleichung  = fp  die  Gleichheit,  wann  die 

Ungleichheit  der  Winkel  a und  b bedinge,  so ‘zeigt  doch  folgende 
Untersuchung , dass  unter  besondere  Bedingungen  nur  dieser  oder 
jener  Fall  eintreten  kann. 

Es  sei  zuerst  AB  und  r so  gegeben , dass  die  Kreise  um  A 
und  um  B sich  schneiden.  Wenn  in  diesem  Falle  ß'  gege- 
ben ist,  und  b gleich  ß'  wird,  so  ist  a'>«,  folglich  -r,>  — . Es 

a b “ 

muss  daher  schon  ehe  b=ß'  geworden  ist,  einmal  gewe- 

sen sein,  und  es  muss  auch,  wenn  6>j 3'  wird,  nocfi  einmal 

a b 

Z—t,  werden.  Da  b hier  kleiner  als  a ist,  und  wenn  b=a  wird, 
**  ab 

üe  Verhältnisse  — , und  ß,  gleich  sind,  so  folgt,  dass  wenn 
(i  5 

j—%  ist,  während  6>j3'  ist,  die  Winkel  a und  b einander 

gleich  sind.  — Wenn  aber  a < ß'  ist,  und  b = ß'  wird,  so  ist 
. , b n _ , , , ab 

Ob',  also  Da  uun  aber,  als  b—a  war,  — ,=  p,  gewe- 

sen sein  muss,  kann,  wenn  6>ß'  wird,  die  Gleichung  ~,  = ß, 

eicht  eintreten.  Wenn  also  beide  Kreise  sich  schneiden  und 

a b 

j—ß,  ist,  während  b^ß'  »st,  so  muss  auch  der  Winkel  a gleich 
den»  Winkel  b sein. 


Es  sei  AB  und  r so  gegeben,  dass  die  Kreise  sich  nicht 
schoeiden,  so  zeigt  die  Figur  deutlich,  dass  die  Winkel  a'  und  ß' 
nicht  gleichzeitig  in  den  Winkeln  a und  b liegen.  Wenn  man 
daher  als  Bedingung  hinstellt,  dass  a!  und  ß'  gleichzeitig  in  den 
ihnen  entsprechenden  Winkeln  a und  b liegen  sollen , so  schlicsst 
man  den  Fall,  dass  die  beiden  Kreise  sich  nicht  schneiden,  aus, 
indem  man  die  Bedingungen,  welche,  wenn  die  Kreise  sich  schnei- 
den, die  Gleichungen  = p;  und  a—b  gleichzeitig  auftreten 

lassen,  erfüllt.  — Wenn  daher  ~;=p>  ist,  während  o'  und 
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3*  Tb«ile  von  a und  b sind,  so  ist  der  Winkel  a gleich 
dem  Winkel  4. 

Es  Me»«  TOT!  noch  zu  zeigen,  unter  welchen  Bedingungen 
die  desefcaag  — = ^-„  oder  ^=ß  auftritt.  — Da  das  Verbäll- 

ni ss  — immer  abnimnit,  wenn  %.  zunimmt,  so  kann  höchstens 

B a b ß 

einmal  — = werden.  — Wenn  a kleiner  als  ein  Rechter  ist, 

“ P ^ 

i#t  ß‘>ß,  mithin  ß.  < -ß  > das  abnehmende  Verhältnis«  — wird 
daher  bei  grösserem  Werthe  von  b das  Verhältniss  jp,  als  das 

Verhältnis*  5-  erreichen,  so  dass,  wenn  — —s.  ist,  und 

p * u p 

immer  b grösser  als  n sein  müsste.  Wenn  alter  n grösser  ist,  als 
ein  Rechter,  so  lindet  man  auf  dieselbe  Weise,  dass,  nenn 

—=4  sein  soll,  b kleiner  als  n sein  müsste. — Aus  der  Gleichung 

* £ 

— folgt,  wenn  a kleiner  als  b ist,  n — er <6 — ß'  oder 

o + < 4> -J- «.  Es  kann  aber  nie  a + ß‘  + o sein,  wenn  anders 

nicht  ist.  End  wenn  a>6  ist,  folgt  aus  der  Gieichuu; 

a—a  >6— /J'  oder  a + 0'>  A-f-o.  Es  kann  aber  a-f-jS' 
nie  grösser  sein,  als  b-\-a,  wenn  nicht  b kleiner,  als  ein  Rech- 
ter ist.  Wenn  demnach  — = 4i  sein  soll , muss  einer  von  beiden 

<*ß  . . 

Winkeln  a oder  b grösser  und  der  andere  kleiner  sein,  als  ein 
0 U ö 

rechter  Winkel.  Dasselbe  gilt  von  der  Gleichung  ^ — ß' 

Bedingung  tritt  aber  nie  ein,  wenn  die  Winkel  o'  und  ß oder 
er  und  ß'  gleichzeitig  in  ihre  entsprechenden  Winkel  a und  4 
fallen. 

Nachdem  nun  gezeigt  ist , dass  erstens,  wenn  ^ = ß ist,  auch 

immer  a=b  sei,  dass  zweitens,  wenn  ist,  und  gleichzei- 

tig a!  und  ß'  in  ihre  entsprechenden  Winkel  a und  b fallen,  auch 
tl  — b sei,  dass  drittens,  wenn  a1  und  ß oder  ß'  und  a gleich»«- 
. . , u 4 

tig  in  ihren  entsprechenden  Winkeln  a und  b liegen,  nie 

oder  ~:=g,  werden  kann,  so  hat  man  folgenden  allgemein*» 
Satz. : 


Wenn  aus  zwei  Punkten  A und  B einer  geraden 
Linie  zwei  Linieii^dCundßD  ausgehen,  welche  rait  der 
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Linie  AB  die  Winkel  a und  6 bilden  mögen,  und  wenn 
eine  aus  dem  Punkte  A auf  die  Linie  BD  gezogene 
Linie  von  der  Länge  r,  den  Winkel  a in  demselben 
Verhältnis«  theilt,  in  dem  eine,  aus  dem  Punkte  B auf 
die  Linie  AC  gezogene  Linie  von  derselben  Länge  r, 
den  Winkel  b theilt,  so  sind  die  Winkel  a und  b einan- 
der gleich. 

Dieser  Satz  umfasst  den  durch  die  Schwierigkeiten  seines 
Beweises  bekannten  Satz:  Wenn  eine  aus  einem  Dreieckswinkel 
auf  die  Gegenseite  gezogene  Linie  r diesen  W'inkcl  in  demselben 
Verhiiltniss  theilt,  in  dem  eine  aus  einem  andern  Dreieckswinkel 
auf  die  Gegenseite  gezogene  Gerade  von  derselben  Länge  diesen 
zweiten  Winkel  theilt,  so  ist  das  Dreieck  gleichschenklicb. 

Mit  diesem  Satze  steht  folgender  auf  gleicher  Linie:  Wenn 

eine  gerade  Linie  von  zwei  anderen  geschnitten  wird,  und  theilt 
eine  aus  dem  einen  Schnittpunkt  auf  die  andere  gerade  Linie 
gezogene  Gerade  von  gegebener  Länge  r einen  der  W’inkel  in 
demselben  Verhältnis«,  wie  eine  aus  dem  andern  Schnittpunkt 
auf  die  erster«  gerade  Linie  gezogene  Gerade  von  der  gegebenen 
Länge  r dessen  W'echselwinkel  oder  dessen  gleichliegenden  Win- 
kel theilt,  so  sind  die  beiden  Linien  parallel. 
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Wie  man  den  körperlichen  Inhalt  der  Halbkugel  oder  der 
Engel  durch  Vergleichung  derselben  mit  einem  Kegel  und  einem 
Cylinder  zu  bestimmen  pflegt,  ist  bekannt  genug , und  findet  sich 
fast  in  alten  Lehrbüchern  der  Geometrie.  Nicht  so  bekannt 
scheint  zu  sein,  verdient  aber,  so  einfach  die  Sache  auch  an  sich 
Ist,  für  den  geometrischen  Elementarunterricht  wohl  eine  Bemer- 
kung, dass  man  fast  mit  derselben  Leichtigkeit  ganz  auf  dieselbe 
Weise  sogleich  den  körperlichen  Inhalt  eines  beliebigen  Kugel- 
segments , und  dann  ferner  auch  dessen  sphärische  Oberfläche, 
bestimmen  kann,  wie  im  Nachfolgenden  in  der  Kürze  gezeigt 
werden  soll. 

Ist  nämlich  Täf.  X.  Fig.  1.  die  allgemein  bekannte  Figur  für 
den  Fall  der  Halbkugel,  so  denke  man  sich  GN  parallel  mit  AB 
gezogen,  und  betrachte  nun  die  drei  durch  Umdrehung  vor 
F/JUN,  HEM,  DJLF  um  CE  oder  KE  als  Axe  entstandener 
KOrper , welche  respective  ein  Cylinder,  ein  Kugelsegroent  und 
ein  abgestumpfter  Kegel  sind.  Betrachtet  man  nun  einen  beliebi- 
gen mit  GN  parallelen  Schuitt  G'N1,  so  ist: 

Schnitt  im  Cylinder  = K'G^.n, 

Schnitt  in  der  Kugel  — K'H'2.n, 

Schnitt  im  Kegel  —K'J^.n. 

Zieht  man  aber  CH',  so  ist  CH'— KG',  und  ausserdem  ist  offen- 
bar K‘J'  — CK! ; also  ist 

Schnitt 
Schnitt 
Schnitt 


im  Cylinder  = CH'2 . n , 
in  der  Kugel  = K'H^.n, 
yn  Kegel  = CK 12 . n . 
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Weil  nun  nach  dem  pythagoreischen  Lehrsätze 
CH*  = K'H*  + CK* 

ist , so  ist 


Schnitt  im  Cylinder 

= Schnitt  in  der  Kugel  -f  Schnitt  im  Kegel, 

woraus  nach  einer  bekannten  Schlussweise  folgt,  dass  der  durch 
Umdrehung  von  FDGN  um  KE  entstandene  Cylinder  gleich  der 
Summe  des  durch  Umdrehung  von  HEM  um  KE  entstandenen  Kugel- 
segments  und  des  durch  Umdrehung  von  DJLF  um  KE  entstan- 
denen abgestumpften  Kegels  ist. 

Bezeichnen  wir  jetzt  den  Halbmesser  der  Kugel  durch  r,  und 
»etzen  ausserdem  KE—h , so  ist,  weil  offenbar 


KJ—  CK=  CE— KE 


ist,  KJ=zr—h,  und  folglich  nach  bekannten  SStzen: 

' Cylinder  = r2JtA, 

Abgestumpfter  Kegel  =r  nh  { r®  + r(r — A)  + (r— A;1 1 ; 
also  nach  dem  Obigen 

Kugelsegment 

= Tpnh  — j nh  (r2  + r (r— A)  -f  (r — A)*| 


= jiA  | r*  — j f r2  + r(r— A)  + (r — A)*]  I ; 

«oraus  man  mittelst  leichter  Rechnung 

Kugelsegment  = jiA2(r — ^ h) 

erhält.  Nun  ist  aber  nach  einem  bekannten  Satze  vom  Kreise, 
wenn  wir  KH—q  setzen,  offenbar: 

A:p=p:2r— A, 


also 


n*  1 o*  ] t p2 

2r  — A=  -a-,  r— <$Ä’ 


folglich  nach  dem  Obigen 
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(l  o2\ 

G A~^2 h) 

=^5tA(Aa  + 3p2), 

welches  die  bekannte  Formel  für  den  körperlichen  Inhalt 
Kugelsegments  ist 

Bezeichnen  wir  ferner  die  sphärische  Oberfläche  des  I 
Segments  durch  O,  so  erhellet  mittelst  einer  einfachen  Betrat 
auf  der  Stelle  die  Richtigkeit  der  Gleichung 

$r0  = l)  **  (A*  + V1)  + J *P2(r— A) 

= g-«A  1 3A (2r — h)  -f  A2|  + y wA(2r— A)(r— A) , 


woraus  nach  leichter  Rechnung 

g-rO  = |-*Ar2, 

also  ■, 

. t , i i . 

0=2n/ir 

folgt,  welches  wieder  eine  längst  bekannte  Formel  ist,  i 
h=zr  auf  der  Stelle  zur  Oberfläche  Sr2*  der  Halbkugel,  als 
Oberfläche  4r2w  der  ganzen  Kugel  fuhrt. 

Solche  Erweiterungen  bekannter  Darstellungsmethodea 
gewöhnlich  nur  in  specielleren  Fällen  angewandt  zu  werden 
gen , mögen  ITir  den  geometrischen  Elementarunterricht  ei 
Interesse  haben , und  verdienen  daher  vielleicht  nicht  gatu 
achtet  gelassen  zu  werden. 


Schreiben  dei  Herrn  W.  Mink,  Lehrer«  der  Mathematik  an  der  hi 
Stadtschule  zu  Crefcld  an  den  Heramgeher. 

Ihre  Aufforderung  im  letzten  Hefte  des  Archivs  der  Mathei 
und  Physik  (Thl.  XIII.) , zu  dem  darin  unter  Nr.XXXDl.mitgetki 
Satze  geometrische  Beweise  zu  liefern,  veranlasst  mich  1 
beifolgende  Kleinigkeit  zu  übersenden.  Mir  wurde  dieser 
und  zwar  mit  der  Beschränkung , dass  die  Winkel  halbirt  *ü> 
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vor  einiger  Zelt  von  einem  frühem  Schüler  der  Königl.  Gewerb- 
schule  mitgetheilt  mit  dem  Bemerken,  dass  der  Beweis  dessel- 
ben so  ungleich  schwieriger  sei,  als  der  des  umgekehrten  Satzes. 
Ich  fand  damals  den  hier  mitgetheilten  Beweis  und  überzeugte 
mich  von  der  Richtigkeit  jener  Bemerkung.  Der  allgemeinere  Satz 
wird  sich  auf  die  hier  eingeschlagene  Weise  schwerlich  beweisen 
lassen,  ich  werde  alter,  so  bald  ich  einige  Müsse  habe,  mich  be- 
mühen, auch  den  Beweis  fiir  diesen  zu  linden,  und  wenn  es  mir 
gelingen  sollte.  Ihnen  zur  Zeit  Mittbeiiung  davon  machen. 

Lehrsatz.  Wenn  die  Halbirungslinien  AD  und  BE 
(Taf.  X.  Fig.  2.)  der  Winkel  CAB  und  CBA  im  Dreieck 
ABC  gleich  sind,  sö  sind  auch  die  Seiten  BC  und  AC 
gleich. 


Beweis. 

Es  sei  GF||  AB  und  AD  und  BE  verlängert  bis  zum  Durch- 
schnitt mit  GF,  so  ist: 


and 


also 


AB:AD=  CF:DF=  AC-.DF , 


AB:BE=CG:EG=BC:EG; 


I.  AC-.BC—DF.EG. 


Non  ist  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  ABD  und  CFD , so  wie 
ÄßE  und  CGE: 


DF= 


BD.DC 

AD 


und  EG = 


AE.  EC 
BE 


daher 

II.  AC:BC=BD.DC:AE.EC. 

ferner  ist  nach  einem  bekannten  Satze 

AB.  AC- BD.DC , 


also 


DC  = 


AC.  BD 
AB 


and  nach  demselben  Satze: 


EC= 


BC.  AE 
AB  ’ 
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also 

«voraus 

also 

oder 

Folglich 
w.  z.  b 


III.  AC:BC=AC.BD*:BC.AE »; 

1:1s  BIP-.  AE* 

BD*=AE* 

BD=AE. 

ist 

AABD&AABE,  Z.l)BAz=Z.EAB,  . 
AC—BC; 
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XVII. 

Die  Wichtigkeit,  einer  richtigen  Auf- 
fassung von  Thibaut’s  Beweise  der 
$ um  nie  der  Dreieckswinkel  für  die 
gesammte  Klementar-Geometrie,  und 
besonders  für  die  Theorie  der 
Parallelen. 

Von  denj 

I)r.  Theol.  Herrn  P.  H.  Germar, 

zu  Meid«  in  Xurder  - Dithmarachcn. 


Nach  einer  Aeusserung  des  Prot  Ins  schreibt  Eudenius  den 
euklidischen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Summe  aller  Dreiecks- 
winkel gleich  zwei  rechten  Winkeln  sei,  den  Pythagoräern  zu; 
er  war  also  schon  lange  vor  Eukliden  in  Gebrauch.  Da  aber  diese 
Beweisart  sich  auf  die  Gleichheit  der  Wechselswinkel  bei  den 
geraden  Parallelen  gründet,  so  blieb  dem  Euklid,  wenn  er  bei 
derselben  bleiben  wollte,  nichts  anders  übrig,  als  auch  bei  der 
desshalb  eingeführten  Definition  der  geraden  Parallelen  zu  ver- 
harren, nach  welcher  „gerade  Parallelen  solche  gerade  Linien 
io  der  nämlichen  Ebene  sind,  welche  unendlich  verlängert  sich 
nach  keiner  Seite  schneiden“,  wie  sehr  auch  seinem  sonst  so  rich- 
tigen und  strengen  logischen  Tacte  eine  solche  Definition  wider- 
sprechen mochte.  Denn,  weil  Keiner  läuguen  wird,  dass  es  auch 
Parallel- Kreise,  folglich  krumm e Parallelen  giebt;  so  wird  man 
aoeh  das  logische  Gesetz  zugeben  müssen , dass  die  Definition 
zuerst  auf  Parallellinien  überhaupt,  als  das  genus,  sich  bezie- 
hen, und  dann  erst  die  differentia  specifica  für  gerade  Parallel- 
tinien  angeben  solle.  Für  das  genus  ist  aber  schwerlich  ein  an- 
deres Merkmal  aufzufinden,  als  dasjenige,  welches  der  sensus 
communis  überall  mit  dem  Parallelismus  verbindet,  nämlich  den 
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darebzängigen  gleichen  Abstand,  dessen  Beweis  bei  den 
ParaJlel-Kreiseo  in  einer  Ebene  keine  Schwierigkeit  haben  kann, 
weil  bei  eoneentrischen  in  einer  Ebene  liegenden  Kreisen  die 
Differenzen  aller  möglichen  Radien  zwischen  jenen  Kreisen  eoth- 
w endig  einander  gleich  »ein  müssen.  Auch  b uchtet  e*  von  selbst 
ein , dass  Linien  überhaupt , w eiche  durchgängig  gleichen  Abstand 
halten,  einander  niemals  schneiden  küonen , keineswegs  aber,  dass 
gerade  Linien  in  einer  Ebene,  welche  unendlich  verlängert  sich 
nach  keiner  Seite  schneiden,  deswegen  gleichen  Abstand  haben 
müssen.  Falls  nämlich  ihre  Annäherung  in  gleichen  Abständen  zn 

beiden  Seiten  etwa  in  dem  Verhältnisse  wie  g->  jg  ihres  frü- 
heren Abstandes  fortschritte , so  würden  sie  sich  unaufhörlich  nä- 


hern , ohne  sich  jemals  zu  schneiden ; and  dieses  würde  noch  viel 
w eniger  geschehen , wenn  sie  in  solchem  Verhältnisse  sich  zu  bei- 
den Seiten  von  einander  entfernten.  Dass  aber  ein  solches  \ er- 
hältniss  bei  geraden  Linien  nicht  Statt  finden  kann,  versteht  sidi 
nicht  von  selbst,  muss  also  erst  bewiesen  werden. 


Dagegen  scheint  aber  auch  der  Beweis,  dass  zwei  gerade 
Linien  in  einer  Ebene,  wenn  sie  in  zwei  Pnnkten  gleichen  Ab- 
stand haben , den  nämlichen  auch  in  allen  übrigen  bauen  müssen, 
ganz  unmöglich  zu  sein,  wenn  die  Summe  der  Dreieckswinkel 
nicht  schon  vorher,  und  unabhängig  von  der  Theorie  der  Paralle- 
len gefunden  ist.  Gerade  darin  aber  dürfte  der  Grund  liegen, 
dass  alle  Versuche,  den  gleichen  Abstand  zu  beweisen,  eben  so 
wohl  scheitern  mussten,  als  die  Bemühungen,  das  Unbefriedi- 
gende der  euklidischen  Beweisart  zu  beseitigen. 

Wenn  man  nämlich  auf  einer  geraden  Linie  zwei  gleiche 
Verticalen  erhebt,  und  durch  ihre  Endpunkte  eine  Gerade  zieht: 
so  lässt  sich,  bevor  die  Summe  der  Dreieckswinkel  gefunden  ist, 
nimmer  durch  Gleichheit  der  Dreiecke  beweisen,  dass  die  zweite 
Gerade  in  allen  übrigen  Punkten  gleichen  Abstand  von  der  erstei 
habe,  d.  h.  alle  übrigen  Verticalen  jenen  beiden  gleich  sein 
müssen.  Errichtet  mau  hingegen  drei  gleiche  Verticalen , so  las- 
sen sich  immer  nur  zwei  Endpunkte  derselben  durch  eine  Gerade 
verbinden,  und  daun  kann  man  eben  so  wenig  beweisen,  dass  di» 
beiden  dadurch  entstandenen  an  einander  stos senden  Linien  eine 
einzige  Gerade  bilden. 

Vermehrt  wird  die  Schwierigkeit  der  Sache  aber  auch  noch 
durch  den  unbestimmten  Begriff  der  geraden  Linie,  wenn 
derselbe,  wie  gewöhnlich  so  abgefasst  ist:  sie  sei  diejenige  Linie, 
■leren  Elemente  oder  Punkte  snmmtlich  in  einerlei  Richtung 
liegen.  Denn,  was  ist  einerlei  Richtung?  Beide  Wörter  leiden 
gleich  sehr  an  Dunkelheit,  and  man  wird  anf  ihren  Ursprung  zn- 
rück  gehen  müssen,  wenn  man  sie  deutlich  machen  will.  Da» 
Wort  Richtung  ist  nämlich  von  der  Bewegung  des  Auges  her. 
genommen,  und  bezeichnet  diejenige  Stellung  desselben,  in  wel- 
cher es  den  kleinsten  Gegenstand  am  deutlichsten  sieht.  Kana 
nun  eine  Liuie,  (d.  h.  dieGränze  einer  Fluche,  so  wie  die  Fläche 
die  Gränze  des  eingcschlosseiicu  Raums  ist)  entweder  durch  ihre 
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eigene  oder  des  Auges  Bewegung  in  eine  solche  Stellung  kom- 
men, dass  in  der  Richtung  desselben  alle  Elemente  der  Linie  in 
einen  Punkt  zusammenzufallen  scheinen,  oder  sich  decken;  so 
hat  sie  in  allen  ihren  Elementen  die  nämliche  'Richtung  wie'  die 
Kicbtung  des  Auges,  also  einerlei  Richtung.  Dies  erhellet 
aach  schon  aus  der  Art,  wie  die  gerade  Linie  praktisch  geprüft 
wird.  Die  Definition  derselben  dürfte  also  richtiger  folgender 
mannen  lauten:  Die  gerade  Linie  ist  diejenige,  welche  in  eine 
solche  Stellung  gegen  die  Richtung  des  Auges  kommen  kann, 
dass  alle  ihre  Elemente  in  einem  Punkte  zusammen  zu  fallen  schei- 
nen, oder  einander  decken;  diejenige  aber,  b^i  welcher  dieses 
unmöglich  ist,  heisst  eine  krumme. 

Daraus  folgt  denn  freilich,  dass  die  Elemente  einer  geraden 
Linie  in  einerlei  Richtung  liegen  müssen,  d.  h.  mit  der  Rich- 
tung des  Auges  Zusammenfällen  können;  desgleichen,  dass  zwei 
Punkte  die  Richtung  einer  geraden  Linie  vollkommen  bestim- 
men; ferner,  dass  die  Ebene  diejenige  Fläche  ist,  mit  welcher 
gerade  Linien  von  jeder  Richtung  in  allen  Punkten  Zusammen- 
fällen, sobald  dieses  in  zwei  Punkten  geschieht. 

Zwar  wird  min  die  Schärfe  der  Grundbegriffe  nnd  der  Beweise 
lon  denen  gering  geschätzt,  denen  es  nur  um  Resultate  der  Geo- 
metrie für  die  praktische  Anwendung  zu  thun  ist;  daher  diese 
ein»  Menge  von  Sätzen  der  Elementar -Geometrie  als  Axiome  dar- 
ätdlen.  Das  ist  jedoch  nicht  im  Sinne  Euklids  gehandelt.  Den 
Griechen  war  es  nicht  so  sehr  um  die  Resultate  der  Geometrie, 
»I»  um  strenge  logische  Form  der  Beweise  zu  thun;  ihnen  war 
sie  hauptsächlich  eine  Propädeutik  der  Philosophie.  Uns  sind 
"im  freilich  jene  Resultate  weit  wichtiger  für  die  Naturkunde  und 
Technik  geworden,  als  sie  ihnen  waren;  aber  deswegen  bleibt 
doch  auch  für  uns  die  Bildung  zu  einem  strenglogischen  Denken 
»icht  weniger  wichtig.  Unbestimmte  vieldeutige  Grundbegriffe 
richten  in  allen  Wissenschalten,  besonders  in  den  discnrsiven  und 
opeculativen,  unsägliches  Unheil  an , und  haltlose  Schlüsse  aus 
erschlichenen  oder  halbwahren  Prämissen  versperrten  oft  für  Jahr- 
hunderte den  Weg  zur  Wahrheit  Des  Aristoteles  Fehlschluss 
für  eine  verschiedene  Fallgeschwindigkeit  der  Körper  hielt  über 
ein  Jahrtausend  alle  Köpfe  gefangen,  und  die  schlagendsten  eng- 
lischen Beobachtungen  haben  noch  nicht  die  Reihe  von  Fehl- 
schlüssen über  Fluth  und  Ebbe  verdrängen  könneD,  zu  welchen 
man  bloss  dadurch  verleitet  ward,  dass  man  vergase,  die  Erde 
»*i  kein  solcher  Körner  als  die  Theorie  sie  nothwendig  denken 
musste,  um  die  Wirkung  der  Attraction  klar  zu  machen.  Wenn 
aber  solches  sogar  in  der  Physik  geschehen  konnte,  wie  viel  grös- 
ser ist  die  Gelahr  für  diejenigen  Wissenschaften,  welche  von 
Beobachtungen  und  Erfahrungen  wenig  oder  gar  nicht  unterstützt 
werden  I 

Jedenfalls  schickt  es  sich  am  wenigsten  für  die  reine  Geome- 
trie. welche  vor  allen  andern  Wissenschaften  auf  uoumstössliche 
Wahrheit  ihrer  Lehrsätze  Anspruch  macht,  wenn  auch  sie  sich 
beschuldigen  lassen  muss , 'für  manche  ihrer  Grundbegriffe  nur 
unklare  Worte,  und  für  einen  ihrer  wichtigsten  und  folgenreich- 
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steu  Lehrsätze  nur  einen  mangelhaften  unbefriedigenden  Beweis 
zu  haben. 

Es  fehlt  also  nicht  an  triftigen  Rechtfertigungsgründen  für  das 
Bestreben  derjenigen,  welche  immer  neue  Versuche  gemacht  ha- 
ben, jenen  Vorwurf  von  der  Geometrie  abzuwenden.  Auch  der 
Verfasser  dieses  Aufsatzes,  der  in  verschiedenen  Verhältnissen 
seines  langen  Lebens  zum  wiederholten  Vortrage  der  Wissen- 
schaft genüthigt  war,  konnte  sich  solcher  Versuche  nicht  entschla- 
gen,  sah  sie  jedoch  stets  vereitelt,  bis  schon  vor  vielen  Jahren 
die  Ansicht  von  Thihauts  Geometrie  durch  die  Art,  wie  derselbe 
unabhängig  von  der  Theorie  der  Parallelen  den  Beweis  fiir  den 
Satz  von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  führt,  ihm  den  Weg  zu 
öffnen  schien.  Doch  ward  er  damals  durch  dringendere  Arbeiter, 
verhindert  denselben  weiter  zu  verfolgen.  Wider  seine  Verniu 
tliung  hat  er  aber  auch  nicht  erfahren,  dass  jener  Beweis  bei  den 
späteren  Versuchen  so  benutzt  wäre,  wie  er  cs  zu  verdienen 
scheint,  vielleicht  weil  der  Urheber  denselben  mehr  andeutete  als 
vollständig  ausführte.  Daher  benutzte  er,  bei  einer  neuen  Veran 
lassung,  die  Sache  wieder  aufzunehmen,  die  unfreiwillige  Mus.-r. 
welche  ihm  durch  die  nun  schon  mehr  als  zweijährige  dänische 
Vertreibung  aus  seinem  Amte  geworden  ist,  die  Wichtigkeit, 
welche  er  einer  richtigen  Auffassung  jenes  Beweise« 
für  die  gesammte  Elementar -Geom  e tri  e und  besonder« 
für  die  Theorie  der  Parallelen  zuschreiben  zu  müssen 
glaubt,  der  öffentlichen  Prüfung  vorzulegen , indem  er  zugleich  dem 
Herrn  Dr.  V 'echt  mann  in  Meldorf  fiir  die  sachkundige  Sorgfalt, 
mit  welcher  derselbe  sich  zuerst  derselben  unterzog,  so  w ie  auch 
dem  Herrn  Professor  Horn  in  Glückstadt  seinen  Dank  abstattet 

Um  aber  den  Raum  und  die  unnüthigen  Kosten  vieler  Figuren 
zu  ersparen;  sind  im  Folgenden  alle  von  der  »Summe  der  Dreiecks- 
winket  unabhängigen  Beweise  nur  kurz  angedeutet,  diejenigen 
Sätze  aber  ganz  weggelassen,  welche  mit  dem  Hauptziele  iu  hei 
ner  nothwendigen  Verbindung  stehen. 


Will  man  jedoch  den  von  Professor  Thibaut  angebahnten 
Weg  verfolgen,  so  muss  man  nach  seinem  Vorgänge  von  einer 
andern  Definition  des  Winkels  ausgehen,  als  die  gewöhn 
liehe  ist,  welche  durch  den  Ausdruck  — „der  Winkel  sei  dir 
Neigung  zweier  Linien,  welche  in  einem  Punkte  zusammensto«- 
sen“  — wiederum  den  dunkeln  Begriff  der  Neigung  in  die  De- 
linition  mischt.  Denn  dieser  Begriff  kann  nur  durch  den  Gegen- 
satz, nämlich  als  Abweichung  vom  Parallelismus,  deutlich  wer 
den;  von  diesem  darf  aber  vor  der  Theorie  der  Parallelen  nicht 
die  Rede  sein. 

Um  diesen  Uebclstand  zu  vermeiden,  muss  man  von  d ent  Be 
griff  der  Kreislinie  ausgehen,  indem  man  diese  als  das  Bild 
des  Weges  betrachtet,  welchen  der  eine  Endpunkt  einer  geradw 
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Linie  beschreibt,  wenn  sie  sich  mit  dem  andern  Endpunkte  um 
einen  Punkt  vollständig;  herumdreht , d.  h.  so  lange,  bis  sie  ganz 
in  die  ursprüngliche  Lage  zurückgekehrt  ist,  mithin  eine  volle 
Umdrehung  gemacht  hat. 

Die  umgedrehte  gerade  Linie  heisst  bekanntlich  der  Radius 
«ler  Halbmesser  des  Kreises;  das  Bild  des  Weges  aber,  wel- 
chen der  eine  Endpunkt  des  Radius  bei  einer  vollen  Umdrehung 
um  den  andern  Eudpunkt  gemacht  hat,  heisst  die  Peripherie 
oder  der  Umkreis  der  von  derselben  begriinzten  Kreisfläche. 
Ein  Tbeil  der  Peripherie  des  Kreises  wird  ein  Kreisbogen  ge- 
nannt, und  die  Grösse  desselben  durch  das  Verhältniss  des 
Theils  der  Umdrehung,  der  er  seine  Entstehung  verdankt,  zu  der 
«ollen  Umdrehung  bestimmt.  Der  ganze  Kreis  ist  daher  als  Bild 
einer  vollen  Umdrehung  auch  zugleich  das  Maass  derselben, 
der  Halbkreis  das  Maass  einer  halben,  und  der  Kreisbogen  als 
Tbeil  des  Kreises  das  Maass  des  seiner  Grösse  entsprechenden 
Theils  der  vollen  Umdrehung.  Dass  es  aber  bei  diesem  Maasse 
nicht  auf  die  Grösse  der  Radien  ankomme,  erhellet  daraus,  «lass 
nicht  die  Länge  des  Bogens  an  sich,  sondern  nur  sein  Verhältniss 
zum  ganzen  Kreise  die  Grösse  des  Theils  der  Umdrehung 
bestimmt. 

Ein  Winkel  ist  also  nichts  anders  als  das  Bild  eines  sol- 
chen Theils  einer  vollen  Umdrehung;  die  Radien,  durch  deren 
Drehung  er  entstanden  ist,  und  welche  nun  denselben  begränzen, 
heissen 'die  Schenkel,  und  der  Mittelpunkt,  um  welchen  der 
Tbeil  der  Umdrehung  erfolgt  ist,  die  Spitze  oder  der  Scheitel- 
pnht  des  Winkels. 

Ist  nun  ein  Winkel  das  Bild  des  vierten  Theils  einer  vollen 
Umdrehung,  hat  er  folglich  den  vierten  Theil  eines  Kreises  zu 
«ioem  Maasse,  so  heisst  er  ein  rechter;  ist  er  kleiner,  so  wird 
•rein  spitzer,  und  ist  er  grösser,  ein  stumpfer  genannt  Ver- 
püssert  er  sich  aber  so  sehr , dass  seine  Schenkel  gerade  in  ent- 
gegengesetzter Richtung  stehen,  also  einer  derselben  auf  der  rück- 
wärts gezogenen  Verlängerung  des  andern  Schenkels  zu  liegen 
kommt,  mithin  beide  eine  gerade  Linie  biideu,  daher  man  ihn 
dann  auch  einen  gestreckten  Winkel  nennt;  so  ist  er  das  Bild 
einer  halben  Umdrehung,  und  hat  folglich  den  Halbkreis  zu  sei- 
nem Maasse.  Da  nun  der  Durchmesser  des  Kreises  nichts 
»oders  ist,  als  zwei  Radien  desselben,  «reiche  eine  gerade  Linie,- 
»der  jenen  gestreckten  Winkel  bilden , so  folgt  von  selbst , dass 
jeder  Durchmesser  die  Peripherie  in  zwei  gleiche  Tbcilc  theilt. 

Wird  also  ein  Kreis  von  beliebiger  Grösse  in  eine  Zahl  glei- 
cher Tbeile  getheilt,  und  der  Mittelpunkt  des  Kreises  auf  die 
Stutze  eines  Winkels  gelegt,  so  lässt  sich  durch  die  Zahl  jener 
Theile,  welche  zwischen  dessen  Schenkel  fallen,  das  Maass  des 
Winkels,  d.  h.  sein  Verhältniss  zur  vollen  Umdrehung,  bestim- 
men. Die  Zahl  jener  gleichen  Theile  ist  willkührlich ; bekanntlich 
tat  aber,  von  den  ältesten  Zeiten  an,  die  Eintheilung  in  360  Theile 
oder  Grade  den  Vorzug  behauptet,  weil  dieselbe  durch  viele  Zah- 
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iea  diridirt  werden  kann,  ohne  in  die  Quotienten  unbequeme 
Beliebe  za  bringen.  So  enthält  demnach  der  rechte  \\  inkef  oder 

i r*  ■ ■ ^nn  1 1 tt  • « vi  ^ ^ I ”il. 


I Umdrehung  ÖO";  g-  derselben  ist 
,7=40;  A=3t>°,  ,7=30°.  u.  s.  w. 


‘ = 00°;  £ = 45®; 
0 8 


Ans  den  jetzt  roraogescbickteu  Erläuterungen  ergeben  sich 
wn  nachstehende  Folgerungen: 

tl.  Jede  rolle  Umdrehung  einer  geraden  Linie  um  einen 
in  einer  Ebene  ist  =AR. 

J.  2.  In  einer  Ebene  ist  die  Summe  aller  Winket  um  eine 
gemeinschaftliche  Spitze  =4 tt. 

Denn  die  gemeinschaftliche  Spitze  ist  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises,  also  des  Maasses  einer  rollen  Umdrehung. 

|.  3.  Alle  Winkel  über  einer  geraden  Linie  mit  einer  gemein- 
schaftlichen Spitze  (Nebenwinkel)  sind  zusammen  =2/7. 

Ueno  sie  haben  zu  ihrem  gemeinschaftlichen  Maassedea 
4tt 

Halbkreis,  folglich  „ =2ß. 

§.  4.  Sind  also  zwei  Winkel  (o  und  ß)  einander  gleich:  so 
sind  es  auch  ihre  Supplementswinkel,  d.  h.  diejenigen, 
welche  mit  ihnen  über  einer  geraden  Linie  einen  Schenkel  und 
eine  Spitze  gemeinschaftlich  haben. 

Denn  jeder  der  Supnlementswinkel  ist  =‘2H  — fandet 
— ^Lß.  Ist  also  so  müssen  auch  die  Reste  gleich 

sein. 

§.  3.  Das  Nämliche  gilt  lur  zwei  spitze  Winkel  in  Ansehung 
ihrer  Uomplements winkel,  d.  h.  derjenigen,  die  mit  ihnen 
zusammen  —Ui  sind. 

{.  6.  Wenn  zwei  gerade  Linien  in  einer  Ebene  einander 
schneiden,  so  sind  von  den  vier  dadurch  entstehenden  Winkeln 
die  gegenüberstehenden  (die  Vertical  - Winkel)  eiuander  gleich. 

Der  Beweis  aus  §.  3.  ist  bekannt. 

7.  Zwischen  zwei  Punkten  ist  nur  eine  gerade  Linie 
möglich. 

Denn  sollte  noch  eine  andere  Linie  zwischen  zwei  Punk- 
ten eine  gerade  Linie  sein,  so  müssten  alle  Elemente  der 
selben  nebst  jenen  zwei  Punkten  für  das  Auge  in  einen  Punkt 
zusammen  fallen  können.  Dann  wäre  sie  aber  keine  zweite, 
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von  der  ersten  verschiedene,  sondern  die  nämliche  Linie.  Fal- 
len aber  nicht  alle  ihre  Elemente  nebst  jenen  zwei  Paukten 
io  einen  einzigen  Punkt  zusammen,  so  ist  sie  zwar  eine  ver- 
schiedene, aber  keine  gerade.  (Yergl.  die  Erklärungen 
oben). 

J.  8.  Folglich  können  zwei  verschiedene  gerade  Linien  nur 
in  eioem  einzigen  Punkte  zusammenfallen  oder  sich  schneiden. 

Denn,  hätten  sie  zwei  Punkte  gemeinschaftlich,  so  wären 
sie  nach  |.  7.  entweder  keine  zwei  verschiedene,  oder  keine 
gerade  Linien. 

§■  9.  Zwei  gerade  Linien  können  keine  Figur,  d.  h.  keine 
überall  begränzte  Fläche,  bilden. 

Denn:  liegen  beide  gerade  Linien  auf  einander,  so  bilden 
sie  nur  eine  einzige  gerade  Linie,  also  keine  Figur.  Dreht 
dagegen  die  eine  sich  um  die  gemeinschaftliche  Spitze  von 
der  andern  ab,  so  können  beide  nach  5-  8-  keine  neue  Ver- 
bindung haben,  also  nicht  eine  Fläche  einscbliessen.  Der  Bo- 
gen aber,  den  diese  beschreibt,  ist  bloss  das  Maass  des 
Winkels,  aber  keine  Seite  desselben;  jedenfalls  wäre  er  eine 
dritte  Linie,  und  noch  dazu  keine  gerade. 

$.  10.  Eine  geradlinige  Figur  muss  also  wenigstens  drei  Sei- 
len haben,  oder  wenigstens  ein  Dreieck  sein. 

§.  11.  Zwei  Kreise  in  einer  Ebene  schneiden  sich  über  und 
unter  der  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  wenn  diese  Verbin- 
diiigdmie  I)  kleiner  ist  als  die  Somme  ihrer  Radien, 
»her  zugleich  2)  grösser  als  die  Differenz  derselben. 

Obgleich  der  vollständige  Beweis  dieses  Satzes  keines- 
weges  zu  den  leichteren  in  der  Elementur-Geometrie  gehört, 
so  darf  ich  doch  ihn  hier  übergehen,  »veil  er  die  Summe  der 
Dreieckswinkei  durchaus  nicht  voraussetzt  und  schon  von 
Andern  geführt  ist.  Auch  würde  er,  um  ganz  deutlich  zu 
werden,  zu  viel  Raum  und  mehrere  Figuren  erfordern.  Nur 
die  Bemerkung  erlanbe  ich  mir,  dass  die  zweite  Bedingung 
hei  Kreisen  von  gleichen  Radien  von  selbst  wegfällt,  weil  die 
Differenz  derselben  =0  ist,  folglich  nur  bei  Kreisen  von  un- 
gleichen Radien  in  Betracht  kommt. 

{.  12.  Aus  drei  ungleichen  geraden  Linien  kann  also  kein 
Dreieck  entstehen,  wenn  nicht  die  Summe  von  je  zwei  Sei- 
ten grösser  ist  als  die  dritte. 

Es  sei  nämlich  von  drei  geraden  Linien  die  eine  «6  r=  4. 
die  andere  cd  — 2 und  die  dritte  ef—  l;  so  ist  es  unmöglich 
daraus  ein  Dreieck  zu  bilden.  Denn,  nimmt  man  ab  — * zur 
Grundlinie,  so  können  cd  und  ef  einander  nicht  einmal  errei- 
chen, also  viel  weniger  schneiden,  weil  die  Summe  der  Ra- 
dien =2  -1- 1 kleiner  ist  als  die  Verbindungslinie  der  Mittel- 
ponkte  ihrer  Kreise,  nämlichdie  Liniea6=4.  Will  man  abercrf=2 
wr  Grundlinie  nehmen,  so  ist  zwar  06 + e /",  nämlich  4+1, 
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grösser  als  die  Verbindungslinie  rfe  = 2;  aber  de  ist  auch 
grösser  als  die  Differenz  von  ab — r.f—  1 , folglich  kann  eben- 
lall»  kein  Durchschnittspunkt  entstehen , weil  der  Kreis  von 
ab  den  Kreis  von  ef  umgieht  ohne  ihn  zu  schneiden.  Mithin 
kann  auch  in  diesem  Falle  kein  Zusummenstossen  der  beiden 
Linien  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  stattfinden,  also 
auch  die  Figur  nicht  geschlossen  «erden. 

f.  13.  Daraus  folgt  von  selbst,  dass  in  jedem  geradlinigen 
Dreiecke  die  Summe  von  je  zwei  Sei t e n grös ser  ist  als 
die  dritte. 

§.  14.  Die  gerade  Linie  ist  die  kürzeste  zwischen  zwei 
Punkten. 

Denn,  zieht  man  zwischen  zwei  Punkten  a und  b eine 
gerade  und  eine  krumme  Linie;  so  können  die  Elemente  der 
krummen  Linie  nicht  in  allen  übrigen  Punkten  mit  der  gera- 
den Linie  zusammenfallen,  denn  sonst  wäre  auch  sie  eine 
gerade  Linie.  Es  müssen  folglich  in  ihr  sich  Punkte  finden, 
welche  ausserhalb  der  geraden  Linie  liegen.  Werden  non 
diese  durch  gerade  Linien  mit  den  Punkten  a und  b verbun- 
den, so  ist  ihre  Summe  nach  {.  13.  allemal  grösser  als  die 
gerade  Linie,  welche  die  Grundlinie  dieser  Dreiecke  bildet 


{.  15.  Schon  jetzt  lässt  sich  nach  Professor  Thibaut’s  Vor- 
gänge der  Satz  streng  beweisen,  dass  die  Summe  aller  Win- 
kel eines  jeden  geradlinigen  Dreiecks  = 2ß  ist 
(Tal.  XI.  Fig.  1.) 

Beweis  1.  Man  verlängere  die  drei  Seiten  des  Drei- 
ecks abc,  und  lege  auf  die  verlängerte  Grundlinie  ab  eine 
andere  ihr  gleiche  gerade  Linie,  welche  hier  als  ein  Pfeil 
darge.-telll  ist,  um  die  beiden  Endpunkte  derselben  zur  Erken- 
nung der  vollen  Umdrehung  unterscheiden  zu  können.  Schiebt 
mau  nun  diesen  Pfeil  auf  der  verlängerten  Grundlinie  ad  so 
weit  fort,  bis  das  hintere  Ende  desselben  auf  6 liegt,  so  hat 
er  hei  dieser  Bewegung  unstreitig  keinerlei  Drehung  erlitten, 
denn  er  deckt  nach  wie  vor  die  nämliche  in  gerader  Richtung 
verlängerte  Grundlinie.  Wird  nun  der  Pfeil  um  den  Punkt  » 
so  weit  gedreht,  dass  er  auf  der  Seite  bc  liegt,  so  ist  der 
Winkel  S die  erste  Drehung  desselben.  Wird  er  alsdann 
auf  der  verlängerten  geraden  Linie  be  fortgeschoben,  bis  sein 
hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  c liegt,  so  hat  er  durch  diese 
Bewegung  ebenfalls  keine  Drehung  erfahren.  Diese  zweite 
Drehung  erfolgt  vielmehr  erst,  Wenn  er  sich  jetzt  um  den 
Punkt  c so  weit  hcrumbewegt,  dass  er  auf  der  Dreiecksseite 
ac  liegt,  nachdem  er  den  zweiten  Drehungswinkel  t gebildet 
hat.  Endlich  rückt  er  auch  auf  der  verlängerten  geraden  Linie 
af  fort , bis  sein  hinteres  Ende  auf  dem  Punkte  a angekom- 
men ist,  und  wird  nun  durch  die  dritte  Drehung  um  den 
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Winke!  £ wieder  völlig  in  seine  vorige  Lage  gebracht , welches 
beweist,  dass  er  eine  ganze  oder  volle  Umdrehung  gemacht 
hat  Da  diese  nun  einzig  und  allein  durch  die  Drehung  in 
den  Winkeln  d,  t und  f bewirkt  worden  ist,  so  muss  die 
Summe  ihrer  Drehungen  einer  vollen  Umdrehung  gleich  sein. 
Also  ist  die  Summe  von  + + 

Wollte  jedoch  Jemand  dagegen  einwenden,  die  Umdre- 
hung sei  keine  volle,  weil  sie  nicht  durchgängig  in  dem  näm- 
lichen Punkte  der  Ebene  vorgesangen  ist,  obgleich  es  doch 
bei  dem  Anfangs-  und  Endpunkte  der  Drehung  wirklich  ge- 
schah, so  muss  dieser  auch  noch  weit  mehr  alte  Rotation  (1er 
Himmelskörper  leugnen ; denn  Keiner  derselben  vollendet  seine 
Rotation  an  dem  nämlichen  Punkte  des  Raumes,  sondern 
nährend  einer  Bewegung  von  vielen  tausend  Meilen,  und  die 
Trabanten  sogar  während  einer  zwiefachen  Bewegung. 

0.  Nun  ist  aber  (nach  §.  3.) 

^/3  + ^d=2Ä;  Zy  + Ze=2Ä;  Zo  + Z£=2ß. 


Also 

^ ß + /Li  + Zu  + Zd  + + ^£=6Ä. 

Da  nun  nach  I \ 

So  ist  Z.ß  +Zy +^a  = 2Ä. 

J 16.  Daraus  ergeben  sich  unmittelbar  folgende  Sätze  für 
jedes  geradlinige  Dreieck : 

a)  Der  rechte  Winkel  ist  grösser  als  jeder  der 
beiden  andern. 

b)  Es  ist  nur  ein  rechter  oder  stumpfer  Winkel 
darin  möglich. 

c)  Zwei  gerade  Linien,  welche  senkrecht  auf  einer  drit- 
tel! stehen,  können  sich  niemals  schneiden. 

Denn,  könnten  sie  sieb  schneiden,  so  würden  sie  ein 
Dreieck  bilden.  Dann  enthielte  aber  die  Summe  der  Winkel 
dieses  Dreiecks  mehr  als  2 R,  im  Widerspruch  gegen  §.  15. 

Anmerkung.  Hier  ist  also  schon  der  Beweis  für  die 

euklidische  Definition  der  Parallelen  geführt,  aber  frei- 
lich nicht  für  den  gleichen  Abstand. 

d)  Wenn  eine  Seite  verlängert  wird,  so  ist  der  da- 
durch entstehende  äussere  Wiukel  gleich  der  Summe 
der  beiden  gegenüberstehenden. 

Denn,  ist  der  äussere  Winkel  —a,  sein  Nebenwinkelim 
Dreieck  —ß,  die  beiden  gegenüberstehenden  =y  und  d;  so  ist 
U + ßz=->K  (§.  3.)  und  by  + d=2 U ($.  15.);  also  ist 
z£a-f 0— + y-f-d;  folglich  sLu—y fd. 
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}.  17.  Die  folgenden  Sätze  von  der  Congruenx  der  Drei- 
ecke und  einige  andere  sind  freilich  unentbehrlich;  aber  sie  be- 
dürfen hier  keiner  Bew  eise , weil  diese  sämmtlich  von  der  Summe 
der  Dreiecks»  inkel  unabhängig  nnd  bekannt  genug  sind.  Eis  sind 
folgende: 

a)  Wenn  alle  drei  Seiten  des  einen  Dreiecks  den 
drei  Seiten  eines  anderen  gleich  sind,  so  decken  sie  einan- 
der, folglich  auch  die  Winkel,  welche  gleichen  Seiten  gegen- 
überstehen. 

b)  Wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene 
Winkel  in  einem  Dreiecke  den  nämlichen  Stücken  in  einem 
anderen  gleich  sind ; woraus  folgt , dass  gleiche  Bogen  gleiche 
Sehnen  haben. 

c)  Auch,  wenn  zwei  Seiten  und  eiu  anliegender 
Winkel  den  nämlichen  Stücken  in  einem  anderen  Dreieck« 
gleich  sind;  aber  nur  unter  der  Bedingung,  dass  die 
jenem  Winkel  gegenüberstehende  Seite  grösser  ist  als  dir 
anliegende. 

d)  Wenn  eine  Seite  und  die  beiden  anliegen- 
den Winkel  in  zwei  Dreiecken  gleich  sind. 

e)  Also  auch,  wenn  in  zwei  rechtwinkligen  Dreieckes 
eine  Cathete  und  der  anliegende  s p itze  »Vinkel  gleich 
sind;  denn  dann  ist  der  rechte  Winkel  der  zweite  anliegende 

0 In  einem  gleichschenkligen  Dreiecke  sind  die  Win- 
kel an  der  Grandlrnie  einander  gleich;  und,  eine  an« 
der  Spitze  eines  gleichschenkligen  Dreiecks  gelallte  Ver- 
ticale  nalbirt  die  Grundlinie  desselben. 

g)  Sind  in  einem  Dreiecke  zwei  Winkel  einander  gleich, 
so  ist  es  gleichschenklich,  d.  b.  die  gecenüberstehen 
den  Seiten  sind  einander  gleich. 

$.  18.  In  jedem  geradlinigen  Dreieck  steht  I.  der  grösse- 
ren Seite  der  grössere  Winkel,  und  umgekehrt  II.  de» 
grösseren  Winkel  die  grössere  Seite  gegenüber.  (Taf.  XI 
Fig.  2.) 

Beweis  von  I. 

ab  > üc  (ex  hvp.),  folglich  kann  bc  — bd  von  ab  abge- 
nommen werden.  Zieht  man  nun  cd,  so  ist  ^.a=^.ß  (J.  17.0) 
Aber  y-f-<5  (§.  16.  d)) ; also  ist  auch  ^ß—2Ly\-i\ 

folglich  ^Lß  -\-0  = ^,y  +‘2d,  mithin  ^.ß+d  oder  acb  grös- 
ser als  ^ y . 

Beweis  von  II. 

Z.acb'y  4.y  (ex  hyp.),  also  kann  der  ^d=y  wom  £ acb 
abgenomnien  werden.  Dann  ist  aber  ad=cd  (§.  17.  ff));  also 
ad\db=cd-\-db.  Da  nun  cd\db  grösser  als  cb  (§.  13.);  so 
ist  anch  ad\db  oder  ab  grösser  als  cb. 

{.  19.  Id  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  ist  die  Hypote- 
nuse grösser  als  jede  der  Catbeten. 
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Denn  der  rechte  Winkel  ist  grösser  als  jeder  der  übri- 
gen (§.  16.  a)),  also  die  gegenüberstehende  Seite,  die  Hy- 
potenuse, grösser  als  jede  andere  (§.  18.  I.). 

§■  20.  Zwei  rechtwinklige  Dreiecke  sind  congruent,  wenn 
I.  die  Hypotenuse  und  ein  spitzer  Winkel,  dessgleichen 
H-  die  Hypotenuse  and  eine  Cathete  in  dem  einen  Drei- 
ecke den  nämlichen  Stücken  in  dem  andern  gleich  sind. 

Denn  in  dem  ersten  Falle  sind  auch  die  beiden  anderen 
als  Complementswinkel  zu  dem  zweiten  rechten  Winkel  des 
Dreiecks  einander  gleich  (§.  15.  und  § . 5.) , folglich  gilt  §.17.  d). 

Im  zweiten  Falle  aber  ist  die  Hypotenuse  grösser  als 
jede  Cathete  (§.  19.),  lolglicb  sind  die  Dreiecke  congruent 
nach  §.  17.  c). 

§,  21.  Die  Vcrticale  ist  die  kürzeste  aller  Linien  zwi- 
icheu  einem  Punkte  und  einer  geraden  Linie , folglich  das  Maass 
•eines  Abstands  von  derselben. 

Denn  alle  übrigen  sind  Hypotenusen,  folglich  länger  als 
die  verticale  Cathete  (§.  19.). 

§.22.  In  jedem  geradlinigen  Vierecke  ist  die  Summe 
»Iler  Winkel  =4ß. 

Denn,  zieht  man  eine  Diagonale,  so  erhält  man  zwei 
Dreiecke.  Nun  ist  in  jedem  die  Summe  der  Winkel  =2ß, 
also  in  beiden  zusammen  =4 ß. 

§.  23,  Ist  also  in  einem  geradlinigen  Vierecke  die  Summe 
zweier  Winkel  =2 ß,  so  ist  die  Summe  der  beiden  anderen 
ebenfalls  —2 ß,  und,  sind  diese  beiden  einander  gleich,  so  ist 
jeder  derselben  = lß. 


Jetzt  sind  alle  Vorbedingungen  vorhanden,  deren  es  bedarf, 
tim  zum  Endziele  zu  gelangen,  d.  h.  den  überall  gleichen  Ab- 
stand der  geraden  Parallelen,  und  die  Gleichheit  ihrer 
Wechselswinkel  nach  der  euklidischen  Methode  durch  die 
Gleichheit  der  Dreiecke  zu  beweisen. 

§.  24.  Wenn  in  einer  Ebene  zwei  gerade  Verticalen  auf  einer 
dritten  geraden  Linie  stehen,  so  sina  sie  parallel,  d.  h.  sie 
haben  überall  gleichen  Abs  fand.  (Tar.  XI.  Fig.3.) 

Hypothesis:  ^Lbax=xLaby—H 


Thesis:  axQby. 
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Beweis. 

Man  mache  in  beliebiger  Entfernung  von  a und  b die 
Linie  ac=bd,  und  ziehe  cd  nebst  den  Diagonalen  ad  und 
bc. , so  ist : 


1.  ab  — ab-,  ^Lbac  = j^abdz=R(ex  byp.) ; bc=ad(ex  constr). 

Also  /\abc^  &abd  (§.  17.  b)); 

folglich  bc—ad ; ^Lß  = a;  nnd  ^y  = 3 als  Comple- 

mentswinkel  (§.  5.). 

II.  cd— cd;  ac—bd  (ex  constr.)  ad=bc  (l.) 


Also  A cda  Csi  \ cdb  (§.  17.  a)); 
folglich  ij;  und  da  ^£=c  (I.);  so  ist 


Da  nun 


Z.bax  — Aaby—R  (ex  hyp.) 

so  ist 

o R 

znt=A+f=V  (§•  23> 

111.  bd=^bd;  ad—bc  (1.);  4Labd—  ^.bdc  — R (IL). 

Also  \bda^\b(lc  (S.  20.  U.); 

folglich  cd  — ab;  und  da  Z abd=R  (ex  hyp.)  und  s£bdc=R 
nach  II.,  so  ist  der  Abstand  cd  = Abstand  ab  (§.  21.). 

IV.  Da  endlich  ac,  bd  beliebige  Entfernungen  sind,  so 
gilt  das  Bewiesene  für  jede  Entfernung  von  ab;  also  ist 
axQby. 

§.  24.  Wenn  von  zwei  geraden  Linien  in  einer  Ebene  jede 
von  einer  dritten  geraden  Linie  vertical  geschnitten 
werden , so  sind  sie  parallel. 

Denn,  verlängert  man  in  der  vorigen  Figur  die  Linien  ai. 
by  unterhalb  der  Linie  ric,  so  wird  diese  die  schneidende 
Linie,  und  du  unterhalb  derselben  ebensowohl  rechte  Winkel 
sind  als  oberhalb  nach  §.  3.,  so  muss  hier  das  Nämliche 
gelten,  was  oberhalb  bewiesen  ist. 
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§.  25.  Wen«  von  zwei  geraden  Parallelen  die  eine  durch 
eine  dritte  gerade  Linie  vertical  geschnitten  wird,  so  ge- 
schieht das  Nämliche  auch  bei  der  andern.  (Taf. XI. Fig. 4.) 

Hypotb.  1) 

2)  jL  bny  — R . 

Thes.  Z.dca  — R. 

Bew  eis. 

Alan  errichte  in  beliebiger  Entfernung,  z.  B.  in  b,  die 
Yerticale  bd,  so  ist  sie  als  Abstandslinie  —ac  (§.23.).  Also: 

I.  o6=a6;  ac=bd;  ^Lbac=  ^Labd—R  (ex  hyp.  et  coustr.) 

Also  \ nbc  CH  \ abd  (§.  17.  b)); 

folglich  bc=ud  und  sZ.y  — ^8. 

II.  cd=cd;  ae—bd  (I.);  ad=bc  (I.) 

Also  &cda^  \cdb  (§.  17.  a)); 

lolglich  ^ &—ij. 

III.  Da  nun  auch  ^.8=y  (I.);  so  ist 
+ 8 = a£rj  + y=z-^-=.lR, 

oder  ^ dca=  R. 

§.  26.  .Wenn  zwei  gerade  Parallelen  in  einer  Ebene 
von  einer  dritten  geraden  Linie  durchschnitten  werden , so  sind 
die  Wechselswinkel  einander  gleich.  (Taf.  XI.  Fig.  5.). 

flypoth.  ur  4t  «r.r 

Thes. 

Beweis. 

Man  falle  aus  <1  und  d Verticalen  auf  die  gegenüberste- 
bende  Parallel- Linie,  so  ist: 

ad=ad;  ac=db  (ex  hyp.  und  §.23.);  jLi—^.y=R  (ex  conatr.) 
Also  \ adcQQ  ,\  adb  (§.  20.  II.); 
folglich  = 
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§•  27.  'Venn  bei  zwei  in  einer  Ebene  liegenden  geraden 
Linien , welche  von  einer  dritten  geraden  Linie  durchschnitten 
werden,  die  Weebselswinkel  gleich  sind,  so  sind  die  Li- 
nien parallel 

Hypoth.  Za—ß;  Thesis  ue  # tcx . 

Beweis. 

Ist  Figur  und  Construction  eben  wie  oben,  so  ist: 

I.  ad=utd;  Za=Zß  (ex  byp.);  Zf=Zi  (ex  constr.) 


Also  \adb^\adc  ($.  20.  I.); 

folglich  bd  — ac  und  Z J=t. 

II.  Zo—ß  (ex  hyp.);  and  Zt=[  (I.),  folglich 

ZatZt—Zß+Z£=Y  — lR  ‘£L  “•  5-21)' 

also  Verticale  ac  = Verticale  bd;  mithin  aofttcx  (§.  24.). 

§.  28.  Die  übrigen  Sätze,  nämlich,  dass  bei  geraden  Paral- 
lelen, die  von  einer  geraden  Linie  durchschnitten  werden,  der 
innere  Winkel  dem  an  der  nämlichen  Seite  gegenüber- 
stehenden gleich  ist,  und  dass  die  Summe  -der  beiden 
inneren  Winkel  180'’  beträgt,  nebst  deren  Gegensätzen,  sind 
nun,  durch  Hülle  der  Vertical-  und  Neben  - Winkel , auf  die  ge- 
wöhnliche Weise  so  leicht  zu  beweisen,  dass  eine  nähere  Ent- 
wickelung dieser  Beweise  völlig  überflüssig  scheint. 


i 1 r • i » » «M  ri4  i i r; 

«■"'  ||*H. fl«1 
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XVIII. 

9 

Heber  die  geometrische  Konstruktion 
der  imaginären  Wurzeln  einer 
Gleichung. 

Vun 

Herrn  H.  Scheffler, 

B»n- Condurteiir  hei  den  Herzngl.  ßraunichweigiichen  Eilenbahnen  zu 
Kraumehweig. 


Das  gewöhnliche  Verfahren  der  Aufsuchung  der  Wurzeln  einer 
numerischen  Gleichung  mittelst  geometrischer  Konstruktion,  wo- 
bei man  die  Uebekanntc  x wie  eine  veränderliche  Abszisse  und 
den  Werth  der  gegebenen  Funktion  fiir  jedes  zugehörige  x wie 
eine  korrespondiremle  rechtwinklige  Ordinate  behandelt,  und  die 
Abszissen  sucht,  für  welche  die  durch  die  Endpunkte  der  Ordina- 
len gelegte  Kurve  die  Ahszissenlinie  durchschneidet,  ist  nur 
brauchbar,  um  die  reellen  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  zu 
linden. 

Wenn  aber  die  Gleichung 

F(x)=0  (1) 

ineh  imaginäre  Wurzeln  von  der  Form 

j r=re?vr“‘  = r (cosi j>  -f  sinqnV  — 1) (2) 

welches  überhaupt  die  allgemeinere  Zahlform  ist , in  der  auch  die 
"■eilen  Werthe  enthalten  sind,  besitzt;  so  geht  dieselbe  durch 
Substitution  des  vorstehenden  Ausdrucks  für  x über  in 

F(rf»V/-*)  = F[  r ^cosqp  + sinqp  V — 1)  ] =0 (3) 
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Hierdurch  erhält  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  von  einan- 
der ganz  unabhängigen  Grössen  r und  9.  Die  Letzteren  sind  aber 
wegen  Gleichung  (2)  an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  r stets 
einen  absoluten  oder  positiv  reellen  und  9 irgend  einen  po- 
sitiven oder  negativen,  aber  ebenfalls  durchaus  reellen  Werth 
habe.  Man  ist  also  jetzt  in  den  Stand  gesetzt,  die  Untersuchung 
bloss  auf  reelle  Grössen  zu  beschränken,  welche  der  Gleichung 
(3)  ein  Genüge  leisten.  Ohne  die  genannte  Bedingung  würde  dir 
Gleichung  (3)  den  Charakter  der  Unbestimmtheit  annehruen ; man 
könnte  dann  z.  B.  für  9 jeden  beliebigenWerth  setzen,  um  durch 
Auflösung  für  r einen  dazu  gehörigen  Werth  der  letzteren  Grösse 
zu  linden.  Dies  würde  dem  Falle  entsprechen,  dass  man  in  Glei- 
chung (1)  für  x einen  Ausdruck  von  der  Form 

x = (peaV~ i)  (qeßV-i) 

substituirt  hätte,  der  aus  zwei  Faktoren  von  allgemeiner  Form 
bestünde,  und  wovon  der  erste  pea^r~ 1 den  obigen  Faktor  r und 
der  zweite  oeß^r~i  den  obigen  Faktor  r*V— * in  Gleichung  (i) 
verträte.  Angesehen  davon,  dass  hierdurch  das  Problem  nicht 
vereinfacht  wäre,  indem  man  durch  die  Einführung  beliebiger 
reeller  oder  imaginärer  Werthe  für  9 in  Gleichung  (3),  wodurch 

t f»  • ||  j . ^ . 

C0S9  + siii9V"— 1 =e9\/-‘ 

die  Form  qeß^-1  annähme,  immer  wieder  auf  eine  Gleichunj 
kommen  würde,  die  im  Allgemeinen  für  r imaginäre  Wurzeln  von 
der  Form  »ea'V/-1  enthielte;  so  ist  doch  zu  bemerken,  dass  die 
unter  solchen  Umständen  existirende  Unbestimmtheit  der  Glei- 
chung (3)  sich  nur  auf  die  Werthe  von  9 und  r,  nicht  aber  auf 
die  daraus  zusammengesetzten  Werthe  von  xr=re9V—  *,  also  auch 
nicht  auf  die  Aullösungen  der  gegebenen  Gleichung  (1)  überträgt 
Denn  wenn  irgend  ein  Werth  non  9 die  Grösse 

cos9  f sin9\^ — l=evV-i 

in  die  Form  qeß^—i  überführt,  und  r = »eaV/— * ein  Werth  ist, 
welcher  sich  für  jenes  9 aus  Gleichung  (3)  ergibt,  so  hat  man 

x = pe*V— * . qeßV~l  = (pq)e\a+ß>V—i 
~( pq ) [cos(«r  + /J)  -f  sin(o  -f-  ß).  1], 

worin  nun  (pq)  und  (o+5)  reelle  Grössen  sind.  Beschränkt  man 
sich  also  auf  die  obige  Bedingung,  dass  in  Gleichung  (31  r und 
9 nur  reelle  Werthe  haben  sollen;  so  würde  man  eben  dieselbe 
vorstehende  Auflösung  für  x erhalten  müssen,  wenn  man  in  Glei- 
chung (3)  9 = (o  + |S)  gesetzt  hätte,  was  dann  für  r den  Werth 
(pq)  geben  müsste. 
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Scheinbar  bleibt  aber  selbst  unter  Beobachtung  der  'genannten 
Bedingung,  welche  ja  die  Werthe  Ton  cp  und  r nur  in  <fic  weiten 
Gränzen  unendlicher  Zahlenreihen  einschliesst,  für  die  Gleichung 
CS)  noch  ein  grosser  Spielraum  der  Unbestimmtheit.  Dass  dies 
jedoch  nur  scheinbar  ist,  leuchtet  ein,  wenn  man  die  Funktion 
>’  in  jener  Gleichung  so  entwickelt,  dass  das  Reelle  von  dem 
rein  Imaginären  sich  sondert.  Angenommen  dies  gebe 

r (r,,.)  + F'  (r,<p) . V-l  = 0 (4) 

Da  diese  Gleichung  nur  realisirt  werden  kann,  wenn  der  reelle 
und  der  imaginäre  Theil  für  sich  gleich  Null  wird;  so  zerfallt  die- 
selbe in  folgende  zwei  Gleichungen: 

F(r,<p)=0 (5) 

F'(r,cp)=0 (6) 

Jetzt  hat  man  zwischen  den  beiden  Unbekannten  r und  cp  zwei 
Gleichungen:  die  Unbestimmtheit  ist  also  verschwunden,  oder 
bezieht  sich  vielmehr  nur  noch  auf  die  Vielheit  der  Wurzeln, 
wdche  einem  jeden  Systeme  von  zwei  höheren  Gleichungen  mit 
zwei  l nbekannten  nach  dem  besonderen  Charakter  jener  Gleichun- 
eea  eigen  ist. 

Wollte  inan  behufs  geometrischer  Konstruktion  der  Wurzeln 
dieser  Gleichungen  sich  in  der  gewöhnlichen  Weise  eines  reebt- 
wiokBgeD  Koordinatensystems  bedienen ; 60  könnte  man  folgen- 
deniaassen  verfahren. 

Man  substituirte  sowohl  in  (5),  wie  in  (6),  für  cp  einen  be- 
•finmten  Zahlwerth  <pl  und  behandelte  bloss  r als  einzige  Ver- 
änderliche, welche  unter  den  absoluten  oder  positiven  Zahlen  Von 
0 bis  fco  zu  variiren  wäre.  Diese  Werthe  von  r trüge  man  von 
demselben  Mittelpunkte  aus  auf  Ein  und  derselben  Äxc  als  Ab- 
rissen auf.  Die  entsprechenden  Werthe  von  F(r,q>i),  als  recht- 
winklige Ordiuaten  behandelt,  ergäben  alsdann  Eine  Kurve  und 
die  von  F*(r,g»i)  eine  zweite  Kurve  über  derselben  Axe.  Ange- 
nommen , diese  beiden  Kurven  durcbschneiden  sich  in  einem 
Punkte  At.  Für  einen  möglichst  benachbarten  Werth  von  cp,  der 
?j  heisse,  würde  sich  dann  durch  F(r,cp^  und  F"(r,<p%)  über  der- 
selben Axe  ein  zweites  System  von  zwei  Kurven  ergeben , wel- 
ches »ich  in  dem  Punkte  schneiden  möge.  Auf  diese  Weise 
hesse  man  cp  in  der  Reihe  von  0 bis  -per:  und  von  0 bis  — « va- 
'iuen.  Die  genannten  Durchschnittspunkte  Alt  At...  der  aus  je 
zwei  Kurven  bestehenden  Systeme  würden  sich  dann  durch  eine 
neue  Kurve  verbinden  lassen.  Der  Durchschnittspunkt  dieser 
neuen  Kurve  mit  der  Abszissenaxe  lieferte  alsdann  eine  Abszisse, 
»eiche  für  r genommen,  den  fraglichen  Gleichungen  ein  Genüge 
leistete. 

Dieses  Verfahren  ist  nicht  allein  wegen  der  erforderlichen 
Zerlegung  der  gegebenen  Gleichung  (3)  in  zwei  Theile  F und  F" 
Theil  XV.  26 
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und  der  Berechnung  der  genannten  Doppelkurven  sehr  umständ- 
lich , sondern  auch  deshalli  unvollkommen,  weil  sich  vermittelst 
desselben  nur  der  Werth  von  r,  nicht  aber  der  des  dazu  gehö- 
rigen Winkels  <p  und  überhaupt  nicht  unmittelbar  die  gesuchte 
Grösse  x graphisch  darstellt,  nie  es  von  der  geometrischer»  Dar- 
stellung des  in  der  gegebenen  Gleichung  liegenden  Gesetzes  ge- 
fordert werden  muss. 

Besser  im  Geiste  der  geometrischen  Konstruktion  liegt  fol- 
gende Methode.  Nachdem  man  einen  Nullpunkt  und  eine  reelle 
Axe  festgelegt  hat,  stellt  man  sofort  den  Werth  von  F(x)  aus 
Gleichung  (1)  filr  irgend  ein  x dar,  indem  man  als  x eine  Linie 
von  bestimmter  Länge  r wählt,  die  sich  unter  irgend  einem  Win- 
kel cp  gegen  den  positiven  Theil  der  reellen  Axe  neigt,  also  eine 
Linie  von  der  Form 


x—refV—  i = rcosqs-f  rsiinp.  V — 1. 

Die  positiven  Werthe  von  <p  werden  links  um  den  Nullpunkt,  die 
negativen  rechts  herum  gerechnet  Bei  dieser  Darstellung  von 
F(x)  führt  man  schrittweise  die  darin  vorkommeuden  Operationen 
aus,  indem  man  mit  möglichster  Vermeidung  der  Rech- 
nung namentlich  die  Neigungen  der  einzelnen  Theile  dieser 
Funktion  und  die  Zusammensetzung  derselben  unmittelbar  durch 
Zeichnung  darstellt.  Es  bleiben  dann  in  der  Regel,  wenn  die 
Funktion  F nicht  zu  komplizirt  ist,  nur  die  absoluten  Länge« 
der  einzelnen  Strahlen  zu  berechnen.  Diese  Längen  sind  meistens 
unabhängig  vou  dem  Winkel  tp , und  dies  gewährt  den  Yortheil, 
dass  wenn  man  einmal  für  eine  Reihe  benachbarter  Werthe  von  r, 
die  in  der  Zahlenreihe  von  0 bis  + oc  liegen,  jene  Längen  berech- 
net hat,  man  dieselben  Längen  für  jeden  beliebigen  andern 
Werth  des  Winkels  <p  gebrauchen  kann. 

b*. 

Die  Grundregeln  bei  dieser  Konstruktion  sind: 

a)  für  die  Addition,  dass  an  den  Endpunkt  des  Einet 
Strahls  der  hinzu  zu  addirende  in  der  ihm  zukommenden 
Richtung  gelegt  werde; 

b)  für  die  Subtraktion,  dass  an  den  Endpunkt  des  Mi- 
nuend der  Subtrahend  in  der  ihm  direkt  entgegengesetz- 
ten Richtung  getragen  werde; 

c)  für  die  Multiplikation,  dass  die  absolute  Quantität  des 
Produktes  durch  Multiplikation  der  absoluten  Quantitäten 
der  Faktorei),  die  Neigung  des  Produktes  jedoch  durch 
Vorwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Einen  Faktor# 
um  den  Drehungswinkel  des  andern  Faktors  erhalten 
werde ; 

d)  für  die  Division , dass  die  absolute  Quantität  des  Quo- 
tienten durch  Division  der  absoluten  Quantitäten  des  Di- 
vidend#* und  Divisors,  die  Neigung  des  Quotienten  jedoch 
durch  Riickwärtsdrehung  aus  der  Richtung  des  Dividend« 
um  den  Drehungswinkel  des  Divisors  entstehe ; 
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e)  für  die  Potenzirung  zu  einem  positiven  ganzen  Expo- 
nenten n,  dass  die  absolute  Quantität  der  Potenz  gleich 
derselben  Potenz  von  der  absoluten  Quantität  des  Grund- 
faktors , dagegen  der  Drehungswinkel  jener  Potenz  gleich 
dem  n fachen  des  Dreh  ungs  winkeis  des  Grundfaktors  sei; 

f)  lu'r  die  Wurzclausziehung  zu  einem  positiven  ganzen 
Exponenten  n,  dass  die  Quantität  der  Wurzel  gleich  der 
wten  Wurzel  aus  der  Quantität  der  gegebenen  Grösse, 
dagegen  der  Drehungswinkel  gleich  dem  nten  Theile  des 
Drehungswinkels  diesser  Grösse  sei. 

Nach  der  Regel  (c)  ist  auch  Multiplikation  einer  Grösse  mit 
den  Faktoren 


-l.  +V— "I,  -V=I 


oder  mit 


n %n 

e*VCTi)  e 1 vr_  1 , e • *r-» 

gleichbedeutend  mit  eineT  Vorwärtsdrehung  respect.  um  180°, 
W,  270°. 

Hierdurch  ergibt  sich  durch  die  obige  Konstruktion  ein  Po- 
lygon, welches  vom  Nullpunkte  ausläuft,  und  welches  mit  dem 
letzten  Endpunkte  wieder  in  diesen  Nullpunkt  einfallen  muss, 
warn  der  angenommene  Werth  von  x eine  Auflösung  der  Glei- 
ch«? (I)  sein  soll. 

Damit  man  dieses  Verfahren  ausfiihren  könne,  muss  die  Funk- 
tion F in  solche  Theile  zerlegt  sein,  auf  welche  sich  die  Regeln 
(a)  bis  (/)  zur  Erzeugung  der  auf  einander  folgenden  Seiten  des 
fraglichen  Polygons  unmittelbar  in  Anwendung  bringen  lassen. 
Hätte  man  z.  ft. 


F(.t)  — Ax* — V ex  + logar  = 0, 

worin  der  Koeffizient  A irgend  eine  geneigte  Linie  von  der  all- 
gemeinen Form 

aeaV—i  = acosa  -f-  asino.V  — 1, 
dagegen  c nur  eine  absolute  Zahl  darstellen  möge,  also 
FXx)  = aea^—,xi — V cx  + loga-=0, 
so  müsste , wenn  man  nun  für  x den  allgemeinen  Werth 
x=refV- 1 = rcosy  -f-rsin?  . V~  — t 
einführen  wollte,  das  Glied 

loga:  = log  [r(cosqp  + sin  93.  V" — 1)] 

1t* 
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in  die  bekannte  Form 


logr  + v>V— 1 

gebracht  werden.  Dies  gibt 

_ _ 9 

ue -,.rse5^^/_1  — V~ er.e2^-1  -f  logr+9>V  — 1=0, 

oder 


9 

ar*.e(“+1^>V'-* — V~cr  . c*v’~*  + logr  + 9 V — 1 = 0. 

Wenn  man  in  allen  Gliedern,  von  denen  jedes  eine  Seite  da 
Polygons  ergibt,  die  Richtungskoeflizienten  deutlicher  als  Poten- 
zen' von  e markiren  und  ausserdem  die  Funktion  auf  der  link« 
Seite  so  darstellen  will,  dass  die  einzelnen  Theile  überall  all 
Summanden  erscheinen;  so  kann  man  auch  schreiben 

</  

arJ.e(«4»9>V-i-j.  V75.e(’'+z)^-1+logr.e0V/-«+9,.e*v->  = 0. 

Die  absoluten  Längen  ar3,  V" er,  logr  der  ersten  drei  Glieder 
sind  unabhängig  von  jedem  Werthe,  den  mau  tür  9 eintubrea 
möge;  nur  der  des  letzten  Gliedes  ändert  sich  mit  9.  Nacbdea 
also  die  ersteren  drei  für  irgend  eine  Reihe  von  Wertben  für  r 
berechnet  sind,  kann  mau  sich  derselben  für  jeden  beliebigen 
Werth  von  9 bedienen. 

Ferner  erhellet,  dass  die  Richtungen  der  sieh  durch  diese 
Gleichung  ergebenden  vier  Polygonalseiten  unabhängig  sind  »M 
der  Länge  r der  für  x angenommenen  Linie,  dass  also,  neu 
man  das  fragliche  Polygon  erst  einmal  für  einen  bestimmten  Wertk 
von  r und  9 entworfen  hat,  die  Seiten  aller  Polygone,  für  nelcfc 
man  bloss  r in  der  gedachten  Zahlenreihe  variiren  lässt  und  ; 
konstant  erhält,  den  Seiten  des  ersten  Polygons  parallel  sein 
werden. 

Gibt  man  nun  in  F\x)  der  Grösse  x irgend  einen  bestimmten 
Neigungswinkel  9(  und  lässt  dann  deren  absolute  Länge  r vouO 
bis  00  variiren ; so  beschreibt  der  zweite  Endpunkt  des  fragb' 
eben  Polygons  eine  Kurve,  welche  durch  deu  Nullpunkt  gebe" 
muss,  wenn  es  für  9^  ein  zugehöriges  rt  geben  soll,  welches  “ 
der  Form^etfiV- 1=0:1  der  gegebenen  Gleichung  ein  Genüge  lei- 
stet. Gibt  man  jetzt  dem  Winkel  9 einen  zweiten  W’erth  tft 
lässt  die  Länge  r durch  eben  dieselbe  frühere  Zahlenreihe  rar»- 
ren;  so  beschreibt  der  letzte  Endpunkt  des  Polygons  eine  zweit* 
Kurve.  93,  94,  94....  ergibt  eine  dritte,  vierte,’ fünfte  ....  Kone 
Diese  Werthe  von  9 müssen  nun  allmählig  sowohl  die  Reibe  de' 
positiven,  wie  der  negativen  Zahlen,  also  die  Reibe 

— « 0 + « 
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durchlaufen , um  alle  möglichen  Kurven  zu  ergeben,  welche  der 
Ingliche  Endpunkt  des  Polygons  beschreiben  kann. 

Statt  dass  man  9 in  dieser  Weise  über  jede  Gränze  hinaus 
«icbsen  lässt,  kann  man  auch,  indem  man  in  die  gegebene  Glei- 
(hong  statt  9 den  Ausdruck  2kjr-f 9 schreibt,  worin  k eine  will- 
kührlicbe,  aber  positive  oder  negative  ganze  Zahl  bezeichnet, 
erst  überall  k=0  setzen  und  nun  erst  9 von  0 bis  2«  variiren 
lassen . dann  k—  1 setzen  und  hierauf  9 ebenfalls  nur  von  0 bis 
ix  variiren  lassen  u.  s.  f. 

Ob  es  nöthig  sei,  dass  man  den  Winkel  9 in  vorstehender 
"eise  ius  Unendliche  wachsen  lasse,  um  alle  denkbaren  Kurven 
der  genannten  Art  zu  erhalten , oder  ob  sich  für  gewisse  Perioden 
der  Wert  he  von  9 immer  wieder  dieselben  früheren  Kurven  wie- 
derholen müssen , in  welchem  Kalle  man  dann  den  Winkel  9 nur 
mischen  den  Gränzen  Einer  solchen  Periode  zu  variiren  brauchte, 
hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Funktion  F ab. 

Mao  erkennt,  dass  in  dem  obigen  für  F(x)  gewählten  Bei- 
spiele das  erste  Glied 


ar*.e(“+»»'v-1  = Aara 


seine  Fundamentalwerthe  regelmässig  wiederholt,  sobald  mau  9 
von  0 bis  hat  wachsen  Tassen  und  nun  über  27t  hinausgeht, 
'u>deae(,,f3t2i,It»»v’_1  denselben  Neigungswinkel  darstellt,  wie 
Ferner  erkennt  man,  dass  in  dieser  Periode  auch 
die  diejenigen  Werthe  Vorkommen , welche  Ax3  für  irgend  ein 
negatives  9 annehmen  kann,  indem  den. 

selben  Neigungswinkel  darstellt,  wie  «(“+3(2'r-9)  *.  Dieses 

erstes  Gliedes  wegen  brauchte  man  man  also  9 nur  von  0 bis  2rr 
Sachsen  zu  lassen. 

Die  Werthe  des  zweiten  Gliedes 


V~cr  . — W~cx 

kehren  jedoch  erst  dann  regelmässig  wieder,  wenn  9 von  0 bis 
t*  gewachsen  ist.  Alsdann  "sind  aber  auch  alle  diejenigen  Werthe 
'«gekommen,  welche  sich  für  negative  9 cinstellen  würden. 
Wegen  dieses  zweiten  Gliedes  ist  also  eine  Variation  von  9 zwi- 
schen den  Gränzen  0 und  4 ji  erforderlich. 

Das  Glied  logr  ist  für  alle  Werthe  von  9 dasselbe  und  erfor- 
dert demnach  gar  keine  Variation  dieses  Winkels. 

Das  letzte  Glied 


n 
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ändert  seinen  Werth  mit  jeder  Variation  von  9,  ist  auch  ein  ande- 
res für  — y,  als  I'flr  -f  9.  I)a  dasselbe  jedoch  einen  konstanten 
Richtuugskoeflizieiiten,  also  eilte  konstante  Neigung  gegen  die 
reelle  Axe  besitzt,  und  ausserdem  mit  9 gleichförmig  nächst; 
so  wird  man  sehr  bald  erkennen,  ob  nnd  nie  «eit  es  erforderlich 
ist,  dieses  letzteren  Gliedes  wegen  die  Variationen  von  y ansru 
dehnen,  indem  man  immer  vor  Augen  hat,  dass  die  zu  konstroi- 
renden  Kurven  dem  Nullpunkte  sich  nähern  und  nicht  denselben 
fliehen  sollen. 

Nach  diesen  Vorbetrachtungeu  schlägt  man  nun  folgender 
systematische  Verfahren  ein. 

Nachdem  man  den  Nullpunkt  O und  die  positive  reelle  Ais 
UX  (Taf.  XI.  Fig.  fi.)  festgelegt  hat,  gibt  man  in  Gleichung  (o 
dem  Winkel  y irgend  einen  bestimmten  Werth  yx , womit  raaodie 
Variationen  von  9 beginnen  will,  und  zieht  durch  O die  Link 
Of)t , welche  sich  unter  diesem  W’inkel  Bx  OX—yx  gegen  die 
Axe  OX  neigt,  ludern  man  nun  vorläufig  y — yx  konstant  erhält, 
lässt  mun  die  absolute  Länge  r der  Unbekannten  x von  0 gegen 
+ oo  variiren.  Für  irgend  einen  solchen  Werth  r'x  von  r möge 
nun  die  Konstruktion  der  Funktion  F(jr' das  im  N uSI- 
puiikte  O anhebeude  Polygon  OA'xB\  C\  ergeben,  dessen  letzter 
Endpunkt  G\  sei.  Jetzt  ziehe  man  noch  duren  den  Punkt  Cx  mit 
ODx  parallel  die  Linie  CXD'X  und  mache  deren  Länge  =rV 

Für  einen  zweiten  Werth  r",  von  r sei  bei  demselben  Wertbe 
von  m das  durch  F\r"lef  '^~ri)  sich  ergebende  Polygon  dargesteül 
durch  OA"lB",Ci , und  es  sei  wieder  C"x B"l  parallel  getwra- 
men  zu  derselben  Linie  OBx  und  an  Länge  gleich  r*x  gesucht 

In  ähnlicher  Weise  mögen  als  Eudpunkte  der  Polygone  fit 
den  konstanten  Winkel  9t  resp.  für  r=r'i,  r"x,  r", ....  die  Poaktf 

Cx , C". , C"'x und  in  paralleler  Hinausrückung  über  die» 

Punkte  die  Punkte  D'X,D"X,  DP x ....  entstehen,  wobei  die  Linie“ 

O,  Ii\  , Cxlrx , C\irx...  resp.  = r', , r",  , .... 

und  sämmtlich  parallel  zu  ODx  sind. 

.Die  Variationen  von  r für  den  Werth  9 = 9,  dehnt  man  aber 
bloss  so  weit  aus,  dass  einige  der  Punkte  Cx,  V\,  C*i  — 
diesseit  und  einige  derselben  jenseit  der  Linie  ODx  z»  ß* 
gen  kommen. 

Hierauf  verbindet  man  sowohl  die  Punkte  Vx,  C"x,  C*j  ■- 
wie  auch  die  Punkte  D\  , P"x , lif" j ....  durch  Kurven , von  de 
neu  die  erstere  die  Linie  ODx  in  dem  Punkte  Q und  die  leu 
tere  diese  Linie  ODx  in  dem  Punkte  Dx  durchschneiden  möge- 

Jetzt  setzt  inan  für  9 einen  zweiten  Werth  und  legt  die 
Linie  OBt  unter  dem  Neigungswinkel  y 2 gegen  die  Axe  Oa 
Ebenso,  wie  vorhin  für  y — yx  die  beiden  Punkte  Ct  und  A in 
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<l«r  Linie  ODl  gefunden  sind,  «erden  nun  für  = die  beiden 
Punkte  C.t  und  Dt  in  der  Liuie  OZ>2  ermittelt. 

Für  einen  dritten,  vierten,  fünften  Werth  <jp3 , g>4,  <pt  für  q> 
erhalte  man  dann  in  den  Linien,  welche  sich  unter  diesen  Win- 
keln gegen  OX  neiden,  oder  in  deren  Verlängerungen  (wie  z.  B. 
bei  Od,  welche,  indem  Winkel  dOX—  <p3  ist,  rückwärts  nach 
Cj  und  Ds  verlängert  ist)  die  Punkte  C,  und  Ü3,  C\  und  D4, 
^ nnd  Ds.  Dass  ein  Punkt,  wie  DÄ,  in  der  rückwärts  gerich- 
teten Verlängerung  der  betreffenden  Linie  Od  liege , charakteri- 
sirt  sich  dadurch,  dass  derselbe  zwischen  O und  den  Endpunkt 
C5  des  zugehörigen  Polygons  fällt.  Allgemein  ist  aber  die  wahre 
Kkhtnog  der  hier  in  Frage  kommenden  Linien  OD, , ODa , OD,... 
durch  diejenige  Linie  dargestellt,  welche  sich  von  dem  betreffen- 
den Punkte  C nach  dem  zugehörigen  D hin  erstreckt,  und  nicht 
umgekehrt  von  D nach  C. 

Diese  Variation  des  Winkels  <p  setzt  man,  wenn  man  nur 
Eine  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung  sucht,  nur  so  weit  fort, 
bis  sich  in  den  Linien  OC,D, , 0(\Ü3....  die  Lage  der  beiden 
Punkte  t\  und  D, , C,  und  Da....  in  Beziehung  zum  Nullpunkte 
0 umkehrt,  wie  bei  OD,Q,  oder  auch  nur  so  weit,  bis  der 
Nullpunkt  O zwischen  jene  beiden  Punkte  fällt,  wie  bei  6’4OD4, 
also  io  die  rückwärts  gerichtete  Verlängerung  der  die  Richtung 
tod  z darstellenden  Linie  Od  zu  liegen  kommt. 

Jetzt  verbindet  man  die  Punkte  C, , C, durch  die  Kurve 

und  die  Punkte  D, , D. durch  die  Kurve 

fi,lV>jD4D8.  Die  erstere  Kurve,  w-elche  die  Endpunkte  von 
Polygonen  enthält,  wird  durch  den  Nullpunkt  O gehen,  also  eine 
Auwsuog  der  gegebenen  Gleichung  erkennen  lassen. 

Es  ist  aber  klar,  dass,  wenn  der  Punkt  Cj  mit  O zusammen- 
fafit,  also  die  Sehne  OC^  der  Kurve  tiLaCsOG4Ci  sich  auf  einen 
Punkt  O reduzirt,  die  Richtung  dieser  Sehne  mit  der  Tan- 
gente der  eben  genannten  Kurve  für  den  Nullpunkt  O zusam- 
menfallt. Ausserdem  wird  das  Verbindungsstück  C3Ü3  zwischen 
dieser  Kurve  und  der  anderen  D,DIDSDD4D6  gleich  der 
hänge  OD. 

Zieht  man  also  im  Nullpunkte  O an  die  Kurve 
QOG  die  Tangente  OD  bis  zum  Durchschnitte  D mit 
der  Kurve  D1DDi;  so  stellt  OD  sowohl  nach  Länge, 
*ic  nach  Richtung  den  Strahl  x=re»V'->  dar,  welcher 
der  gegebenen  Gleichung  ein  Genüge  leistet  oder  eine 
Wur-.el  dieser  Gleichung  ist. 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  mehrere  imaginäre  Wurzeln 
bat;  so  wird  die  Kurve  C,  0(\  in  eben  so  viel  Windungen  oder 
Zweigen  durch  den  Nullpunkt  gehen.  Die  Tangenten  an  die  ver- 
schiedenen Zweige  von  O bis  zum  Durchschnitte  mit  dem  be- 
tretenden Zweige  der  Kurve  D,DD,  ergeben  alsdann  die  ver- 
schiedenen Wurzeln. 
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Es  leuchtet  ein,  dass  die  reellen  Wurzeln  durch  diese# 
Verfahren  nicht  dargestellt  werden  können,  sobald  die  konstan- 
ten Grössen  der  Funktion  F sämmtlich  reell  sind,  weil  alsdann 
sSmmtliche  Polygonseiten  und  demnach  auch  alle  Kurven,  nie 
Ol  C,  C*!  und  D‘lDlDml  in  die  reelle  Axe  fallen,  welche  für 
cp—  0,  n,  in,  3«....  zugleich  die  Linie  0/>,  darstellt,  sodass 
unter  solchen  Umständen  ein  jeder  Punkt  dieser  Axe  als  gemein- 
schaftlicher Durchschnittspunkt  mit  jenen  Kurven  angesehen  wer- 
den könnte. 

Die  imaginären  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen  des 
zweiten  Grades  mit  reellen  Koeffizienten  führen  nach  Vorstehen- 
dem zu  einer  sehr  gefälligen  Konstruktion.  Man  braucht  nämlich 
bei  diesen  Gleichungen  die  Ku rven bögen  OxL\C"x  und  l)\ I)t //”, 
gar  nicht  darzustellen , um  die  in  ODx  liegenden  Punkte  (\  und 
Dt  zu  finden,  sondern  kann  die  letzteren  Punkte  und  demnach 
die  Kurven  C,  OC's  und  l)x  DDb  unmittelbar  festlegen.  Es  sei  zu 
diesem  Ende  ^ 

a + üx  F cx * =0 

oder 


a + *re»V->  + crWV-i=0 

die  gegebene  Gleichung.  Ist  nun  in  Taf  XI.  Fig.  7.  OD , die 
Richtung  irgend  eines  für  x=zref^~l  angenommenen  Strahles, 
also  Winkel  DxOX—cpx  und  OAxBxC\  das  für  r = r,  sich  erge- 
bende Polygon,  indem 


(CM,)  = a,  (AlB1)  — bx=bref‘ir-1, 

( Bx  Cx)  = cx*=cr*e*»V-» ; 

so  ist  Winkel  B1AlX=  m , also  AXBX  parallel  zu  OD.,  ferner 
der  Neigungswinkel  von  B.Cx  gegen  OX  gleich  i<p;  mithin  Win- 
kel AxBxC'x  =OAtß,  . Soll  nun  der  Punkt  Cx  in  die  Linie  ODx 
fallen;  so  muss  auch  Winkel  0CxBx  — C\0 Ax  und  die  Länge 
der  Linie  ß|C,  = OAx , d.  i.  crj*=a  sein. 

Hiernach  erhält  also  die  dritte  Seite  BxC.  des  fraglichen 
Polygons  eiue  konstante  von  dem  besonderem  Wertbe 
<Px  des  Winkels  cp  oder  von  der  Richtung  der  Linie 
ODx  ganz  unabhängige  Länge,  welche  gleich  der  Länge  des 
bekannten  Gliedes  OAt  = a in  der  gegebenen  Gleichung 
ist.  Die  Länge  des  hierzu  gehörigen  x wird  also  ebenfalls  kon- 
stant und  zwar 

'■=Vl 

Man  kann  also  schon  voraus  schliessen,  dass  die  absolute 
Quantität  (der  Model)  der  gesuchten  imaginären  Wurzeln 
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fraglichen 


sein  wird. 
Polygons 


Da  die  Lange  der  zweiten  Seite  Atß,  des 


ist;  so  folgt,  dass  auch  diese  Seite  eine  von  <p  unabhängige  kon- 
stante Länge  bewahren  wird. 

Cm  also  für  die  verschiedenen  Werthe  von  g>  oder  für  die  verschie- 
denen Richtungen  O/J,  die  Punkte  Ct  und  />,  zu  finden , macht 
man  auf  der  positiv  reellen  Axe  OX  die  Länge  OAt—a,  be- 
schreibt um  At  mit  dem  Halbmesser 


einen  Kreis,  zieht  AlBl  parallel  zu  OI)t  bis  an  den  Umfang  die- 
ses Kreises  und  schneidet  mit  der  Zirkelöffnung  cr®=«=  CM, 
- f\  von  Bt  in  die  Linie  OD.  so  ein,  dass  Winkel 
ß,C,0=a4|  oa  wird.  Dies  ergibt  den  Punkt  (\.  Macht  mau 
darauf  in  ODt  die  Länge 

ciA=r,=V|; 


&o  findet  man  auch  den  Punkt  Dl. 

Auf  diese  Weise  ist  in  Taf.  XI.  Fig.  7.  die  Gleichung 
2 + 2*  + j*=0 


«der 


2 + 2refsrri  + rae®»'r-ri=0 
konstruirt,  worin  man  a=2,  6=2,  c=l,  also 


also 


OAl=a=2,  A1Bl=brl  = 2V~2, 

BlCl=crl*=a= 2,  ClBl=rl  = V2 

bat.  Die  Kurve  C^Oc  ist  eine  geschlossene,  welche  über  und 
unter  der  reellen  Axe  zwei  kongruente  Schenkel  besitzt, 
welche  zweimal  durch  den  Nullpunkt  gehen  und  daselbst  eine 
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Schlinge  bilden.  Die  ebenfalls  aus  zwei  kongruenten  Schenkeln 
bestehende  Curve  l)x  Dly  besitzt  in  der  reellen  Axe  links  vom 
Nullpunkte  bei  d eine  widerkehrende  Spitze.  Die  beiden  ima- 
ginären Wurzeln 

* = - 1 + V-l  = V~2(-2  + \ V~i) 

und 

x = - I - \^-l  =■ V‘2(-  i ^ V"^) 

sind  dargestellt  resp.  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  OD 
an  die  beiden  Schenkel  der  Kurve  CiOc  im  Nullpunkte  O. 

Für  den  Werth  a—n,  also  2f='2n  fallen  die  drei  Seiten  OAx, 
Ax  Bx , Bx  Ct  des  obigen  Polygons  in  die  reelle  Axe  dergestalt, 
dass,  nenn  die  Koeffizienten  a,  b,  c sämmtlich  positiv  sind,  OAx 
die  positive,  AXBX  die  negative  und  BXCX  die  positive  Richtung 
annimmt,  also 


Oe—OAx  + BxCx  — Axßx 
= o -f  n-6  ^?.  = 2a  — 6^  £ 

wird.  Wäre  nun  0AX  +ß,C\  oder  2 0AX  <KAXBX  oder  2a  <6 
6* 

d.  i.  4a  <— ; so  konnte  die  Karve  C\Oc  den  Nullpunkt  O nicht 
erreichen;  es  gäbe  alsdann  keine  imaginären  Wurzeln. 

In  Taf.  XI.  Fig.  8.  ist  die  Gleichung 
2— 2x  + x*=0 


oder 

2 - 2 rev^  +r*eW=»=0 

konstruirt.  Hier,  wo  das  zweite  Glied  negativ  ist,  muss  die  zweite 
Seite  Ax  Bx  des  fraglichen  Polygons  eine  der  Linie  OD,  direkt  entge- 
gengesetzte Richtung  erhalten.  Dies  erzeugt  anfänglich  Polygone 
von  der  Gestalt  OAxBx(\.  Im  Uebrigen  ist  das  Verfahren  dem  frü- 
heren gleich.  Man  findet  auch , dass  die  Kurve  Cx  Oc  der  für  die 
Gleichung 

2-f  2x  + x*=0 

gefundenen  gleich  ist,  dass  aber  jetzt  einem  Winkel  ? der 
zweite  Durchschnittspunkt  der  Linie  0(\  mit  jener  Kurve  ange 
hört.  Die  Kurve  D^DO  nimmt  eine  von  der  früheren  abwei 
chendc  Gestalt  an,  indem  dieselbe  ebenfalls  zweimal  durch  den 
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.Nullpunkt  geht  und  daselbst  eine  Schlinge  bildet.  Die  beiden 
imaginären  Wurzeln 

*=i +^^i= V~2(  ^ 

und 

*=  1 VT(  i — | V^T) 

.«ind  jetzt  durch  die  beiden  Tangenten  OD  und  Oiy  an  die  bei- 
den Schenkel  der  Kurve  CiOc  im  Nullpunkte  Ü dargestellt. 

Fflr  den  Werth  qp=0,  also  2^=0,  fallen  die  drei  Seiten  OAu 
ji"t > B\ Cj  des  fraglichen  Polygons  ebenfalls  in  die  reelle  Axe 
dergestalt,  dass  wenn  die  Koeffizienten  a und  c positiv  sind  und 
1 negativ  ist,  OAl  die  positive,  A,Bl  die  negative  und  Bl  (\  die  1 
positive  Richtung  anniinmt.  Die  Kurve  G’i  (Je  würde  also  auch 
hier  deo  Nullpunkt  nicht  erreichen  können,  wenn 

OAx  + BlCl—'20Al  <AlBt, 

oder 


2a  <6 


VI- 


6* 

d.  i.  4o  < — 
c 


.**»• , Es  würde  alsdann  auch  in  einer  solchen  Gleichung  keine 
imaginären  Wurzeln  geben. 


Wenn  in  einer  quadratischen  Gleichung  die  beiden  Koeffizien- 
ten  a und  c entgegengesetzte  Zeichen  hätten;  so  würde,  wie 
laf  XI.  Fig.  9.  anschaulich  macht;  für  keine  der  Kombinationen 


o=  +a  -f  a —a  —a, 

b=  +A  -b  + 6 —6, 

C—  —C  — C +C  -f-c 

der  Endpunkt  (\  eines  Polygons  OAlßtC1  iii  die  direkte  Rich- 
tung ODl  des  zugehörigen  Winkels  <p  fallen  können.  Unter  sol- 
rnen  Umständen  gibt  es  eine  Kurve  (\Oc  von  der  bekannten  Be- 
schaffenheit überhaupt  nicht,  und  es  sind  demnach  auch  keine 
imaginären  Wurzelu  vorhanden. 

ln  Taf-  XI.  Fig.  10.  ist  die  Konstruktion  der  vier  imaginären 
wurzeln  der  Gleichung 

u + **  = 0 
oder 
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a + rV*^— ‘=0 

dargestcllt.  Wenn  OAv=a  genommen  wird;  so  ist  für  irgeod  ein 


*i=r1e*'V-1, 

welches  in  der  Wichtung  OC,  liegen  soll,  der  Neigungswinkel 
CtAtX  der  zweiten  und  letzten  Polygonalseite 

Ai C,  = a:l#=r4es»vr— *”  gleich  5?1=5 ((\OX). 


Hiernach  kann  man  den  Punkt  C,  in  der  Linie  0(\  unmittelbar 

finden.  Lässt  man  9 von  0 bis  E3  OX  variiren,  so  ergibt 

sich  die  Kurve  CC.OCt,  an  deren  unendlich  langem  Schenkel 
OCt  die  Linie  £,OL'a  eine  Asymptote  bildet.  Für 


9=7  bis  ^ = EtOX 


\h 

' . 

ergibt  sich  die  Kurve  (\OCt,  an  deren  oberem  unendlichen 
Schenkel  UC3  die  Linie  L OE,  und  an  deren  unterem  unendlichen 
Schenkel  OCt  die  Linie  A'ä  0£4  eine  Asymptote  bildet  Für 

bis  EjOX 


ergibt  sich  die  Kurve  CbOCt  mit  zwei  unendlichen  Schenkeln  und 
den  Asymptoten  E1tOEb  und  E7OEt.  Für 

O '<  > 

9=~  bis  „-X'üX 

ergibt  sich  die  Kurve  C,OCgC  mit  Einem  unendlichen  Schenkel 
OCj  und  der  dazu  gehörigen  Asymptote  EtOET.  Wenn  9 über 
jt  hinaus  wächst;  so  stellen  sich  die  genannten  Kurven  der  Reibe 
nach  wieder  ein. 

Ha  diese  Kurven  den  Nullpunkt  viermal  und  zwar  dann  pas- 
siren,  wenn 


resp.  =«,  2 n,  3n,  4«; 


also 


9 resp.  =g- ■ 


2n 

>r 


3s 

TT 


in 

IT 


ist;  so  gibt  es  vier  imaginäre  Wurzeln.  Man  hat  aber  zu  beach- 
ten, dass  die  von  O ausgehenden  Kurvenbögen  zum  Theil  nicht 
durch  die  Durchschnitte  der  direkten  Richtungen  der  Linien 
OCiundAiCi,  sondern  auch  durch  dieDurrhschnitte  der  rückwärts 
gerichteten  Verlängerungen  gebildet  sind.  Für  die  Durch- 
schnitte der  direkten  Richtungen  hat  man 
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von  =0  bis  j den  Kurventheil  C(\0  und  demnach  als  Rich- 
tung der  ersten  Wurzel  die  Tangente  OD; 

ron?=~  bis  gar  keinen  Kurventheil; 

10117=-  bis  den  Kurventheil  CbO  und  demnach  als  Richtung 
der  zweiten  Wurzel  die  Tangenten  OD 

von  7 = ~ bis  gar  keinen  Kurventheil ; 


Ton r=-£~  bis 


— den  Kurventheil  OCt  und  demnach  als  Richtung 
der  dritten  Wurzel  die  Tangente  OD 


bis 


ln 


gar  keinen  Kurventheil; 


vnnyrr-j-  bis  2 n den  Kurventheil  OCaC  und  demnach  als  Rich- 
tung der  vierten  Wurzel  die  Tangente  OD'". 

Um  die  absolute  Quantität  dieser  Wurzeln  zu  bestimmen, 
taucht  man  hier  die  bekannte  Kurve  D,  D%...  nicht  zu  entwerfen, 
da,  wenn  die  Länge  von  AlCl=zll1  gesetzt  wird,  also 

J 

ri=V~Rl  und  fiiir  die  fraglichen  Wurzeln  Kt=a,  also 
b =V~  a ist 
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XIX. 


Beweis  der  Existenz  von  n Wurzeln 
in  Jeder  Glicliung  des  fiten  Grades 
und  Untersuchungen  über  die  Natur 
einer  solchen  Gleichung. 

Von 

Herrn  H.  Scliefflcr, 

Hatironducteur  bei  den  Herzog!.  Braunschweigtachen  Eisenbahnen 
zu  Braunschweig. 


Im  sechsten  Theile  dieses  Archives,  Nr.  XXXV.,  hat  Herr 
l)r.  Wittstein  die  geometrische  Bedeutung  des  Beweises  von  Caucby 
über  des  Vorhandensein  von  mindestens  Einer  Wurzel  in  jeder 
algebraischen  Gleichung  naher  nachgewiesen.  Hierdurch  ist  die 
Eleganz  jenes  Beweises  noch  bedeutend  erhöhet.  Derselbe  ist 
aber  ein  indirekter  Beweis,  und  ausserdem  wird  dadurch  nicht 
unmittelbar  das  ganze  Faktum,  worauf  cs  eigentlich  ankomml, 
niimlich  dass  jede  algebraische  Gleichung  vom  nten 
Graden  Wurzelnhaben  müsse,  dargethan.  Um  diesen  letzte- 
ren Satz  ahziiieiten,  bedarf  es  nun  immer  noch  ganz  besonderer 
analytischer  Combinationen , bei  welchen  die  geometrischen  Be- 
ziehungen nicht  so  nahe  liegen  dürften,  als  bei  dem  Beweise  des 
erstcren  Satzes.  Die  Wichtigkeit  des  fraglichen  Satzes  für  die 
Algebra,  und  die  Berühmtheit,  weiche  derselbe  dadurch  erlangt 
hat,  dass  er  lange  Zeit  ohne  Beweis  geblieben  ist,  werden  es 
daher  rechtfertigen,  dass  ich  noch  einen  anderen  und  zwar  di- 
rekten Beweis  liefere,  welcher  den  in  Bede  stehenden  Satz  so- 
fort in  seiner  grössten  Allgemeinheit  aufkltirt. 

Die  gegebene  Gleichung  vom  nten  Grade,  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  x geordnet,  sei,  nachdem  durch  den  Koeffizienten 
des  höchsten  Gliedes  dividirt  ist, 
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A+Ax  + Ax*+....+Ax”-1  + x«=:F(x)-0  . . . . (1) 
»12  «-1 

Hierin  mügen  die  Koeffizienten  A,  A . . beliebige  reelle  oder  imagi- 

°.  1 

nlre  Wertbe  haben,  also  allgemein  von  der  r orm 

A=aea  1 = a cos  a + asi  na.  V" — 1 


fein,  worin  a eine  absolnte  Quantitität  bezeichnet,  o jedoch 
imr  reell  zu  «ein  braucht,  sonst  aber  sowohl  positiv,  wie  nega- 
tiv sein  kann.  Die  Glieder  jener  Gleichung  brauchen  nur  durch 
das  Additionszeichen  verbunden  zu  werden,  indem  man  z.  B.  nur 


-a= _Be«*=r=  W’,+o)v-1 


za  setzen  braucht. 

Die  allgemeine  Form,  in  welcher  man  sich  irgend  einen 
Werth  für  x denken  kann,  ist 


x—re ^ *"=rcos<p-|-rsin<p.V^ — 1, 

sorin  r ebenfalls  nur  eine  absolute  Quantität  zwischen  0 und 
+ *,  qn  jedoch  jeden  reellen  Werth  zwischen  — » und  +*> 
danteilt.  Durch  Substitution  dieser  Ausdrücke  für  x und  für 
dir  Koeffizienten  A in  Gl.  (1)  wird  dieselbe 


•tq,  («4*)v^i.  («+2fiv-i , tj+»wv=i 

#r  -f-urc1  -J-<rr*c  -f  ar3e  -|- 


+oi*-le^-‘+t"  1+r».«"vV  '—F(revV  ’)=0....(2) 

»-i 

oder  wenn  man  den  reellen  Theil  vom  imaginären  trennt  und  den 
«teren  mit  fi  (r,<p)  und  den  letzteren  mit  /j  (r,  (p).  — 1 be- 

zeichnet, 

i 

ocosa-f  or cos  ( « -f  qp)  + nr* cos  (a  + 2<p)  + 

«Ul  1 3 3 

-f  a r“_,cos[  a +(n — 1) qp]  + rncos(nqp) 

n— I n — i 

t 'asina  -f  orsin  (o  -f  cp)  + nr*  sin(o  -f  2 cp)  -f 

• O I 1 t « 

-f  a r"-'sin[  e +(n — l)<p]l  rssin  (nqp)i  V" — l 

I»- 1 »- 1 

<p)+fi(r,fp).\T— 1=0 (3) 


Wir  stellen  uns  jetat  unmittelbar  auf  den  Boden  der  geome- 
trischen Anschauung,  von  welchem  jeder  arithmetische  Gedanke 
doch  nur  eine  Abstraktion  ist,  und  welcher  sich  deshalb  vor- 
züglich dazu  eignet,  die  JdeeD  zu  tixireo,  wiewohl  mau,  wenn  man 
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bloss  mit  Kombinationen  reiner  Begriffe  operireo  wollte,  diese 
Resultate  auch  ohne  geometrische  Versinnlichung,  aber  mit  ei 
grösseren  Aulwamle  von  Formelo  und  Erläuterungen  erz 
könnte. 

Es  ist  klar  und  könnte  leicht  streng  gezeigt  werden,  dass 
Funktionen  F,  /, , f%  in  Gl.  (2)  und  (3)  sowohl  für  r,  wie  fi 
wenn  man  diese  Grössen  als  Veränderliche  betrachtet,  cti 
sind.  Nimmt  man  daher  fiir  qp  irgend  einen  bestimmten  V 
<p,  an,  behandelt  darauf  in  Gl.  (2)  oder  (3)  <pt  wie  eine  Konst 
und  lässt  bloss  r von  0 bis  z variiren;  so  muss  der  zweite 
punkt  des  durch  F dargestellten  Polygons  (s.  den  früheren 
satz  Nr.  XVIII.  über  die  Konstruktion  der  imaginären  Wurzeln  i 
Gleichung)  eine  stetige  Kurve  ^ICf'lTaf.  XIl.Fig.  1.)  beschre 
Auf  rechtwinklige  Koordinaten  bezogen,  ist  fy  aus  Gl.  (3) die 
Nullpunkte  aus  in  positiver  oder  negativer  Richtung  der  re 
Axe  gemessene  Abszisse,  und  die  zugehörige  Ordinal 
irgend  einen  Punkt  dieser  Curve.  Wenn  OA  das  bekannte  ( 

I 

“V"—  1 . . r — | 

ae  = acos«-f-asina.V  — I 

H |.  •)  o o 

der  gegebenen  Gleichung  darstellt;  so  muss  der  Anfangs 
jener  Kurve  nothw  endig  im  Punkte  A liegen;  von  diesem  n 
aus  erstreckt  sich  dieselbe  aber  (für  r = x)  ins  Unendlich 

B , sei  ein  Punkt  dieser  Curve,  für  welche  <p  — wx  und  i 
ist.  Behandelt  man  nun  in  der  gegebenen  Gleichung  diesen  W 
rt  fiir  r als  Konstante  und  lässt  bloss  den  Winkel  cp  vom  W< 
qp1  an  bis  zum  Werthe  'hm  f qp,  wachsen ; so  muss  der  P 
Bx  ebenfalls  eine  stetige  Kurve  Bt  B.x  beschreiben.  Di 
keinen  dieser  endlichen  Werthe  von  qp,  die  Gleichung  (2) 
(3)  einen  unendlich  langen  Strahl  ergeben  kann ; so  müsse« 
Punkte  dieser  Kurve  /i,  insofern  r,  endlich  ist,  in  endlit 
Abständen  vom  Punkte  A liegen.  Da  aber  fiir  <p=n'2nnifi 
gegebene  Gleichung  durchaus  dieselben  Werthe  liefert,  wie 
cp—rpx ; so  muss  der  letzte  Punkt  der  fraglichen  Kurve  niedei 
dem  ersten  B,  zusammenfallen;  es  muss  also  /?,  B%  ein« 
schlossene  Kurve  sein  (die  übrigens  mehr  als  Eine  ganze 
windung  machen  kann),  welches  auch  der  Werth  von  r,  seinm 

Jetzt  sei  A bx  c,  eine  Kurve,  welche  man  statt  der  ABXC\ 
hält,  wenn  man  dem  Winkel  qp  den  von  i p,  nur  unendlich  * 
verschiedenen  W'erth  qp'  gibt,  und  r wiederum  von  0 bis  * » 
sen  lässt.  Diese  Kurve  wird  in  unendlicher  Nähe  vor  Al 
liegen.  Die  kurzen  Verbindungsstriche  zwischen  beiden  RH 
die  stetigen  Wege  andeuten,  welche  bei  dieser  Verändert««: 
Punkte  Bx,  (\...  tler  Kurve  A B,  C\  durchlaufen  haben.  «» 
die  Punkte  bx,  cx...  der  Kurve  A bx  c,  zu  gelangen  indem 
gleichnamigen  Punkte  in  beidcD  stets  Ein  und  demselben  We 
von  r entsprechen. 

Es  leuchtet  nun  ein,  dass,  wenn  man  sich  alle  Kurven 
unendlicher  Zahl  denkt,  welche  hei  einem  steti  een  Wach 
des  Winkels  qp  von  qp,  bis  qp'  in  vorstehender  Weise  erz« 
werden  und  die  allmähligen  Uebergänge  von  A Bx  zu  d k 
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bilden,  jedenfalls  alle  diejenigen  Punkte  der  Koordinatenebene 
von  diesen  verschiedenen  Kurven  getroffen  werden  müssen,  welche 
in  den  mit  Strichen  ausgefüllten  Flächeiiräuiuen  Ap , »m, 
w ByCyey  6,  wi  zwischen  jenen  beiden  Kurven  liegen.  Unterdiesen  F lä- 
dwnräumen  sind  im  Allgemeinen  diejenigen  verstanden,  w elche  von  A 
ms  mischen  zwei  Durchschnittspunkten , wie  A und  p,  p und  m 
der  beiden  Kurven  liegen,  während  der  letzte  Kaum  m C\  c,  an 
der  obersten  Seite  von  dem  Wege  Cy  e,  des  Punktes  (\  be- 
kränzt ist.  Durch  diese  Behauptung  wird  nicht  ausgeschlossen, 
das»  durch  die  fragliche  Variation  auch  noch  andere,  ausser- 
halb der  gedachten  Flächenräume  liegende  Punkte  der  Koordi' 
nateuebene  berührt  werden  können,  indem  sich  z.  B.  die  Kurve 
A By  t\  bei  ihrem  Uebergange  io  A by  cy  im  unteren  Theile 
.1*  noch  etwas  weiter  nach  rechts  über  den  betreffenden  Bogen- 
tbeil  der  Kurve  A by  cy  ausgebaucht  haben  und  dann  erst  durch 
rückgängige  Bewegung  ihrer  Punkte  in  die  Lage  Aymbycy  ge- 
kommen sein  kann. 

Ist  nun  für  irgend  einen  anderen  Werth  <p.j  von  q>,  welcher 
um  eine  endliche  Grösse  von  <py  verschieden  ist,  in  vorerwähnter 
"eise  die  Kurve  A By  C,  erzeugt  und  L\  L*  der  Weg,  welchen 
der  Punkt  Cy  beschreiben  würde,  wenn  man  unter  Eesthaltung 
des  dazu  gehörigen  Werthes  von  r nur  den  Winkel  q>  von  <py  bis 

hätte  wachsen  lassen;  so  müssen  hei  dem  stetig  gedachten 
lebergange  der  Kurve  A By  Cy  in  A f?2  wenigstens  alle  die- 
jenigen Punkte  der  Koordinatenebene  getroffen  sein , weiche  zwi- 
schen diesen  beiden  und  der  Kurve  Ca  liegen.  Dass  mau 
uidrt  etwa  die  in  dem  Raume  Cy  M t*  liegenden  Punkte  durch 
die  Annahme  ausschliessen  kann,  dass  sich  die  Kurve  A By  Cy 
dweh  eine  Drehung  von  links  nach  rechts  in  die  Lage  A M Bx  ('* 
bewegt  hätte,  (was  bei  der  entworfenen  Figur  1.  auf  Taf.  XII. 

«ine  ganze  Umwälzung  um  deu  Punkt  A erfortlern  würde) 
leuchtet  ein,  weil  der  Ucbcrgang  des  Punktes  nach  durch  die 
karre  Cy  ausdrücklich  vorausgesetzt  ist. 

Mau  kann  sich  diese  Variationen  der  Kurve  A By  Cy  durch 
di*  Idee  der  Bewegung  eines  b iegsamen  und  zugleich  elasti- 
schen Fadens,  dessen  Einer  Endpunkt  stets  in  A festgehalten 
"ird,  gut  versinnlichen.  Dieser  Faden  bann  sich  auch  lür  irgend 
tinen  Weith  von  <p  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  und 
i'jcb  in  dieser  Geraden  mehrere  Hinundhergänge  bilden, 
"us  der  Allgemeinheit  des  vorstehenden  Käsonneinents  keinen 
Abbruch  thut. 

Wenn  gezeigt  wird,  dass  (fieser  Faden  bei  der  Variation  von 
f (wischen  den  Gränzen  0 und  2nn;  für  n Werthe  von  x-tcV^- • 
«mal  durch  den  Nullpunkt  O gehen  muss;  so  ist  damit  bewiesen, 
das»  die  gegebene  Gleichung  jederzeit  n Wurzeln  hat , welche 
»ich  bei  fortgesetztem  Wachsthume  des  Winkels  <p  über  die 
*’ ranze  2 nn  periodisch  wiederholen. 

Bezeichnen  wir  die  goniometrische  Tangente  des  Neigungs- 
winkels für  irgend  ein  Element  der  Kurve  ,-1,  By  Cy  oder  fiir  nie 
‘•erühriiugslinie  dieser  Kurve  in  irgend  einem  Punkte,  (käsen 
rechtwinklige  Koordinaten  nach  Gl.  (3)  fy  (r,  <p)  und  (r,  cp)  sind, 

Theil  XV.  2T 
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worin  die  Grösse  r allein  die  Rolle  einer  veränderlichen  spielt, 
mit  ß:  so  hat  man  bekanntlich 


tang/3 = 


5/a 

Sr 

m 


(4) 


Je  grösser  r wird,  desto  mehr  übenviegt  das  höchste 
Glied  xa=rnen9\^—1  in  der  gegebenen  Gleichung  alle  übrigen' 
und  wird  zuletzt  unendlich  vielmal  grösser,  als  alle  übrigen  zu* 
samniengenomineu.  Für  r=»  verschwinden  also  diese  letztere« 
Glieder  gegen  a"  und  man  hat  alsdann 

F(x)  = x"  = rn  enV  V - 1 — r"  cos  (n<p)  J-  r"  sin  (nrp).  V^  l 


fi  (r,  qp) — rncos  (ntp) 

5/i 

= Hrn_Icos(n<jp) 


fi(r,<p)  — rns\ii(mp) 
S&=nrr-i» 


Sr 


— nr"- 1 sin  (ntp) 


also 


oder 


tang  ß = 


Hrn-lj,in  (»l^p) 

wr“-lcos  (nq>) 


-tang  (ntp). 


i 


ß=»<p (5) 

Dieses  Resultat  drückt  aus,  dass  jede  Kurve,  wie  A /?,  (V 
in  ihrem  oberen  Theile,  je  weiter  sich  ihre  Punkte  vom  Nullpunkte 
O entfernen,  sich  immer  mehr  und  mehr  einer  Richtung  nähert, 
ileren  Neigung  ß gegen  die  positive  reelle  Axe  das  «fache  dev 
ienigen  Werthes  von  qp  ist,  für  welchen  jene  Kurve  entworfen  ist 
"n  unendlicher  Entfernung  wird  diese  Kurve  also  parallel  n 
der  eben  genannten  Richtung. 

.a  \ m(f\  «/” 

Ausserdem  erhellet,  dass,  wenn  Axm  — arme\m  1 das 

m m 

niedrigste  auf  das  bekannte  Glied  A in  Gl.  (1)  folgende  (diel 
ist,  dessen  Koeflizieut  A nicht  gleich  null  ist,  dieses  Glied  all' 

m 

höheren  unendlich  überwiegen  wird,  sobald  man  nur  r klein  ef- 
nug  annimmt.  Für  ein  solches  unendlich  kleines  r hat  mau  daher 

F(x)  = A + A xm  — n cosrr  -f  arm  cos  (a  + mqp) 
u "i  0 o m m 

. + Ja  sin« -f- urm sin («* -f- mq>)]V —I' 

0 0"»  »» 


fl  (r.  qn)=  «cos  oH  nrm  cos  (n  + mqp),  /i(r,  qe)  ~ «sin«  -f  or",sio(a-|  roa 

0 0”*  *»  0 0*”*" 
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*-(-  —marm~ 1 cos(a  +mgp), 

m m 


— mnrm 
dr 


• 1 sin  ( a + rntp) ; 


il»o 


mar m~  1 sin(«-f  mtp) 


tang(J  = — — — s — ; = tang  (<>-(-  mm), 

n r mor“-  1 cos  (et  -f  mtp)  m 

m rn 


(3  = o + mtp (5*) 

m 

Hiernach  verlässt  also  eine  Kurve  wi eAIil  C\  den  gemeinschaft- 
lichen Anfangspunkt  aller  Kurven  A in  einer  Richtung,  «eiche 
sich  gegen  die  positive  reelle  Axe  unter  dem  Winkel  o-f-mqp  oder 

m 

gegen  die  Verlängerung  der  Linie  OA  unter  dem  Winkel  m<p  neigt. 

Nunsei inTaf.  XII. Fig. 2.  ACdiejeuige  Kurve,  welcheroan  nach  dem 
vorstehenden  Verfahren  für  den  Werth  <jp  = 0 erhält,  und  C sei 
ein  in  unendlicher  Entfernung  von  O liegender  Punkt  dieser  Kurve, 
lür  welchen  man  die  Richtung  der  Letzteren  parallel  zu  der  unter 
dem  Winkel  ntp  geneigten  geraden  Linie  denken  kann.  Da  hier 
9=0,  also  auch  »np=0;  so  ist  jene  Kurve  in  C der  reellen  Axe 
OX  selbst  parallel.  Ob  die  Kurve  AC  In  die  reelle  Axe  ganz 
hineinfallt,  oder  bei  C um  einen  endlichen  oder  unendlichen  Ab- 
stand über  oder  unter  OX  liegt,  ist  völlig  gleichgültig,  auch  ob 
sich  diese  Kurve , ehe  sie  nach  C gelangt , in  mehreren  Windun- 
W»  um  den  Nullpunkt  O schlingt. 

Lässt  man  jetzt  tp  von  0 bis  zum  Werth  9^  = ^ wachsen; 

«erhält  man  Kurven,  «eiche,  indem  sie  sämmtlich  von  A aus- 
gebea,  in  ihren  unendlich  entfernten  Theilen  Richtungen  anneh- 
“>en,  die  mit  der  positiven  reellen  Axe  OX  immer  grösser  «er- 
dende Winkel  mp  einschliessen.  Der  Werth  dieses  Winkels  ntp 

2jj 

durchläuft  hierbei  alle  Werthe  von  n. 0=0  bis  n.  — = 2»,  also 

71 

allein  den  vier  Quadranten  liegende  Neigungen,  und 

ca  ergibt  sich  mithin  für  9^=  — eine  Kurve  ACl,  welche  in 

ihren  unendlich  entfernten  Theilen  (\  wiederum  parallel  zur  po- 
'itiven  Axe  OA'  wird.  Der  Punkt  C für  r = oo  beschreibt  hierbei, 
bis  er  nach  Cj  gelangt,  von  rechts  nach  links  einen  Weg  in  der 
Richtung  des  Pfeils  CD,  welcher  bis  auf  den  Abstand  der  beiden 
kurven  AC  und/lC,  zwischen  ihren  unendlich  entfernten  parallelen 
Theilen  einer  ganzen  Umdrehung  von  300"  aleich  ist.  Die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A,  deren  Neigung  gegen  die  -positive  Axe  für 
9 = 0 den  Werth  et  (Gl.  5®)  besitzt,  hat  sich  während  dieser  Pe- 

m 

riodt  um  den  Winkel  ™2rr  nach  derselben  Seite  herum  weiterge- 
drebet.  Diese  Drehung  kann,  da  m <n,  nur  einen  Theil  einer 

2T« 
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ganzen  Umdrehung  ausmachen,  wenn  nicht  gerade  eine  bioon 
Gleichung  gegeben  wäre,  wofür  man  m=n  hat. 

Bei  dieser  Bewegung  der  Kurve  AC  müssen  alle  Punkt 
Koordinatenebene  berührt  sein,  welche  in  dem  unendlichei 
cheuraum  ACD...C,A  liegen.  I)a  aber  die  Kurve  AC,  nicl 
der  ersteren  AC  zusammenzufallen  braucht;  so  ist  es  nicht« 
wendig,  dass  unter  den  berührten  Punkten  auch  derNullpunkt 
d.h.  es  ist  nicht  nothwendig,  dass  die  Gleichung  eine  Wurzel; 

silze , für  welche  cp  zwischen  0 und  — liegt.  Wenn  der  I 

O von  keiner  der  durch  jene  Variation  entstandenen  Kurvt 
troffen  ist;  so  wird  die  kurve  AC,  gegen  denselben  etwa  < 
Taf.XM.  Fig.  2. angegebene  LagcAEC,  haben.  Ist  derselbe  aber; 
fen  und  zwar  nur  ein  einziges  Mal;  so  wird  er  auf  der  eil 

fensesetzten  Seite  der  Kurve  AC,  liegen,  indem  diese  1 
ann  etwa  den  Zug  A E,  C,  verfolgt,  Es  wäre  übrigens  ii 
gemeinen  möglich,  dass  der  Nullpunkt  durch  die  Bewegua 
fraglichen  Kurve  in  die  Lage  A E C,  0,  '2,  4,  6...,  überhaupt 
gerade  Anzahl  von  Malen,  hei  der  Bewegung  in  die  Lage  A 
jedoch  1,  3,  5,  7...,  überhaupt  eine  ungerade  Anzahl  vor 
len  und  mindestens  Lin  Mal  getroffen  sei,  dass  es  also  Im 
ersten  Lage  2rn  und  bei  der  letzteren  Lage  2m  4- 1 Wurzeln 

liir  welche  der  Werth  von  a>  zwischen  0 und  — läge. 

n 

Lässt  man  jetzt  cp  von  —■  bis  ^ wachsen ; so  macht 

Kurve  AC,  wiederum  eine  Umwälzung,  welche  der  der  I 

4n 

AC  ähnlich  ist.  Für  9>=9p.2  = — erhalte  man  in  Taf.XII.  Fig. 

Kurve  AC, t,  welche  w iederum  bei  t ’2  parallel  zur  Axe  O.Y  wird,  i 
4 7C 

man  hierfür  7iip.,  = n.  — =in  hat.  Gab  es  nun  innerhalt 
n 

2rc 

Grenzen  0 und  — für  cp  Eine  Wurzel,  oder  konnte  die  i 

AC,  in  Taf.XII.  Fig.  2.  die  Lage  AE,  C,  rechts  vom  Nullpunkte  b 
so  kann  jetzt  die  neue  Kurve  A(~  in  Beziehung  zum  Nullp 
öeine  Lage  wie.rl.ECi  in  Taf.  XII.  Fig.  2.  haben,  wenn  es  k 

oder  nur  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln  innerhalb  der  Gränzet 
4tt 

und  — für  <p gibt ; dagegen  eine  Lage,  wie  AE,  C,  in  Taf.  XII.  F 

wenn  es  auch  innerhalb  der  letzteren  Gränzeo  Eine  oder 
ungerade  Anzahl  von  Wurzeln  gibt.  Gab  es  indessen  inoe 

2jj 

der  Gränzen  0 und  — für  <v  keine  Wurzel,  so  dass  also  die  K 
n r ’ 

AC,  die  Lage  AEC,  in  Taf.  XII.  Fig.  2.  haben  musste;  so  muss,  we 
* 2?r  An 

auch  innerhalb  der  Gränzen  ~ und  für  cp  keine  Wurzel 

n n ^ 

die  neue  Kurve  r<Caeine  der  in  Taf.  XII.  Fig.  3.  dargestellten  ähn; 
Lage  haben,  wobei  sie  den  Nullpunkt  an  der  linken  Seile 
zwei  Windungen  uinschliugt;  dagegen  muss,  wenn  es  innei 


Di( 
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der  letzteren  Gränzen  Eine  oder  überhaupt  eine  ungerade  Menge 
(uo  Wurzeln  gibt,  die  neue  Kurve  AC%,  nachdem  sich  die  kurve 
AECt  ausTaf.XII.Fig.2.  bei  ihrer  BewegungEiuMal  oder  eine  ungerade 
Menge  von  Malen  durch  den  Nullpunkt  gezogen  hat,  diesen  Punkt 
(J  an  der  linken  Seite  noch  mit  Einer  Windung  umschlingen, 
ähnlich  der  Kurve  AECt  in  Taf.  XII.  Fig.  2. 


in  dieser  Weise  lässt  man  den  Winkel  cp  periodisch  von  dem 

Eioeo  der  durch  0,  -*  > t •••  ^ — — . l2n  oder  resp.  durch  0, 

?i,  cpt....cpn-i,  f"  dargestcllten  Gränzwerthe  zum  anderen  wach- 
sen. Von  den  hierdurch  entstehenden  Kurven  AC,  AC\  A (\  ... 
-ACn-i,  ACn,  «eiche  sämmtlich  von  A ausgehen,  und,  nachdem 
sie  ganze  Umwälzungen  gemacht  haben,  immer  wieder  in  den 
Punkten  C,  C\,  C,  ...  der  positiven  Axe  OX  parallel  «erden,  um- 
schlingt jede  folgende  den  Nullpunkt  ebensoviel  Mal,  als  die 
vorhergeheode,«ennesinnerhalbder  betreffe  n denGrii  n- 
ren  von  cp  Eine  Wurzel  gibt,  dagegen  E i n M al  mehr,  als 
die  vo  rh  ergeh en  d e,  «•  e n n es  i nnerhalb  die se r Grän  zen 
keine  Wurzel,  und  ferner  kann  si e d e n N ullp u n kt  h öchs t e ns 
pmal  weniger,  als  die  vorhergehende  umschlingen, 
wenn  es  innerhalb  jener  Gränzen  (p  -|- 1)  Wurzeln  gibt. 
Hieraus  folgt  auch . dass,  nenn  man  deu  Winkel  cp  sofort  von  0 

bi*—-  bat  wachsen  lassen,  die  letzte  Kurve  ACP  den  Nullpunkt 


oder  linken  Seite  p mal  mehr  umschlingen  wird  als  die 
«ute.dC,  wenn  es  innerhalb  je ner  Grfin zen  keine  Wur- 
*•1  gibt,  und  dass  sie  denselben  mindestens  (p— y)mal  mehr 
»■ich I ingen  muss,  wenn  es  i n jenem  Z wisch eura u m q 
Horzeln  gibt,  dass  also  eine  gleiche  Anzahl  von  Um- 
schlingungen wie  beidC  nurdann  möglich  ist,  wenn  es 
»wischen  den  fraglichen  Gränzen  p Wurzeln  gibt.  Die- 
sel Satz  lasst  sich  in  aller  Strenge  einsehen  und  erleidet  für  keiue 
denkbare  Figur  der  fraglichen  Kurven  eine  Einschränkung,  wenn- 
gleich derselbe  noch  einiger  weiter  unten  zu  gebenden  Erläute- 
rungen lür  gewisse  Fäll*  bedürfen  wird. 


Nun  muss  aber  nach  der  Natur  der  gegebenen  Gleichung  für 

— 2ji  die  Kurve  ACn  genau  mit  der  ursprünglichen 

Kurve  AC  für  cp— 0 zusammenfalleil ; die  ACn  muss  also  genau 
ebensoviel  Umschlingungen  um  den  Nullpunkt  besitzen,  wie  AC. 
Haraus  folgt  ohne  Weiteres,  dass  bei  der  Variation  des 
Hinkels  cp  von  0 bis  'ln  die  Bewegung  der  Kurve  AC 
den  Nullpunkt  mindestens  «mal  getroffen  haben,  oder 
dass  es  innerhalb  dieser  Grunzen  mindestens  n Wur- 
»eln  der  Gleichung  (2)  geben  muss.  Es  wäre  nur  denkbar, 
dass  die  Menge  dieser  Wurzeln  noch  um  eine  gerade  Anzahl 
grösser  sei  al s n,  was  jedoch  aus  anderen  Gründen,  die  wir 
sogleich  näher  betrachten  wollen,  unmöglich  ist. 


juTaf.Xllf  Fig.  5.  sei  Am(.\  die  Kurve, »eiche für  irgend  einen  be- 
stimmten Werth  von  cp  dadurch  erzeugt  ist,  dass  man  r von  0 bis 
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x.  hat  wachsen  lassen.  Anct  sei  eine  unendlich  benachbarte 
Kurve,  welche  man  für  den  Werth  9 + d<p  des  Winkels  9 in  der- 
selben Weise  erhält,  m und  n oder  C]  und  c,  seien  Punkte  in 
diesen  beiden  Kurven,  welche  Ein  und  demselben  Werth  von  r 
angeboren,  also  mn  oder  C,  c,  ein  Element  der  Bahn,  welche 
resp.  der  Punkt  rn  oder  der  Punkt  (\  beschreiben  würde , wenn 
man  den  dazugehörigen  Werth  von  r konstant  erhalten  und  den 
Winkel  9 um  den  kleinen  Zuwachs  89  vermehrt  hatte.  Durch 
Striche  sind  in  der  Figur  die  Wege  augedeutet,  welche  alle  sol- 
che Punkte  wie  nt,  denen  Ein  und  derselbe  Werth  von  r angehört, 
hei  der  Bewegung  der  Kurve  AmC]  in  die  Lage  Anct  beschrie- 
ben haben.  Es  wird  behauptet,  dass  alle  diese  Wege,  wie  ntn. 
C]  c.  u.  s.  w.  auf  Ein  und  derselben  Seite  der  Tangen- 
ten der  Kurve  AmCt  resp.  in  den  Punkten  tu,  G’| ...  liegen,  wo- 
bei man  sich  diese  Kurve  in  der  Richtung  von  A her  durchlaufen 
und  die  Tangenten  immer  nach  vorwärts  gezogen  denkt,  dass 
also  die  Kurve  Anct  in  der  vorstehenden  Auffassung  io 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  entweder  auf  der  linken 
oder  der  rechton  Seite  der  Kurve  AmCi  liegt. 

Denn  angenommen,  bei  der  Bewegung  der  Kurve  aei 

ein  Thcil  ihrer  Punkte  nach  der  Einen  und  ein  anderer  Theil 
dieser  Punkte  nach  der  entgegengesetzten  Seite  der  fragliche« 
Tangenten  fortgerückt;  so  müssen  sich  die  beiden  Kurven  AQ 
und  Ac,  nach  einer  in  Taf.  XII.  Fig.  6.  dargestellten  Weise  etwa 
bei  m durchschneiden.  Hierbei  ist  es  nur  möglich  entweder 

I)  dass  der  ursprünglich  der  Kurve  AC]  ungehörige  Punkt  n> 
gar  keine  Bewegung  gemacht  hat,  dass  also  die  beiden 
Punkte  m und  n aus  Taf.  XH.  Fig.  5.  für  Ein  und  denselben 
Werth  von  r zusammenfallen,  oder 


2)  dass  der  Punkt  m nach  Taf.  XII.  Fig.  7.  in  der  Richtung  m 
der  zwciteu  Kurve  Act  fortgerückt  ist,  womit  dann  nothwe#- 
dig  verbunden  ist,  dass  auch  ein  Punkt  in  der  erstem 

2 

Kurve  ACt  sich  ln  der  Richtung  mm  ebendersel- 

2 

ben  Kurve  AC\  fortgeschoben  hat  Die  Punkte  1*. 

»i,  in.  m der  Kurve  AC]  in  der  Nachbarschaft  des  Dordl- 

* 3 

Schnittes  m müssten  dann  die  Wege  mn,  mm,  mn,  »" 

• 1 1 2 33 

durchlaufen  haben. 


(Jm  diese  Bedingungen  ad  1)  und  2 analytisch  auszudrück«. 
beachte  man,  dass 


fi  (rif)  — a C0B  “ + ar  cos  («  Ft)  + ar2  cos  (0+29)  + ....  +r»  cos  (*9)- 
001  1 s s 


/j(r, 9)  =aairm  -f  nrsin(<z  p 9)  -f  ar2 sin (a +2«/)  -f- ....  -fr"sin (ntf)~0 

«Ol  I * « 


resp.  die  rechtwinklige  Abszisse  und  Ordinate  irgend  eines  Punk- 
tes der  Kurve  AC]  durstellt.  Schreitet  man  in  dieser  Kurve  von 
einem  Punkte,  welchem  ein  bestimmter  Werth  vor#  r angfhörl 
z.  U vom  Punkte  m zu  einem  benachbarten  Punkte  nt . welchem 

* 
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r f er  angebürt,  fort,  und  projizirt  diesen  Weg  mm  auf  die  Rich- 

lungen  der  beiden  rechtwinkligen  Koordinatenaxen;  so  erhält  man 
für  diese  Projektionen  und  indem  man  berücksichtigt, 

dass  f konstant  ist,  und  indem  mau  aus  den  Entwickelungen  von 

A _3/i  a . 0Vi  Sr*  . 

• <lfi  — Qr  •‘»-f  ^ • 12  + u-  *•  ”• 


V*  s..0^  dr* 


•*  + 


er* 


1.2  + 


nur  das  erste  Glied  nimmt,  welches,  so  lauge  der  darin  verkom- 
mende erste  Differenziaikoeflizicnt  irgend  einen  von  Null  verschie- 
denen Werth  besitzt,  alle  übrigen  Glieder  bei  genügender  Klein- 
heit von  dr  überwiegt. 


II  * -z  3 3 


..+  7ir,-‘cos(«?)]ör  ...(8) 


V, 

er 


■dr  = [nein  (a-J-y)  + 2arsia (o-f-2^)  | 3ur2»in(a  f \ ... 

ii  * « s a 


..  + nr"_1s  in  (n<p)]or ...  (9) 


Bei  dem  Gebergaoge  eines  Punktes  m der  Kurve  A(\  zu 
im  korrespoodirenden  Punkte  n der  Kurve  Act , welchen  beiden 
Paakten  Ein  und  derselbe  Werth  von  r angehört,  erhält  man  fiir 
die  rechtwinkligen  Projektionen  des  Weges  mm  .in  ähnlicher  Weise 
*ie  vorhin,  indem  man  beachtet,  dass  hierfür  r konstant  ist, 

. 6?  — — |a  r sin  (o  f i?)  -f  2a  r*  sin  (a  ( 2y)-f  ;l(irssin(a+3y)  + ... 

...  + »rn8in  (np)]d<p ...  (10) 


?/» 

. -.89  = [ar  cos  («  | <f)  -|-2rir2cos  (o  1-2^) -f- 3 or3 cos  (a+3y)+  ... 

™ I I * a i i 

...  + «r"cos(»^)]J<p...  (II) 

Aus  den  letzten  vier  Gleichungen  folgen  die  beiden  wichtigen 
allgemeinen  Beziehungen 


II 

1 

_ J 

(12) 

II 

SSI* 

9 fi 

T ~8r  " ■ 

(13) 

Soll  nun  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  erfüllt  sein, 
«Iso  der  Durcbschnittspunkt  in  der  beiden  Kurven  bei  der  Be- 
legung der  Kurve  AC\  in  die  Lage  Act  gor  keine  Verriik- 
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k un  g erlitten  haben  (T uf.XII.Fig.6.);  so  muss  offenbar  für  diesenPunkt 
=0  und  ^=0 (14) 

, ul-  °9  ö9 

und  demnach  wegen  (12)  und  (13),  wenn  nicht  etwa  r=0  ist,  was 
bloss  dem  gemeinschaftlichen  Anfangspunkte  A aller  Kurven  ent- 
sprechen würde. 


w=°  8£=« 


.(IS) 


sein. 


i 


Soll  jedoch  die  zweite  jener  beiden  Bedingungen  sich  ertei- 
len, also  ein  Punkt  der  Kurve  ACi  wie  m inTaf.  XII.  Fig.  7.,  durch  den 


Uebergang  des  ihm  zugehörigen  r in  r-fSr  nach  demselben  Orte 
m dieser  Kurve  gelangen , nach  welchem  derselbe  durch  den  Ue- 


bergang von  <p  in  oder  durch  die  Bewegung  der  Kurve  A (\ 

in  die  Lage  Aci  gelangt;  so  muss  für  einen  solchen  Punkt  offenbar 


SA_S/i 
dtp  Sr 


. SA  _SA 

und  -st-  — -s— - • 
ocp  er 


•(16) 


Q/*  5/ 

sein.  Substituirt  man  hierin  für  und  ihre  aus  (12)  und  (13) 

sich  ergebenden  Werthe;  so  führen  die  Formeln  (16)  auf  die  Be- 
dingungen 


SA 

dtp 


— — r2 


SA 


- i>u 

.1 


SA_ 

dtp 


und  -^=-r*^- 


S A 


•(17) 


s $ 

oder  wenn  man  in  (16)  Rir  -?4-  und  ihre  Werthe  aus  (12) 


■I 

JF 


(13)  setzt,  auf  die  Bedingungen 


SA  .0A  , SA  ,SA 

und  = — r® -k-1  . 
er  Cr  ör  ör 


•(18) 


s 


Diese  Forderungen  aus  (17)  und  (18)  kommen  immer,  selbst  wenn 
r=0  ist,  also  auch  für  den  gemeinschaftlichen  Anfangspunkt  A 
aller  Kurven,  auf 


¥'=0  und  p-=0- 

o<p  o<p 


SA 


.(19) 


^-=0  und 


e A 


Sr 


= 0. 


(20) 


hinaus.  Diese  letzteren  Forderungen  enthalten  übrigens  schon 
einen  Widerspruch  gegen  die  Voraussetzung,  da,  wenn  dieselben 
erfüllt  sind,  der  Punkt  m überhaupt  gar  keine  Bewegung  gc- 
2 
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macht  haben  kann,  woraus  folgt,  dass  ein  Fortschieben  eines 
■olchen  Punktes  bei  dem  Uebergange  der  Kurve  A(\  in  die 
kurve  Ac,  in  der  Richtung  der  ersteren  Kurve  AC\  un- 
möglich ist,  und  dass  man  die  Untersuchung  auf  die  Voraus- 
-etzung  der  durch  Taf.XII.Fig.  6.  dargestellten  ersten  Bedingung  zu  be- 
schränken hat,  deren  analytischer  Ausdruck,  wennicht  r=U,  also 
»eon  es  sich  nicht  um  den  Anfangspunkt  A handelt,  durch  eben 
dieselben  Formeln  gegeben  ist. 

Xnn  hat  man  aber  zu  erwägen,  dass  wenn  die  ersten  l)iffe- 
renziaikoeftizienten  von  fx  und  sowohl  für  <p , wie  für  r gleich 
null  sein  müssen,  was  in  .jeder  Weise  unerlässlich  ist,  das  erste 
(ilied  in  der  Reihenentwickelung  für  und  A/"«  sowohl  in  Be- 
ziehung zu  <p,  nie  zu  r gänzlich  verschwindet,  und  demzufolge 
nicht  mehr  die  übrigen  Glieder  dergestalt  überwiegen  kann,  dass 
man  dieselben  gefjjen  jenes  erste  Glied  vernachlässigen  dürfte.  Es 
Granit  aber,  damit  die  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  er- 
liillt  «erde,  streng  darauf  an,  dass 

ung^.a?=0...(21) 

»erde , und  damit  die  zweite  Bedingung  erfüllt  werde,  dass 

^ä.S»  = ^.8r  «,d  ^.8,=^.8r....(32) 

sei.  Dies  führt  nun  zuvörderst  zu  den  vorstehend  entwickelten 
Forderungen,  wonach  die  ersten  Diflferenzialkoeffizienten  gleich 
wfl  »erden  müssen,  unter  solchen  Umständen  aber  weiter  zu  der 
Forderung,  dass  auch  die  zweiten  Differenzialkoeffizienten  gleich 
null  werden  müssen,  dann  aber  auch,  dass  die  dritten,  vierten 
ood  alle  folgenden  Differenzialkoeffizienten  verschwinden  miiss- 
len..  Letztetes  ist  aber  unmöglich,  da  die  wten  Differenzialko- 
effizienten  in  Beziehung  zu  r,  nämlich 

U = 1.2.3 ....  (n - l)rt  cos  (nr) (23) 

1.2.3....  (n-l)«sin^) (24) 

mutten  sind,  welche  für  keinen  Werth  von  r und  <p  gleich  zei- 
[|g  gleich  null  werden  können. 

Es  ist  also  schlechterdings  unmöglich,  dass  zwei  benachbarte 
kurven,  wie  AQ  und  Act,  einen  Punkt  m miteinander  gemein  ha- 
können,  mit  Ausnahme  des  Anfangspunktes  A,  für  welchen 
"Ie  erste  der  beiden  obigen  Bedingungen  dadurch  realisirt  wird, 
dass  rr=0  ist,  wodurch  denn  auch  vermöge  der  Beziehungen  (12) 

un<l  (13)  ^-=0  und  |^  = 0,  und  überhaupt,  wie  leicht  zu  zeigen, 
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^ = 0 und  ^*—0.  nicht  aber  - 0 und  auch  nicht  ^^0 
df  Cf  er  er 

wird.  Noch  viel  weniger  körnten  sich  zwei  benachbarte  Karree 
in  einem  korrespoudireaden  Punkte  berühren,  da  die»  das  Zu- 
«amineofalleii  sogar  von  zwei  Paaren  solcher  Punkte  ror- 
aussetzen  würde. 

Hieraus  folgt  die  Richtigkeit  der  früheren  iiebauptuog,  das- 
die  Kurve  Ac,  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  auf  Ein  und  derselben 
Seite  von  Af\  liegen  muss,  und  ferner,  dass  die  ganze  Bewegung 
dieser  Kurve  bei  fortgesetztem  Wachsen  von  <p  stets  in  demsel- 
ben Sinne  her  uni  erfolgen  muss,  «weil  ja  ein  Ruck  wärt  «schrei 
ten  ootbwendig  den  Durchschnitt  mit  unendlich  benachbartes 
Kurven  »der  wenigstens  eine  Berührung  in  korrespondirendea 
Punkten  zur  Folge  haben  müsste,  auch  hat  mau  gesehen,  dass 
bei  dieser  Bewegung  kein  Punkt  der  Kurve  AC\  längs  ihrer 
eigenen  Richtung  oder  Tangente  fortiusch  rei  ten 
vermag. 

Nun  ist  klar,  dass  die  Kurve  ACX  sich  selbst  durchschneider 
kann,  indemsiewie  in  Taf.XII.  Fig.5.  eine  Schlinge  bildet.  DieserFall 
tritt  ein,  wenn  für  zwei  verschiedene  Wertbe  von  r bei  demselben 
Werthe  von  ? sowohl  die  Funktion  fx , wie  fa  dieselben  Werthe 
annimmt.  Alsdann  wird  auch  die  Kurve  Acx  sich  selbst  und  die 
A(\  durcbschneiden ; allein  es  leuchtet  ein,  dass  ein  solcher 
Durchschnitt  der  beiden  unendlich  benachbarten  Kurven  mit  dem 
vorstehend  betrachteten  in  keinerlei  Beziehung  steht,  da  es  nicht 
dieselben  oder  unendlich  benachbarte  Punkte  aus  beiden  Kurve» 
sind,  welche  io  einem  solchen  Durchschnitte  zusamnienfalten,  son- 
dern dass  der  Punkt,  welcher  aus  der  Kurve  AC\  bei  deren  Be- 
wegung in  die  Lage  Acx  mit  dieser  letzteren  Kurve  zusarnmen- 
trifft,  aus  dem  sich  zurückwindenden  Zweige  herstammt  und  i» 
der  Richtung  der  Kurve  gemessen  in  einer  endlichen  Entfernung 
von  dem  Durchschnittspunkte  liegt,  sodass  hier  weder  ein  Stils 
stand,  noch  ein  Verrücken  des  fraglichen  Punktes  in  der  Richtung 
der  an  ihn  gelegten  Tangente  stattfindet. 

Solche  Schlingen  sind  aber  für  das  Folgende  von  einer  ande- 
ren grossen  Wichtigkeit.  Nach  dem  Vorstehenden  müssen,  wenn 
die  Kurve  AC,  (Tai)  XII. Fig.  8.)  durch  die  Bewegung  des  Punktes 
C,  nach  nach  C.t , Ct ...  hinüber  in  der  Lage  dC,  eine  Schlinge  bildet 
(was  übrigens  nicht  unbedingt  zu  geschehen  braucht),  die  nachfol- 
genden Kurven  wiederum  Schlingen  bilden,  wie  AC3.  Die  Schlinge 
zieht  sich  immer  enger  zusammen , und  reduzirt  sich  zuletzt  anf 
einen  Punkt  D,  woselbst  die  betreffende  Kurve  dOfi  eine  tan- 
gential wid er  keh  re nd e Spitze  bildet.  Die  daraui  folgenden 
Kurven  bewegen  sich,  wie  AC$  weiter  und  es  kann  auch  die  un 
mittelbar  auf  A(\  folgende  in  der  Nachbarschaft  des  Punktes/! 
weder  eine  ähnliche  Spitze,  noch  eine  jenseit  D lie- 
gende Schlinge  bilden.  Wenn  bei  umgekehrter  Bewegung, 
eine  Kurve  wie  ACt  iu  eine  Kurve  wie  ADC 4 mit  einer  Spitze 
übergeht;  so  muss  die  dann  zunächst  folgende  Kurve  wie  ACj 
eine  Schlinge  bilden,  welche  um  den  Punkt  D herum 
geht  und  kann  diese  Schlinge  weder  innerhalb  der  Spitze 
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Ö zwischen  den  Schenkeln  AD  und  DCt  liegen,  noch  auch 
«elbst  eine  der  D ähnliche  Spitze  sein. 

Diese  Behauptungen  bedürfen , abgesehen  von  der  allgemein 
«rn  Bewegung  der  ganzen  Kurve,  welche  aus  dem  Vorstehenden 
mit  Nothwendigkeit  folgt,  noch  eines  strengeren  Nachweises  hin- 
«ichtlich  der  Gestalten  in  unmittelbarer  Nähe  des  Punktes  D. 

Dass  wenn  zufolge  des  obigen  Bewegungsprinzips  AC,  in  die 
Lage  AC9  oder  umgekehrt  AC^  in  die  Lage  ACX  kommen  soll, 
irgendwo  eine  Kurve  ADC * mit  einer  Spitze  D entstehen  muss, 
ist  klar.  Dass  die  beiden  Schenkel  dieser  Kurve  bei  D eine  ge- 
meinschaftliche Tangente  besitzen  mtissen,  erhellet  aus  der  For- 
mel (4)  für  die  goniometrische  Tangente  des  Neigungswinkels  ß 
dieser  ßeriihruugslinie  gegen  die  Abszissenaxe.  'Der  Ausdruck 

ta"g^fr 

3r 


kann  nach  der  Natur  der  Funktionen  f,  und  /j  fiir  ein  bestimmtes 
r und  f,  also  für  einen  bestimmten  Punkt  />,  immer  nur  einen 

einzigen  Werth  annehmen.  Selbst  wenn  derselbe  sich  für^-=0 

» g/  q 

u»J  =0  in  der  Form  q darstellen  sollte,  wird  inan  durch  fort- 

aesetzte  Differenziation  des  Zählers  und  Nenners  endlich  anf  einen 

' dnf 

bestimmten  Ausdruck  für  tang ß kommen,  weil  schliesslich 

W 

mul  nach  Gl.  (‘23)  und  (?4)  jenen  Ausdruck  nicht  mehr  unbe- 
stimmt lassen  können. 


Für  eine  solche  Spitze  muss  aber  ferner  der  erste  Differen- 
zialkoeflizient  von  fx  und  in  Beziehung  zu  r den  Werth  null, 
dagegen  der  zweite  einen  von  null  verschiedenen  Werth  besitzen, 
weil  ja  von  jener  Spitze  aus  sowohl  eine  Vermehrung,  wie  eine 
Verminderung  des  netreffenden  Werthes  von  r um  die  unendlich 
kleine  Grösse  0r  dieselbe  Veränderung  in  den  Funktionen  /j  und 
fi,  welche  die  Koordinaten  von  D sind,  bis  auf  relativ  unendlich 
kleine  Differenzen  hervorbringen  muss.  Wäre  zufällig  für  einen 
solchen  Werth  von  r der  zweite  Differenzialkoefiizient  von  fx  oder 
ft  gleich  null;  so  müsste  es  auch  der  dritte  sein,  und  man  müsste 
für  den  vierten  einen  bestimmten  Werth  erhalten.  Es  ist  übrigens 
unmöglich,  dass  alle  höheren  Differenzialkoeftizienten  in  Beziehung 
au  r gleich  null  würden.  Für  die  Spitze  D hat  man  also 


8/1 

dr 


=0  und  — 


o; 


dagegen  muss  sowohl  , wie  irgend  einen  bestimmten 
Werth  haben. 
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Bezeichnet  man  mit  fx‘  und  ft‘  die  Wertbe  der  Funktionen 
/i  und  ft  für  den  entsprechenden  Punkt  in  der  unendlich  benach- 
barten Kurte,  für  welchen  man  r and  9 -(-Sy  statt  r und  * hat; 
so  ist 


ttb  ui  | H 

üt"  moui'i 


?4'_ 

.8A 

rJI 

dr 

cf\  _ 

% 

er 

ör 

au» 

den  Gleichun 

in  Beziehung 

; *u 

SA' 

_a/i  / 

ÜT 

— SrH 

l ft- 

3/.' 

. / 

’df 

Sr- 

-fr  + V 

jsr 

r°£)°9 (23) 

■ (26). 


+ r'&)d* 


Da  nun  und  ^ den  Werth  null,  dagegen  und  1 

einen  von  null  verschiedenen  Werth  haben  müssen ; so  folgt,  dass 
die  Ausdrücke 


e/l'_  r?Vk, 

~5r  ~ Sr*®9- 


.(27) 


s/k'_  r§!As 

Sr  ~ rSr*ö? (28) 

nicht  gleich  null  sind,  dass  sich  also  auch  in  der  benachbarten 
Kurve  keine  Spitze  bilden  kann.  Man  erkennt  dies  noch 
deutlicher  in  der  Reihenentwicklung  für  die  ganzen  Differenzen 
A/i  • A/*»  A/i'*  A ft-  Diese  ergibt  unter  Berücksichtigung  der 

cf 

vorstehenden  beiden  Formeln  und  indem  man  die  ersten  in 
3/* 

und  multiplizirten  Glieder,  welche  gleich  null  sind,  sofort  un- 
terdrückt , 


.?VL  fr»  , 

Sfl  — Sr*  1.2  + Sr*  ' 1.2.3  + - 
ft*  sy,  Sr» 

‘V*_ Sr*-  1.2+  Sr»  1.2  3 + - 


■ (29) 


(-30) 
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A/i'  = 
A/i'= 


3*  fr  er* 
&■* 


. §Vl_*L 

.2+  er»  1.2.3  + 


•(31) 


, avv^r*  e»/-,'  er» 

er*e?pr+  er*  1.2  + er»  1.2.3  + 


(32) 


Das  erste  Glied  von  A/i*  und  A/a'>  welches  liei  genügender 
Kleinheit  von  er  alle  übrigen  überwiegt,  kann,  da  dtp  von  Sr  ganz 
unabhängig  ist  und  unendlich  vielmal  grösser  als  8r  gedacht  wer- 
den darf,  unendlich  vielnial  grösser  gemacht  werden,  als  das  erste 
Glied  von  A/i  und  A/i-  woraus  der  obige  Schluss,  dass  die  Nach- 
barkurve nicht  auch  eine  Spitze  haben  kann,  ,sich  ergibt.  Nach 

(29)  und  (30)  ist  jetzt,  wo  >A=0  und  ^=0  ist, 


tar>gP=jj^r  ...  (33) . 

Sr* 


Bezeichnet  man  nun  den  Neigungswinkel  der  Tangente  fiir  den 
Punkt  der  Nachbarkurve,  wefcher  der  Spitze  D in  der  ersten 
Kurve  entspricht,  gegen  die  positive  reelle  Axe  mit  ß';  so  hat 
mau  wegen  (31)  und  (32) 


0*/i 

8r* 

ä*/a 

W* 


tang/3'=— — cot|3  ....(34), 


""bei  noch  Btnß1  das  Zeichen  von  depdr  und  cosß'  das  von 


bf  er  hat.  Es  ist  also 


ß‘=ß  + % (33). 

Hieraus  folgt,  dass  die  Tangente  an  dem  korrespondirenden  Punkte 
der  Nachbarkurve  perpendikulär  gerichtet  ist  gegen  die  Tan- 
gente au  der  Spitze  D der  ersten  Kurve.  Dies  beweist  nicht 
Bloss  die  Unmöglichkeit  einer  Spitze  in  der  Nachbarkurve,  son- 
dern  auch  die  Cumögliclikeit,  dass  die  Nachbarkurve  eine  ganz 
mul  gar  vor  oder  ganz  und  gar  hinter  der  Spitze  l)  liegende 
Schlinge  zu  besitzen  vermag,  ila  dies,  wenn  man  Sr  klein  genug 
denkt,  bei  der  normalen  Richtung  der  Nachbarkurve,  nothwendig 
Weiner  der  früher  betrachteten  unstatthaften  Durchschnei- 
dung  beider  Kurven  in  der  Nähe  der  Spitze  führen  müsste.  Die 
Nachbarkurve  kann  also  nur  nach  Art  derTul.XII.Fig.8.  ei  ne  Sch  I i n ge 
"tu  die  Spitze/1  herum  wie  Af?,  oder  eine  vor  der  Spitze 
»orbeizieheud  e Kurve  ohne  alle  Durchschneidung  wie 
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AC\  bilden,  was  dnrch  das  Nachfolgende  noch  in  ein  beliefe* 
Licht  gesetzt  wird. 

Es  ist  nämlich  wichtig,  zu  bemerken,  dass  ß' =ß  + ^ irad 

nicht  =ß  — * ist,  dass  also,  wenn  man,  vom  Anfangspunkte.! 

aller  Kurven  kommend,  über  die  Spitze  ß der  Kurve  ADL\  hin- 
aus in  der  Richtung  des  ersten  Elementes  des  Schenkels  D(\. 
für  welches  das  r der  Spitze  in  r-f  ehr  und  nicht  in  r— dr  übergebt, 
fortschreitet,  aus  dieser  Richtung  die  Richtung  des  korrespoodi- 
reuden  Elementes  der  benachbarten  durch  den  Uebergang  von  » 
in  9 f c<f  und  nicht  in  9 — £9  erzeugten  Kurve  ACS  erhalte»  wird, 
indem  man  nach  der  Seite  der  positiven  Drehung  den  Wie 
kel  ß um  einen  rechten  vergrüssert.  Unter  Beachtung  die 
ses  Umstandes,  und  wenn  mau  erwägt,  wie  die  Zeichen  von 
sinj3'  und  co»ß‘  sowohl  für  — £9  statt  + £9  als  auch  für  —cV  statt 
-|-cr  in  die  entgegengesetzten  verwandelt  »erden,  ergibt  sich  folsjea- 
des-Gesetz.  Wenn  sich,  wie  beiß  inTaf. XII. Fig.  8.,  eine  Spitz« 
dergestalt  bildet,  dass  inan,  von  A kommend,  den  widerkehren- 
den Schenkel  U(\  zur  liechten  hat:  so  muss  dieselbe  beider 
nächsten  Bewegung  der  Kurve,  also  für  9 in  eine  Tor  der 

Spitze  vorbeiziehende  Kurve  ACS  übergeben,  und  e* 
muss  ihr  für  9— £9  eine  Sch  I in  g e AC%  v or  an gega nge n sein, 
welche,  je  weiter  man  in  der  Bewegung  der  Kurven  zurücksiekt, 
eine  immer  grössere  Oefliiung  gebildet  haben  und  demnach  an- 
fänglich über  den  Punkt  A hereingeschritten  sein  muss, 
wie  dies  die  Bewegung  der  Kurven  A(\  , AC±,  At\,  A C4,  ACV 
A(’6  inTaf.  XII.  Fig.8.  darstellt.  Es  ist  auch  klar,  dass  eine  über.-!  herein- 
schreitende  Schlinge  AC*  sich  immer  enger  zusammenzieht,  sodas* 
von  ihrem  U m la nge  Kein  Punkt  der  Koordinatenehene  getreten 
werden  kann,  welcher  nicht  innerhalb  der  durchs  gehenden  grü»- 
ten  Schlingeiiöffming  liegt,  und  dass  sich  eine  solche  Schlinge  ra- 
letzt  durch  einen  Uebergang  durch  eine  Spitze  ganz  aufTöst, 
indem  dann  alle  ferneren  Kurven  vor  dem  Spitzenpunkte  ß vorbei- 
ziehen.  Ein  jeder  in  der  genannten  grössten  SchlingenöffDWS 
liegende  Punkt  wird  hei  dieser  Bewegung  Einmal  von  den  sieb 
zusammenziehenden  Theilen  und  dann  noch  Einmal  von  den 
sich  wieder  ausdehnenden  Theilen  der  Kurve  getroffen  werde« 
Bei  denjenigen  Punkten  der  Koordinatenehene,  durch  welche  der 
Kreuzpunkt  der  Schlinge  sich  bewegt,  erfolgt  der  Durchs»»? 
jener  beiden  Kurventheile  mit  Einem  Male,  so  dass  auch  diese 
Punkte  stets  zweimal  von  der  Kurve  getroffen  werden.  Zu  den 
letzteren  Punkten  gehört  ebenfalls  der  Spitzenpunkt  ß selb.<t. 
bei  w elchem  sich  der  Umfang  der  Schlinge  auf  Null  rednzirt.  Die 
Bewegung  der  Kurve  ist  aber  stets  so,  dass  sich  der  in  der  Spitz1' 
ß liegende  Punkt  der  Koordinatenebene  hei  fortgesetzter  Bewe- 
ping  der  Kurve  in  den  spitzen  Winkel  Al)(\  hlneinziebt,  also 
immer  den  Kreuzpunkt  der  im  Verschwinden  begriffenen  Schlisse, 
mithin  zw  ei  Kurvenschenkel  auf  Ein  mal  durchschneidet.  Man 
weiss  auch  ans  dem  Früheren,  dass  kein  Punkt  der  sich  bewegen- 
den Kurve  an  einem  Punkte  der  Koordinatenehene  tangential  zur 
Richtung  der  Kurve  voriiherrücken  kann,  dass  also  jeder  Punkt 
dieser  Ebene,  der  überhaupt  von  der  Bewegung  der  Kurve  getrof 
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len  wird,  dieselbe  unzweideutig  durchschneidet  oder  so- 
fort aof  die  entgegengesetzte  Seite  der  Kurve  tritt-  Unterschei- 
det man  an  der  fraglichen  Kurve,  indem  man  dieselbe  vom  Anfangs- 
punkte A her  durchläuft,  eine  linke  und  eine  rechte  Seite;  so  ist 
es  die  linke , welche  in  allen  Pallen  hei  der  positiven  Bewegung 
der  Kurve  nach  der  liegend  der  darauf  errichteten  Normalen  vor- 
nickt und  die  Punkte  der  Koordinatenehene  zuerst  aufnimmt. 
Diese  Seite  der  Kurve  ist  in  Taf.  XII.  Fig.  8.  zu  grösserer  Deutlich- 
keit mit  Punkten  besetzt. 

Nennen  wir  eine  Figur  wie  A(\  oder  ACt  ohne  Schlinge  oder 
Spitze  die  normale  Gestalt  der  Kurve,  und  eine  Rotation  dieser 
kurve  um  den  Punkt  A,  bei  welcher  sich  ebenfalls  keine  Schlinge 
oder  Spitze  einstellt,  eine  normale  Bewegung;  so  leuchtet  ein, 
dass  zwei  normale  Umwälzungen  dazugehören,  damit  ein 
Paukt  wie  O zwei  Mal  von  jener  Kurve  getroffen  werde,  inso- 
fern die  Kurve  am  Ende  der  zweiten  Umwälzung  genau  wieder 
in  die  anfängliche  Gage  kommen  soll.  Ist  jener  Punkt  O jedoch 
bei  der  in  Taf.  XII.  Fig.  S.  dargestellten  Gestaltveränderung  vermittelst 
der  Bildung  und  Wiederauflösung  einer  von  A hereinschreitenden 
Schlinge  schon  im  Antange  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  ge- 
troffen; so  hat  er  eine  solche  Lage  gegen  die  Kurve  bekommen,  dass  die- 
selbe, nenn  sie  nun  sukzessive  und  im  Verlaufe  von  zwei  ganzen  Umwäl- 
zungen in  die  normale  Form  und  Lage  der  Kurve  AC\  übergeht,  wah- 
rend der  ganzett  an  zwei  vollständigen  Umwälzungen  noch  fehlen- 
den Bewegung,  jenen  Punkt  O nicht  wieder  treffen  kann,  sodass 
>1»  auf  die  Eine,  wie  auf  die  andere  Weise  jener  Punkt  während 
zweier  Umwälzungen  der  Kurve  nur  zwei  Mal  getroffen  wird.  Bei 
4«  normalen  Bewegung  erfolgt  «lies  Treffen  in  grösseren  Zwi- 
schenräumen oder  für  weiter  aus  einander  liegende  VVerthe  des 
W'iskelis  tf ; bei  der  abnormen  Beweguttg  jedoch  für  näher  zusam- 
ntoliegemle  Werthe  von  </>.  Ein  Punkt  der  Ebene , welcher  hei 
der  letzteren  Bewegung  von  dem  Kreuzpunkte  einer  Schlinge 
getroffen  wird,  entspricht  dem  Falle,  dass  während  jener  zwei 
Imnälzungeu  für  Ein  und  denselben  Werth  von  <p  zwei 
Durchschnitte  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  r an  zwei 
verschiedenen  Stellen  derselben  Kurve  erfolgen.  Ist  der  letztge- 
duclrte  Punkt  der  Spitzenpunkt  D;  so  ist  dies  der  Fall,  wo 
der  zweimalige  Durchschnitt  für  Ein  und  denselben  Werth 
*on  ip  und  Lin  und  denselben  Werth  von  r erfolgt,  wo  also, 
»enu  l)  der  Nullpunkt  ist,  die  gegebene  Gleichung  zwei  voll- 

o V— T 

kommen  gleiche  Wurzeln  x oder  re1  besitzt.  Dass 
die  Begegnung  des  Spitzenpunktes  D einem  zweimaligen 
Durchschnitte  der  Kurve  entspricht,  erkennt  matt  sowohl  daran, 
"eno  man  denselben  als  Kreuzpunkt  einer  unendlich  kleinen 
schlinge  auffasst  und  die  nothwendige  Bewegung  dieser  Kreuz- 
punkte von  A über  />  hinaus  ins  Auge  fasst,  wie  es  bereits  vor- 
hin geschehen,  wie  auch  daran,  wenn  man  denselben  wie  den  dem 
Kreuzpunkte  der  Schlinge  diametral  gegenüberliegenden  Punkt  im 
fmfange  dieser  Schlinge  auffasst  und  berücksichtigt,  dass  dieser 
I mfang,  so  lange  die  Oeffnting  der  Schlinge  noch  endliche  Di- 
mensionen hat,  gegen  den  Punkt  I)  vorschreitet,  uml  denselben 
also  das  erste  Mal  hei  der  Ir  ingängigen  Bewegung  mit  der 
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punktirten  Seite  hilft,  dass  dann  aber  die  aus  der  Schlinge  ent- 
stehende Kurve  mit  rückgängiger  Bewegung  und  stets  mit 
der  punktirten  Seite  voran  an  deD  Punkt  D zum  zweiten  Male  trifft 

Wenn  sich  irgendwo,  wie  bei  Din  Taf.  XII.  Fig.  9.  eineSpitze  der- 
gestalt bildet,  dass  man  von  A kommend,  den  widerkehrenden 
Schenkel  D(\  zur  Linken  hat;  so  muss  dieselbe  unter  Berück- 
sichtigung der  Werthc  für  taug/}',  sind',  cos(?'  bei  der  nächsten 
Bewegung  der  Kurve  in  positiver  Richtung,  also  für  tp  -p  dtp  i n 
eine  Schlinge  AC+  übergehen,  und  es  muss  ihr  für  <p — dtp 
eine  vor  der  Spitze  voroeiziehende  Kurve  ACf  voran- 
gegangen sein.  Die  entstehende  Schlinge  muss  sich  nun  bei 
positiver  Bewegung  immer  mehr  erweitern  und  zuletzt  dadurch 
auflösen,  dass  sie  den  Anfangspunkt  A passirt  und  darauf  die 
Gestalt  A(\  annimmt.  Die  stets  voranscnreitemle  linke  Seite 
der  Kurve  ist  auch  in  Taf.  XII.  Fig.  0.  mit  Punkten  besetzt.  Hier- 
durch erkennt  man  leicht,  dass  wenn  bei  dieser, Bewegung  der  Kurve 
ACi  ein  Punkt  der  Koordinatenebene,  nie  etwa  (),  zwei  Mal 
getroffen  ist,  die  Kurve,  welche  den  letzten  Durchgang  bewirkt 
bat,  in  eine  solche  Lage  gekommen  ist,  dass  sic  bei  normaler 
Formveränderung  zwei  gauze  Umwälzungen  vollenden  müsste,  um 
wieder  in  die  Lage  AC\  zu  kommen,  ohne  bei  diesen  Umwälzun- 
gen den  Punkt  O wieder  zu  treffen.  Die  Kreuzu  ngspuukte 
der  Schlingen  und  der  Spitzenpunkt  l)  spielen  hierbei  dieselbe 
Rolle  von  Doppelpunkten,  wieinTuf.  XII.  Fig.  S.,  indem  ein  solcher 
Kreuzungspunkt  zwei  verschiedenen  Werthen  von  r für  denselben 
Werth  von  cp,  und  der  Spitzenpunkt  D zweimal  demselben  Wertbe 
von  r für  denselben  Werth  von  <p  entspricht. 

Nach  Vorstehendem  können  nur  die  links  herum  sich  wen- 
denden Krümmungen  der  Kurve  unmittelbar  zu  einer  Schlinge 
führen,  während  die  rechts  herumlaufenden  Biegungen  bei  den 
nächsten  Bewegungen  sieb  zu  verlieren  streben.  Es  ist  zwar  nicht 
nüthig,  dass  jede  Krümmung  der  ersteren  Art  an  jeder  Stelle  der 
Kurve  eine  Schlinge  nach  sich  ziehe;  erwägt  man  aber,  dass  die 
Tangente  des  unendlich  entfernten  Kurventheiles  (Gl.  5.)  eine 
raschere  Winkelhewegung  links  herum  besitzt,  als  die  Tangente 
des  Anfangspunktes  A (Gl.  5°),  und  dass,  wenn  in  der  gegensei- 
tigen Beziehung  zwischen  den  Tangenten  dieser  beiden  nusser- 
sten  Kurvenenden  das  Verhältniss  einer  Biegung  nach  der  linken 
Seite  besteht,  der  Neigungswinkel  vtp  der  ersteren  Tangente 
schon  grösser  ist,  als  der  Winkel  a -f  mtp  der  letzteren,  dass  man 

* m 

alsdann  also  titp  > a -f  /«<p  habe;  so  folgt,  dass  diese  Differenz 

tu 

durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  immer  erheblicher  werden 
und  zuletzt  jedenfalls  zu  einer  Schlinge  führen  muss,  welche  dann 
bei  ihrer  Auflösung  «las  bis  dahin  bestandene  Verhältniss  der 
W’endung  nach  links  in  das  entgegengesetzte  einer  Wendung  nach 
rechts  verwandelt,  für  welches  Letzlete  man  iitp  <«-f mtp  hat,  und 

I/I 

welches  sich  daher  durch  die  positive  Bewegung  der  Kurve  all- 
mählig  ausgleicht.  Du  nur  dann,  wenn  Gl.  (1)  eine  binomische 
ist,  n—m,  sonst  aber  immer  n > m ist ; so  folgt,  dass  es  bei  einer 
binomischen  Gleichung  niemals  eine  Schlinge  gehen  kann,  dass 
es  alier  bei  jeder  anderen  Gleichung  stets  Schlingeubildungen 
geben  muss. 

• 
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Wenn  mau  bei  der  Schlingenhildung  nach  Taf.  XII.Fig.  8.  oder  Fig.  9. 
einen  Funkt  der  Koordinaten  ebene  be>  rächtet,  welcher  wegen  seiner 
Lage  gegen  die  Aussenseite  der  Kurve  nur  Ein  Mal  getroffen 
»erden  kann,  wie  etwa  der  Punkt  O,  insofern  man  nuu  von  der 
karre  ACt  ausgeht;  so  findet  man,  dass  die  gleich  auf  die  Durch- 
vchneidung  folgende  Kurve  AUS  eine  solche  Lage  bekommen  hat, 
dass  bei  normaler  Formveränderung  jetzt  noch  Eine  ganze  Um- 
n Atzung  erforderlich  wäre,  um  ohne  ferneren  Durchgang  durch 
denselben  Punkt  O wieder  in  eine  der  AC%  ähnliche  Lage  zu 
kommen.  Geht  man  aber  von  der  Kurve  AC\  in  Taf.XII.Fig.8.  oder  Fig. 
9,  aos,  wobei  der  Punkt  O zwei  Mal  getroffen  wird;  so  kann  der 
»rate  Durchgang  durch  diesen  Punkt,  welcher  die  Kurve  AC^ 
erzeugt,  wie  der  durch  normale  Bewegung  während  Einer  Um- 
wälzung bewirkte  Durchschnitt  angesehen  werden.  Die  fragliche 
äcblingenbildung  vermehrt  dann  die  Zahl  der  normalen  Durch- 
gänge während  derselben  Umwälzungs- Periode  um  Einen,  bringt 
dadurch  aber  die  Kurve  in  eine  solche  Lage,  dass  nun  bei  der 
zweiten  normalen  Umwälzung  bis  in  die  ursprüngliche  Lage  AC, 
kein  weiterer  Durchschnitt  möglich  sein  würde. 

Nachdem  Eine  solche  Schlingenhildung  vollendet  ist , oder 
aocb  gleichzeitig  mit  derselben , kann  sich  eine  zweite,  dritte  etc. 
mtvickeln.  Es  kann  z.  B.,  nachdem  sich  in  Taf.  XH. Fig.  8.  die  Kurve 
dC,  in  die  Lage  ACt  bewegt  und  demgemäss  den  Puukt  O gleich 
’m  Anfänge  der  ersten  Umwälzung  zwei  Mal  getroffen,  und  hier- 
durch gegen  diesen  Punkt  O eine  Lage  erhalten  hat,  welche  der 
l.ise  der  Kurve  A(\ in  Taf.  XII.  Fig.  O.  gegen  den  Punkt  Oähniieh  ist, 
««  »ach  Art  der  Fig.  9.  eine  zweite  Schlingenbildung  entwickeln, 
'«möge  welcher  aber  der  Punkt  (J  während  derselben  Umwäl- 
zung nur  noch  Ein  ferneres  Mal  getroffen  werden  kann,  so  dass 
dnwlbe  nun  im  Laufe  dieser  Periode  im  Ganzen  drei  Mal  er- 
rocktist.  Die  aufden  dritten  Durchschnitt  folgeude  Kurve  ACt  in  Taf. 
\U.Fig.9.  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage  gegen  den  Punkt  O,  dass 
dieselbe,  um  weiter  in  die  Form  der  ursprünglichen  Kurve  A(\ 
«iTaf.XII.Fig.8.  zu  kommen,  d r e i ga  n z e n o r m a I e U m w ä 1 z u ii  g e n 
warben  müsste,  wobei  jener  Punkt  nicht  wieder  zu  erreichen  w äre. 

»Solche  zwei  Schlingen  können  auch  ganz  in  einander  fallen, 
indem  Ein  hingehender  Arm  der  Kurve  durch  seine  zwei  Mal  sich 
z^irückwindcnde  Fortsetzung  durchschnitten  wird.  Taf.  XII. Fig.  10.  stellt 
dar,  wie  die  spiralförmige  Kurve  AC,  mit  zwei  Umgängen  durch 
ihre  positive  Bewegung  zwei  in  einander  fallende  Schlingen  AC* 
erzeugen  kann.  Beide  Schlingen  sind  über  den  Punkt  A herein- 
»schritten.  AU*  sei  diejenige  Kurve,  hei  welcher  die  innere 
Schlinge  die  grösste  durch  A gehende  Oeffnung  besitzt.  Bel 
dnu  Zusamrnenziehen  dieser  beiden  Schlingen , welche  sich  im 
Allgemeinen  nach  einander  mittelst  zweier  besonderer  Spitzen 
aullusen,  und  bei  der  alsdann  erfolgenden  VViederansdehnung  kann 
jfder  in  der  eben  genannten  grössten  Oeffnung  der  inneren  Schlinge 
liegende  Punkt  drei  Mal  getroffen  werden.  Die  auf  den  dritten 
I Kirchgang  folgende  Kurve  hat  alsdann  aber  eine  solche  Lage, 
dass  ebenso  wie  bei  zwei  neben  einander  liegenden  Schlingen 
drei  normale  Umwälzungen  dazugebören,  um  wieder  in  die 
“isprüngiiche  Form  AC,  zu  kommen,  wobei  derselbe  Punkt  nicht 
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wieder  erreicht  werden  kann.  Ein  jeder  Kreuzungspuukt  dieser 
beiden  Sehlinsen  entspricht,  wenn  er  es  sein  sollte,  welcher 
durch  den  Nullpunkt  eeht , neben  dem  dritten  Durchgänge,  dem 
Falle,  dass  es  innerhalb  der  betrachteten  Bewegung  drei  rVurrelc 


der  Gleichung  tob  der  Form  r|«*‘  , r4ef‘  und  r3ef' 

gibt,  wovon  zwei  bei  verschiedenen  Wertheu  von  r denselben 
Werth  von  qp  gemein  haben.  Geht  ein  Spitzenpunkt  durch  den 
Nullpunkt;  so  sind  zwei  von  jenen  drei  Wurzeln  ganz  gleich  und 

man  hat  r.e**''  Wenn  die  beiden  Kren- 


zungspunkte  jener  zwei  Schlingen  gleichzeitig  durch  den  Null- 
punktgehen;  so  hat  man  drei  Wurzeln  rle'r  * 

weichen  Ein  und  derselbe  Werth  von  qp  angehört.  Fiele  gleich- 
zeitig ein  Spitzenpunkt  und  ein  Kreuzungspunkt  auf  den  Nullpunkt: 

«o  hätte  man  drei  Wurzeln  r,  rle'r  ^~l,  rte9‘*/'~ *,  denen 

der  Winkel  qpj  gemeinschaftlich  zukäme,  nährend  ausserdem  hei 
zweien  auch  noch  die  Model  r gleich  wären.  Es  ist  auch  mög- 
lich, dass  sich  beide  Schlingen  mit  Einem  Male  in  eine  einzige 
Spitze  auflüsen  oder  dass  die  fraglichen  beiden  Spitzen  zusammen- 
fallen.  Es  ist  ganz  klar,  dass  der  betreffende  Puokt  der  Koordi- 
natenebene  alsdann  bei  jener  Bewegung  zwar  nur  ein  einziges 
Mal  erreicht  werden  kann,  dass  er  aber  hei  dem  Fortscbreiteo 
der  Kurve  einem  dreimaligen  Durchschnitte  an  drei  besonderen 
Schenkeln  dieser  Kurve,  deren  Dimensionen  sich  auf  Null  redu- 
ziren,  entspricht.  Man  hat  alsdann , wenn  diese  Doppelspitze  auf 

den  Nullpunkt  treffen  sollte,  drei  gleiche  Wurzeln 

rt  ef,y~l , r,  ef  Umgekehrt  ist  es  aber  auch  immer  notii- 

wendig,  dass  wenn  drei  gleiche  Wurzeln  existiren  sollen,  eins 
Doppelspitze  durch  den  Nullpunkt  gehen  muss,  weil  sich  ja  hkr 
zugleich  drei  Punkte  der  Kurve  belinden  müssen,  für  deren  jede! 
man  (p  = qpi  und  r=r,  haben  muss,  was  einen  dreimaligen  Dortb 
schnitt  derselben  Kurve  au  demselben  Orte  und  io  der  Art  erfor- 
dert, dass  die  zwischen  je  zwei  Durchschnitten  liegenden  Kurven 
bögen  auf  einen  einzigen,  jenem  r = rj  allgehörigen,  Punkt  reih- 
zirt  sind. 


Ganz  allgemein  ist  nun  klar,  dass  in  Folge  jeder  einzel- 
nen vollkommenen  oder  unvollkommenen  Schlingenbildung  wah- 
rend einer  gewissen  Reihe  von  Uinwalzuoesperioden  die  normale 
Anzahl  der  Durchgänge  durch  den  Nullpunkt  um  Einen  vermehrt 
werden  kann,  das«  dann  aber  hierdurch  Ein  normaler  Durch- 
gang für  die  späteren  Perioden  unmöglich  gemacht  wird  — und 
umgekehrt,  dass  sich  für  jede  Suspension  eines  normalen 
Durchganges  während  einer  ganzen  Rotation  Eine  vollkommene 
Schlinge  oder  eine  als  unvollkommene  Schlinge  anzuseheode 
links  her  umgehend  e Spirahvindutig  sich  inderKurve  erzeug! 
oder  eine  rechts  herumgehende  Spiralwindung  sich  a u f h e bt  Da  ne" 
nach  n ganzen  Umwälzungen  die  Kurve  genau  wieder  in  die  ur- 
sprüngliche Lage  zurückkehren  muss  ; so  leuchtet  ein,  dass  wäh- 
rend dieser  n Umwälzungen  nicht  mehr  und  nicht  we- 
niger, als  n Durchgänge  durch  den  Nullpunkt  erfolg 
sein  müssen,  dass  also  die  Gleichung  vom  nten  Grad* 
stets  »i  Wurzeln,  und  auch  nicht  mehr  besitzt.  Sind 
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hierunter  m Wurzeln , welche  denselben  Werth  von  tp  gemein 
haben ; so  geht  Ein  und  dieselbe  Kurve  in  mal  durch  den  Null- 
punkt oder  es  bewegt  sich  der  gemeinschaftliche  Kreuzungspunkt 
*#n  (m — 1)  Schlingen  durch  diesen  Nullpunkt.  Für  m ganz  gleiche 
Wurzeln  konzeutriren  sich  alle  diese  Schlingen  auf  einen  einzigen, 
durch  den  Nullpunkt  gehenden  Snitzenpunkt,  der  dann  die  Bedeu- 
tung eines  m fachen  Punktes  besitzt. 

Es  liegt  nicht  in  der  Absicht,  hier  alle  »ich  auszeicbneuden 
Spezialitäten  näher  zu  untersuchen,  da  die  vorstehenden  allge- 
meinen Gesetze  zur  Erläuterung  aller  hierhergehörigen  Erscheinun- 
gen ausreichen.  Es  muss  nur  uoch  darauf  aufmerksam  gemacht 
werden,  dass  unter  Umständen  die  rohrende  Kurve  für  gewisse 
Werthe  von  <p  sich  in  einer  geraden  Linie  ausstrecken  oder 
sich  so  darin  Zusammenlegen  kann,  dass  sie  mehrere  Hinumlhor- 
gänge  darin  bildet.  Eine  solche  besondere  Figur  ändert  Nichts 
aa  den  allgemeinen  Prinzipien,  unter  welchen  die  obige  Kurve  be- 
trachtet ist  Ein  jeder  Punkt  in  solcher  geraden  Linie,  wo  die 
Kurve  io  direkt  entgegengesetzter  Lichtung  zurückkehrt,  spielt 
die  Holle  eines  Spitzenpunktes  oder  einer  annullirten  Schlinge. 
Ea  könnten  sich  auch  mehrere  Spitzenpunkte  oder  annullirte  Schlin- 
gen in  Ein  und  demselben  Punkte  einer  solchen  geradlinige»  Kurve 
vereinigen,  und  die  endlichen  Zweige  dieser  Scbliugcn  können 
sowohl  nach  derselben,  wie  Dach  entgegengesetzten  Seiten  aus 
diesen  Schlingen  heraustreten,  ln  welchen  gegenseitigen  Bezie- 
hungen die  Theile  einer  solchen  zusanimengelalteten  Kurv  e zu 
einander  stehen,  erkennt  man,  wenn  man  den  Werth  des  zugehö- 
rigen <p  um  ein  sehr  kleines  Inkrement  wachsen  oder  abnelime« 
laut,  indem  sich  dadurch  jene  Beziehungen  sofort  io  deutlicher 
Gestalt  entwickeln.  So  kann  sich  z.  B.  die  platt  gedrückte  Kurve 
<4D£C'inTaf.  XII.  Fig.  11.  bei  positiver  Drehung  je  nach  der  Natur  der 
gegeben enGleichung  wieTaf.Xll.Fig.12.,  13.,  14.  oder  15.  zeigt,  entwik- 
tem.  Eine  Gestalt  wie  A (’3  wird  bei  fortgesetzter  Bewegung 
immer  die  nächste  Folge  davon  sein.  Unmöglich  würde  aber  im- 
mer eine  Entwickelung  nach  Art  der  Taf.  XII.  Fig.  16.  sein,  indem  sich 
zwischen  die  Schenkel  der  zweiten  Spitze  JE,  niemals  eine  vorn 
abgerundete  Kurve  legen  kann,  sondern  sich  nach  Taf.  XII.  Fig.  12.  um 
diese  zweite  Spitze  eine  Schlinge  erzeugen  müsste,  wenn  über- 
haupt A D,  A',  L\  den  Typus  für  die'  fernere  Bewegung  abgibt. 
Derartige  liguren  kommen  vorzugsweise  bei  den  reellen  Wurzeln 
der  Gleichungen  mit  reellen  Koeffizienten  in  Betracht,  bei  denen 
sich  lur  <p~0  und  tp  — n stets  eine  in  gerader  Linie  sich  erstrek- 
kendeKurveeinstellcnniuss.  Denkt  man  sich  die  der  Taf.  XII.  Fig.  12. 
entsprechende  rückgängige  Bewegung  der  Kurve;  so  bilden  sich 
diein  Taf.XII.Fig.  17.  angegebenen  Gestalten.  Es  erscheint  hierbei  die 
geradlinige  Kurve  .l/WEL’ ausTaf.  XII.  Fig.  11  als  ein  Uehergang  der 
Kurve  Ac3  aus  Taf.  XII.  Hg.  17.  in  die  Kurve.dC,  aus  Taf.  XII.  Fig.  12., 
wobei  diese  beidenKurven  symmetrische,  aber  inBeziehungzurgeraden 
Linie  A C entgegengesetzt  liegende  Formen  besitzen.  Bei  diesem  Um- 
schlagen der  Kurven  Ac3  in  ACj  wird  offenbar  in  allen  Fällen 
jeder  zwischen  A,E  und  jeder  über  D hinaus  liegende  Punkt  der 
Geraden  AC  nur  von  einem  einzigen,  jeder  zwischen  E,D  liegende 
Punkt  aber  von  drei  Schenkeln  der  sich  bewegenden  Kurve  ge- 
troffen. Das  Stück  ED  der  Geraden  AC,  welches  srhon  von 
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Ac3  umschlungen  wurde,  bleibt  nun  auch  in  der  Umschlingung 
der  Kurve  ACj  liegen,  wie  Tal.  XII.  Fig.  18.  dareteUt 


Läge  also  der  Nullpunkt  O zwischen  E und  D und  wäre  AL 
die  Kurve  für  q p=0,  also  ihre  Richtung  die  der  positiven  reellen 
Axe;  so  gäbe  es  drei  positive  reelle  Wurzeln,  deren  Quan- 
titäten r verschieden  wären.  Läge  der  Nullpunkt  in  D\  so  gäbe 
es  zwei  gleiche  und  eine  davon  verschiedene  grössere 
Wurzel.  Läge  derselbe  in  JE;  so  gäbe  es  zwei  gleiche  und 
eine  davon  verschiedene  kleinere  Wurzel.  Das  Stück  DE 
der  Geraden  AC  kann  sich  auf  einen  einzigen  Punkt  reduziren; 
alsdann  existiren,  nenn  der  Nullpunkt  in  diesen  Punkt  hineinfiele, 
drei  gleiche  positive  Wurzeln. 


Angenommen,  es  handele  sich  in  dem  vorstehenden  Falle 
um  eine  Gleichung  dritten  Grades,  welche  ausser  diesen  drei 
Wurzeln  weiter  keine  haben  kann.  Der  geradlinigen  Kurve  . dt' 
(Taf.  XII.  Fig.  18.),  von  welcher  der  Nullpunkt  dreimal  durchschritten 
wird,  entspricht  der  Werth  qp=0.  Um  sich  zu  überzeugen,  dass  es 

bei  den  drei  nächsten  Umwälzungen,  wodurch  <p=  "3  + "gT  + "3 

=2*  wird,  keinen  weiteren  Durchgang  durch  den  Nullpunkt  gibt, 
beginne  man  die  Bewegung  von  einer  Kurve,  wie  A C3,  welcher 
ein  sehr  kleiner  Werth  von  <p,  also  Pqp,  entspricht.  Diese  Kurve 
wird  nach  Obigem  eine  Schlinge  bilden,  in  welcher  der  Nullpunkt 
liegt.  Bei  fortgesetzter  Vcrgrösserung  des  Winkels  cp  erweitert 
sieh  diese  Schlinge,  tritt  durch  den  Punkt  A aus,  sodass  alsdann 
die  Kurve  eine  rechts  um  den  Nullpunkt  herumgehende  Spirale 
mit  einer  Windung  darstellt.  Nach  der  ersten  Umwälzung,  als« 
2tt 

für  <p=  jj-,  ist  diese  Spiralwindung  verschwunden;  die  Kurve  er- 


streckt sich  in  flacher  Gestalt  von  A nach  der  Seite  C^,  indem 
der  Nullpunkt  noch  an  der  rechten  Seite  derselben  liegt.  In  der 
Mitte  der  zweiten  Umwälzung,  also  für  <p=.n,  streckt  sich  die 
Kurve  wieder  in  der  reellen  Axe,  aber  von  A nach  der  negativen 
Seite  hin  ans,  sodass  hiervon  der  rechts  von  A liegende  Nullpunkt 
nicht  erreicht  werden  kann.  Am  Ende  der  zweiten  Umwälzung, 

also  Rir  dehnt  sich  die  Kurve  von  A wieder  gegen  C» 

hin  aus,  aber  nun  liegt  der  Nullpunkt  ihr  zur  Linken.  Gegen  das 
Ende  der  dritten  Umdrehung  bildet  die  Kurve  eine  links  um  den 
Nullpunkt  gehende  Spirale  mit  Einer  Windung,  welche  sich,  je 
näher  <p  an  in  heran  kommt,  in  die  durch  Ac3  dargestellte  Schlinge 
zusammenzieht.  Beim  Uebergange  von  zfc3  in  die  entgegenge- 
setzte Gestalt  AC,  durch  die  gerade  Linie  AC  wird  nun  mit  Ei- 
nem Schlage  der  Nullpunkt  drei  Mal  getroffen. 


Was  die  Frago  anlangt,  unter  welchen  Umständen  sich  die 
Kurve  in  eine  gerade  Lime  ausstrecken  kann  und  welche  Rich- 
tung diese  Linie  halten  wird;  so  bemerkt  man,  dass  für  diesen 
Fall,  seihst  wenn  in  jener  geraden  Linie  mehrere  Kurventheile 
von  direkt  entgegengesetzten  Richtungen  liegen,  stets 
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0/z 

‘a^=|  = 

cV 

(3«) 

a»io(o+<p) -f2orsin(cr-f-2q)) -f  30^810(0+3®)  +...+  nr“-  *sin(nqp) 

i i i i 3 3 

acos(o  -f  qp)  -f  ‘2«rcos(a-f  2qp) + 3ar*cos(a + 3<p)  -f-...+nrn~lcos(»»<)p) 

1 1 2 2 3 3 

eine  in  Beziehung  zu  r konstante  Grösse  sein  muss.  Es  könnten 
aber  in  der  ursprünglichen  Gleichung  die  Koeffizienten  A,  A .. 

einiger  auf  das  bekannte  folgenden  Glieder  null  gewesen  sein. 
Nehmen  wir  daher  das  in  xm  multiplizirte  Glied  als  das  niedrig- 
ste in  der  gegebenen  Gleichuog  vorkommende  mit  x behaftete 
Glied  an , setzen  also  a,  a. . a gleich  null ; so  ergibt  die  vor- 

12  m~l 

stehende  Gleichung,  nachdem  man  Zahler  und  Nenner  auf  der 
rechten  Seite  durch  rm~l  dividirt  hat,  den  allgemeinen  Ausdruck 

mosin(a+m1?))  + (m+l)orsin[o-|-(TO4-l)9>]  + — +ni“~msin(nqp) 

unyfl " "» mfl  m*f*  1 

mocos(ä+m^)+(m+T)örcos[n+(m+l)(p]-ir...+nr"_mcos  (nqp)' 

m m m-f  l m fl 

Soll  dieser  Ausdruck  in  Beziehung  zu  r konstant  sein;  so  muss 
derselbe  (indem  man  einmal  r=0  setzt)  den  Werth 

tang/3  = tang(o  f mcp) 


haben;  es  muss  also  allgemein 

ß=za  + mip  ....  (37) 

m 

sein,  da,  wenn  man  r von  0 bis  ao  wachsen  lässt,  sowohl  der 
Zähler,  wie  der  Nenner  des  Bruchs  ffir  tang  ß gleichzeitig  gleich 

0,  also  tang/?=Q  werden  kann,  was  anzeigt,  dass  für  diesen  Werth 

ton  r die  Kurve  eine  Spitze  besitzt,  in  welcher  ihre  Itichtung  in 
die  direkt  entgegengesetzte  umschlägt;  so  müsste  mau  eigentlich 

j3=  ct+  m<f  -f /:ji 

m 

setzen,  worin  für  k eine  beliebige  ganze,  resp.  paare  oder  un- 
paare  Zahl  zu  nehmen  wäre.  Man  wird  jedoch  hiernach  leipht 
die  nachfolgenden  Resultate  ergänzen  können , wenn  man  darin 
e + kn  für  « gesetzt  denkt.  Bezeichnet  man  der  Kürze  wegen 

W MV 

den  Inbegriff  aller  r enthaltenden  Glieder  im  Zähler  von  tang/3  mit 
B und  im  Nepner  mit  C;  so  hat  man 
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• /jiusio  (a-f-m?)  + B 

taur-£  mncosfa  + mtp)  \ C 

m m 

Beos  (a  rn  9) — Csin(a  + n«f) 
*an"(“d  m<p)- f-  CQg  ^ wrp')[,na  cos(a+wif)  + C] 


Damit  nun  dieser  Ausdruck  konstant  gleich  tang(«m  -f  nur)  sein 
könne,  muss  jedes  Glied  des  nach  Potenzen  von  r geordneten 

Zählers 

Beos  (o-f  mif)  — t’sin(o  | mtf)  — 

na  m 

(«»  f 1)  a sin(  a -f  q>— a).r 

m | 1 n } I m 

+ (m-f'2)  a sin(  a ■f-2<f—a)rij-...-insin[(n—m)<p—a}ra-r’ 
m 4 1 bj|*  tu  ■* 


gleich  null  sein, 
gleichungen : 

1) 

*) 

3) 


Dies  führt  zu  folgenden  (n  — n 1)  Bedingung»- 


a -f  q>  — a — kn, 
mf  1 m 1 

ff  +2®  — ut=.kn, 

m\’l  m *1 

ff  -f  — ff  = k"7t  v 

m+3  m 3 Hw*  r, 


mnhiif)  ul!  • r.' 


n— ra) 


o +(n — in — l)qp — a — k n 

n— 1 m n—m—\ 

(n  — m)  <f  — O—  k n. 

m n — m 


Hierin  bezeichnen  k,  k k willkühr  liehe  ganif 

1 2 n—m 

Zahlen  einschliesslich  der  Null.  Sollten  noch  mehrere  Gliedei 
der  gegebenen  Gleichung  zwischen  A xm  und  xn  ganz  fehlen. 

* also  die  zugehörigen  Werthe  von  a,  z.  B.  u gleich  Null  sein. 

m Ir 

so  verschwindet  hierdurch  schon  das  betreffende  Glied  der  &• 
ehen  anno  Hirten  Formel  und  es  fällt  die  rte  der  vorstehenden 
Bedingungen  ganz  aus.  Man  kann  sich  jedoch,  wenn  a =0  ist, 

denken,  diese  rte  Bedingung  sei  jederzeit  realisirt.  Die  letzte 
Bedingung  lässt  den  Werth  des  \Vinkels 


f — . 


a -f-  h n 

m n—m 


. (3H) 


erkennen,  liir  welchen  6ich  die  Kurve  in  gerader  Linie  zusammen 
legt,  vorausgesetzt,  dass  die  übrigen  — Bedimronsci 

erfüllet  seien,  welche  jetzt  Vermittelst  des  torstehenden  WcrthM 
von  ip  zu  den  folgenden  führen : 
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») 

2) 

3) 


re  =( 

\ L' 

)a-f  h 7t 

fm  1 

1 k n 

«*ti  V 

11 — JHj 

11  — llln-m 

a=( 

i 2 ' 

1/y  4-  Je  TT  — 

2 / 

* --  A‘  TT 

m+2  V 

n — ntj 

fm  2 

— “ rV  J V | 

11 — 'TH  n—m 

o =( 

i 3 ' 

3 /- 

\ 

n — mj 

J g _|.  jj  _ 

'm  3 

n—mn-m 

e = -i — a+  k n — (\ ! — ^ k n. 

n—  1 11 — in  m n — m — 1 \ W— Wl/n-m 

Der  Neigungswinkel  dieser  geraden  Linie  gegen  die 
Aie  ist  alsdann  wegen  der  beiden  Gleichungen  (37)  und 


o n , m . 

8 z= o | U 7t 

n—m  « n—ma-m 


(39). 


positive 

m 


Sollte  diese  Linie  auch  durch  den  Nullpunkt  gehen,  also  mit 
der  direkten  oder  indirekten  Richtung  von  OA  zusammenfallen; 
so  müsste  der  vorstehende  Werth  von  jS  = a-f  krc  sein,  also  der 

0 U 

Winkel  et  die  Grosse 


a—  - — — (re  -f-  kn)  — — kn (40) 

m n o o «n-m 

besitzen.  Jenachdem  k eine  paare  oder  unpaare  Zahl  sein  kann, 
ist  die  fragliche  gerade  Linie  von  A aus  direkt  wie  OA,  oder  in- 
direkt wie  AO  gerichtet.  Ein  Durchgang  der  in  dieser  Linie  lie- 
genden eigentlichen  Kurve  durch  den  Nullpunkt,  erfordert  also 

lur  k eineunpaare  Zahl. 

0 

Wenn  die  gegebene  Gleichung  nur  reelle  Koeffizienten  besitzt, 
so  dass  unter  den  Werthen  der  Winkel  a,  re  ....  a nur  die  Gros- 

m m-f-1  n— 1 

seo  0 und  n,  oder  allgemein  nur  Grossen  von  der  Form  k'n  Vor- 
kommen; so  sind  allerdings  die  vorstehenden  (n—m — 1)  Bedingun- 
gen realisirt,  man  muss  jedoch  die  sonst  willkührliche  ganze  Zahl 
k durchaus  so  wählen,  dass,  wenn  a—k'n  gesetzt  wird,  k'  -f  k 

m n—m 

irgend  ein  Vielfaches  der  Zahl  n—m  ist.  Nachdem  dies  gesche- 
hen, findet  sich,  dass  auch 

n a + m k n=(vk'  + m k ) n 

m n — m u—m 

ein  Vielfaches  von  (« — m)  n ist.  Daraus  folgt,  dass  der  Werth  von 
0 aus  Gl.  (39)  ebenfalls  ein  Vielfaches  von  n ist,  dass  sich  also 
die  in  Rede  stehende  geradlinige  Kurve  nur  io  der  reellen  Ase 
»«Strecken  kann. 

Für  jede  binomische  Gleichung  von  der  Form  A + x"=Q 

0 
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oder  or  v l + * =0,  also  auch  für  jede  Gleichung  ersten 

Grades,  fallen  die  obigen  (n — m — I)  Bedingungsgleichungeo  hin- 
weg «der  sind  als  erfüllt  anzuseheu.  Man  hat  hier  n — m.  Der 
Winkel  9 bleibt  eanz  willkührlicb,  indem  die  Kurve  für  all« 
Werthe  von  9 eine  gerade  Linie  bildet,  welche  sich  unter  deu 
Winkel  ß Segen  die  positive  Axe  neigt  und  durch  den  Null- 
punkt geht 

Es  ist  vorhin  bemerkt,  dass  wenn  die  Kurv  e sich  irgendwo  auf  eine 
gerade  Linie  reduzire.  die  dieser  Reduktion  unmittelbar  vorangehenden 
und  nachfolgenden  Gestalten  in  Beziehung  zu  dieser  geraden  Linie 
symmetrisch  seien.  Dieser  Satz  hat  nicht  bloss  näherungsweise, 
sondern  in  aller  Strenge  Gültigkeit  Cm  diess  einzusehen,  werde 
der  Werth  des  Winkels  <p  aus  Gl.  (38)  mit  9,  und  der  von  ß aus 
Gl.  (39)  mit  ßt  bezeichnet  Ist  nun  AC  die  Richtung  der  durch 
A gehenden  reduzirten  Kurve,  also  ßt  der  Neigungswinkel  CRX 
von  AC  gegen  die  positive  reelle  Axe  O.X  : so  denke  man  sich 
von  irgend  einem  Punkte  .)/  irgend  einer  Kurve  die  Perpendikel 
,1/jV  aul  <JX  und  MP  auf  AC  gefallt  Es  ist  bekanntlich 

ON=fx  und  NM— fi- 

Setzt  man  aber 

AP  — px  und  PM=pt; 
so  hat  man.  unter  Berücksichtigung , dass 

cosa  und  QA  — a sina  ist, 

O o u O 

Pi  —tx  cosft  + /jsinjS,  — acos(a-ß,), 

O O 

Pt  —fl  cosßt  — fx  sin/3,  — a sin  (a— ß, ) ; 

• • 

oder  wenn  man  für  fx  und  f%  ihre  Werthe  aus  Gl.  (3)  substituirt 
und  gehörig  zusammenzieht, 

px  =nrcos(a  + 9 — 0,)  + ar2  cos  (er  -f  — /?,) 

11  2-2 

+ 0 rJcos(o  + 3<f  — d|)+  ....  -f  rncos(na>  — A), 

> > 

]it  = itr sin  (o  -|- 9 — ßt)  + </r*sin (er — ß, ) 

11  2 2 

+ or3sin(o  +39 — ßt)  + — . f r"sin(»i9— ft). 

I I 

In  diese  Gleichungen  substituire  man  für  die  Veränderliche? 
deu  Werth  9,  -f-tf/,  worin  9,  den  bekannten  Werth  aus  GL  (38) 
hat,  für  welchen  die  Kurve  in  die  gerade  Line  AC  fällt,  um! 
worin  rg  eine  neue  Veränderliche  darstellt,  welche  späterhin  densel- 
ben Effekt  dadurch  hervorbringt,  dass  sie  =0  gesetzt  wird.  Durch 
dise  Substitution  wird  irgend  ein  in  den  Ausdrücken  von  pt  notl 
vorkommender  Winkel,  wie  etwa  a +(m-fr)9  — ßl?  wenn  mW 

m{r 

dabei  die  obigen  Bedingungsgleichungeu  und  auch  die  Glcichnngen 
(38)  und  (39)  gehörig  berücksichtigt, 
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o + (r»  + r)?-ft  = a -Krw-f-r)^  -ß,  + (m  + r)ip 

■»-f -r  mfr 

= kn  -f  (m  -f  r)tp. 
r 

Der  Kosinus  hiervon  ist  FcosDm -fr)ip]  und  der  Sinus 
isin[(m-fr)ip],  jenachdem  k paar  oder  unpaar  ist.  Hierdurch 

r 

erhält  man' 

Pi  =+  irr  costp  + aracos(2ip)  + or*cos  (3tp)  + ....  + rBcos(nrp)  (41) 

12  J 

p, — ± nr  sin  ip  ± a r*  sin  (2  tp)  + ar 3 si  n (3tp)  i ....  i r"  sin  (ntp)  (42). 

1 2 J 

SVili  man  nun  die  Kurve  bloss  in  solchen  Lagen  betrachten, 
«eiche  der  geraden  Form  AC  unmittelbar  vorangeheu  und  nach- 
folgen;  so  hat  man  dem  Winkel  tp  einen  unendlich  kleinen  Werth 
zu  geben  Bleibt  man  bei  den  ersten  Potenzen  der  sehr  klein 
gedachten  Grösse  rp  stehen;  so  hat  man  costp,  cos(2tp),...cos(ntp) 

gleich  1 und  sintp,  sin(2tp) sin(ntp)  resp.  gleich  tp,  2tp,...mp; 

afoo  für  solche  Werthe 

f>i  =±  ar+ar2 £ar3 ± ...±1*  (43) 

12  3 

/>a=:(db<Jfi2ör2-l-3ör3i  — i”r‘")'<P  . • • . (44). 

12  3 

Ob  nun  die  sehr  kleine  Grösse  tp  positiv  oder  negativ  ge- 
wannen werde,  hat  auf  den  Werth  von  u,=r AP  gar  keinen 
Eia  fl  (iss.  Der  Werth  von  = PM  behält  zwar  Tür  ein  posi- 
tires  und  negatives  tp  dieselbe  Quantität,  wechselt  aber  das 
Zeichen.  Hieraus  ist  klar,  dass  "die  der  geraden  Form  AC 
'■»mittelbar  vorangehende  Kurve  Ac3  ganz  symmetrisch  ist,  mit 
■br  unmittelbar  nachfolgenden  AC,. 

Bei  den  vorstehenden  Untersuchungen  ist  vorausgesetzt,  dass 

das  bekannte  Glied  A = ae"*'~‘  der  gegebenen  Gleichung  irgend 

* «10 

'■tuen  von  Null  verschiedenen  Werth  habe.  Um  jetzt  das  Eigen- 
tümliche des  Falles  anschaulich  zu  machen,  wo  dieses  Glied 
dadurch  verschwindet,  dass  seine  Quantität  a= 0 wird,  gehe  man 

'oo  einer  Gleichung,  wie 

A+Axm  A . ...+  A a^,-I-fx"=0  ....  (45) 

0 m m- fl  n— l 

aas,  worin  die  Quantität  des  bekannten  Gliedes  A unendlich 

klein  sei.  Diese  Gleichung  hat  natürlich  n Wurzeln.  Wird  der 
Werth  einer  solchen  Wurzel  in  die  x enthaltenden  Glieder  sub- 
stituirt ; so  muss  die  Summe  dieser  Glieder  dieselbe  unendlich  ge- 
bnge  Quantität,  wie  A„  mit  entgegengesetztem  Zeichen  annehmen. 
Hierzu  ist  offenbar  nicht  nothwendig  erforderlich , dass  die  Quan- 
btät  einer  solchen  Wurzel  selbst  unendlich  klein  sei;  allein  es 
«ird  unter  den  n Wurzeln  immer  eine  gewisse  Anzahl  geben, 
deren  Quantität  unendlich  klein  ist.  Dies  leuchtet  ein,  wenn  man 

sieh  in  die  vorstehende  Gleichung  für  x=re'*^~*  nur  Werthe  von 
'■»endlich  geringer  Quantität  r substituirt  denkt,  oder  die  für  ir- 
eend  einen  Werth  von  tp  entstehenden  Kurven  in  ihren  dem  An- 
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fangspunkt  A un«l  dem  unendlich  benachbarten  Nullpunkte  O zu- 
nächst liegenden  Aufangstheilen  betrachtet.  Zu  dem  vnriiegcu- 
den  Zwecke  führe  man  statt  des  Winkels  tf , welcher  von  der 
Einen  Kurve  zu  der  benachbarten  variirt,  aber  für  jede  einzelne 
Kurve  konstant  ist,  einen  neuen  Winkel  rp  ein,  welcher  mit  f 
durch  folgende  Bedingung 


oder 


a-f  m ip  — u f r«V  + 31 
0 


(4fi) 


o — a -\-  n 


a — a — n 


o »• 


oder  ip=g>  + ' 


verknüpft  ist,  wobei  einer  Variation  des  Winkels  <f  von  0 bis  2a 
eine  gleichmässige  Variation  des  Winkels  tp  von 


a — a — a 

m 0 


2 7C  + 


a — a — 7i 
m Q 


n entspricht.  Hierdurch  erhält  man  aus  der  ge- 
gebenen Gleichung  (45) 


fx  = acos«  — armcos(a  + rnip)-|-rmt  */?, 
0 0"*  0 


. (47) 
(48), 


ft  = a sina — a rm sin (o  + mip)  + r*+ 1 ßj  . - 
0 0™  0 
worin  die  Glieder  von  der  Höhe  (m  -fl),  (*i  + 2)  ...  n der  Kürze 
wegen  nur  durch  ein  einfaches  Zeichen  angedeutet  sind.  Insofern 
man  für  mtp  nur  Werthe  einführt,  welche  sich  unendlich  weuig 
von  0,  2x,  4ji oder  für  i p Werthe,  welche  sich  unendlich  wenig 

vnn  o — ....  unterscheiden,  indem  man  dieselben 

on  u’  m m ’m 

resp.  mit  0 + chp,  ^-  + 0ifv,*-  +3y....  m ~+oip  bezeicl.net 

kann  man  mit  jedem  Grade  von  Genauigkeit  coa(nrjp)  =1  uwl 
sin(/nip)  = »tS'/3  setzen.  Dies  gibt  die  nur  für  solche  Werthe 
gültigen  Ausdrücke: 

f = a cos  « — a rm  cos«  + rndip  a rm  sina  + z™*1  Bi , 

0 0 m o m o 

f.  = n sin  a — a rmsinct  — mBtp  a rm  cos n -f  r™  * 1 B2. 

0 0 nt  o m o 

Der  Voraussetzung  gemäss  ist  a eine  unendlich  kleine 

Grösse,  nimmt  man  nun  auch  r unendlich  klein,  und  zwar  so,  dass 


ar*  = o,  also 


r=\[*  «st; 


so  werden  die  vortsehenden  Aus- 


drücke, wenn  man  darin  die  in  /it  und  Bt  multiplizirten  Glieder 
gegen  die  unendlich  überwiegenden  Glieder  von  der  Höhe  m ver- 
nachlässigt, 

/j  = m 0ip  a sina 


f%=  — m0tp  a cosa 


(49) 

(50) . 


Dtal 
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Aus  dem  Vorstehetiden  erhellet,  dass  für  9ip=0  oder  für 

A in  4n  (m~l)n  „ , 

— » — .... die  Kurve,  wenn  auch  ment  vollkom- 

rn  m m 

men  durch  den  Nullpunkt,  doch  in  einer  solchen  Nähe  an  demsel- 
ben Vorbeigehen  muss,  dass  ihr  Abstand  von  diesem  Punkte  im 

Vergleich  zu  dem  Abstande  OA — armt  ^~x'  un- 
endlich klein  ist.  Für  ein  positives  Sip  geht  dieselbe  bei  einem 
gleichen  VVerthe  von  r durch  einen  Punkt , welcher  im  Vergleich 
zu  A in  einem  endlichen  Abstande  vom  Nullpunkte  in  einem  auf 

OA  errichteten  Perpendikel  liegt.  Für  ein  negatives  3t p aber 
geht  die  Kurve  durch  einen  auf  entgegengesetzter  Seite  von  OA 
ähnlich  liegenden  Punkt.  Hieraus  fol"t,  mit  Bezugnahme  auf  die 
früheren  Untersuchungen,  dass  es  zwischen  einem  solchen  positiven 
und  negativen  VVerthe  von  dif>,  also  für  mWerthe  von  ip,  welche  unend- 
lich nahe  resp.  an  0,  — ...  — — — — liegen,  Wurzeln  der 

m m m 6 

lileichung  (43)  gibt,  deren  Quantitäten  nahezu  den  unendlich  kleinen 

m 

4 / « 

"’erth  1 haben.  Dero  Winkel  <p  entsprechen  hierfür  die 


m VVerthe 


u — a -f-'n  a — er  -f-  3rc 
0 «•  'o  m 

9 > 
m in 


er— a- f 5tc 

O « 

■ » 
m 


a- — o-|-  (2m— 1)  n 

..(31). 


Dieses  Gesetz  wird  nun  nicht  im  mindesten  alterirt,  wenn 
man  sich  das  bekannte  Glied  A der  gegebenen  Gleichung  immer 

deiner  und  kleiner  werdend  denkt.  Im  Augenblicke  des  Ver- 
schwindens, wo  man  die  Gleichung 

Ax*AAx™\ »+....  A .t—*  + ;z«=0  (52) 

m mf 1 »— 1 

erhält,  reduziren  sich  die  unendlich  kleinen  Quantitäten  der  eben 
betrachteten  m Wurzeln  selbst  auf  null.  Es  gibt  also  unter 
den  n Wurzeln  dieser  Gleichung  m,  welche  gleich 
nall  sind. 

Eine  Gleichung  von  der  Form  (51)  enthält  aber  insofern  eine  Unbe- 
stimmtheit, als  man  sich  den  Winkel  a des  fehlenden  Anfangs- 

üliedes,  welches  für  keinen  Werth  dieses  Winkels,  sondern  nur 
für  den  annullirten  Werth  seiner  Quantität  a zu  verschwinden 

I) 

vermag,  von  jeder  beliebigen  Griisse  denken  kann.  Hierdurch  wer- 
den denn  auch,  nicht  die  Quantitäten,  sondern  die  Winkel  (51) 
der  eben  untersuchten  m Wurzeln  in  demselben  Maasse  unbe- 
stimmt. Die  Analogie  hierzu  spricht  sieb  bei  der  geometrischen 
Darstellung  darin  aus,  dass  jetzt  die  beiden  Punkte  O und  A Zu- 
sammenfällen, wodurch  der  Nullpunkt  der  Anfangspunkt  jeder 
Kurve  wird,  sodass  es,  uni  die  vorstehenden  Gesetze  zu  bewahr- 
heiten, willkührlich  bleibt,  welchen  Winkel  man  sich  unter  der 
Griisse  a denken  wolle. 

O 
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Alle  bisherigen  Untersuchungen  haben  »vir  auf  die  beweg* 
der  Kurve  basirt,  welche  sich  durch  die  Variation  der  Gröstq 
von  0 bis  x>  für  ein  konstant  erhaltenes  q>  ergibt,  indem  non 
dieses  <p  von  0 bis  2rt  variirt  wurde.  Dieselben  Thatsachea 
daneben  verschiedene  interessante  Beziehungen  stellen  sich 
aus , wenn  man  jetzt  die  Bewegung  derjenigen  Kurve  betraek# 
welche  sich  durch  die  Variation  der  Grösse  <t  von  0 bis  2s* 
ein  konstant  erhaltenes  r erhält,  indem  man  nun  r allmählig 
0 bis  co  wachsen  lässt. 

Dass  eine  jede  solche  Kurve  eine  in  sich  geschlossene  ■ 
muss,  welche  dabei  aber  verschiedene  ganze  Umwindungenf* 
Schlingen  bilden  kann,  leuchtet  sofort  ein,  weil  die  Wertbe 
/j  und  für  <?  = dieselben  sind,  wie  für  <p  = 0. 

Fiir  r=0  reduzirt  sich  diese  Kurve  auf  den  Punkt  A,  i 
man  hierfür  f\—a  cos«  und  /2  — asina  hat. 

0 0 O o 

Bei  dem  jetzt  beginnenden  Wachsen  von  r kann  man  _ 
Grösse  zuvörderst  so  ungemein  klein  denken,  dass  allen 
gen  Glieder  in  den  Ausdrücken  für  fy  und  /»  gegen  das  beb« 
und  das  nächstfolgende  Glied  von  geringster  Dimension  verschj 
den.  Ist  nun  xm  die  niedrigste  Potenz  von  x in  der 
Gleichung;  so  bat  man  für  solche  sehr  kleine  Wertbe  von  r 


(53) 

. (54). 


/i  =a cos o + arccos (a-fmqp)  . : . . 
o o «■  m 

/■je  = asina  + armsin(u+  mq>)  ... 

0 0”*  m 

Hierdurch  ist  eine  Kurve  dargestellt,  welche  sich  in** 
einanderf a llenden  Kreisen  von  demselben  Radial' 

um  den  Punkt  A herumschlingt.  Die  wahre  Gestalt 
Kurve,  unter  strenger  Berücksichtigung  der  vernachlässigten  wj 
der,  wird  eine  geschlossene  Spirale  von  m Windungen  sein,  «dB 
sich  nur  unendlich  wenig  von  der  Kreisform  entfernen.  InneHuf 
aller  dieser  Windungen  ^iegt  der  Punkt  A,  und  da  der  Radius 
ser  Windungen  selbst  unendlich  klein  ist;  so  liegt  der  Null 
punkt  O nothwendig  ausserhalb  dieser  ganzen  Kutrl 

Denkt  man  sich  jetzt  r unendlich  gross;  so  verschwind^ 
alle  Glieder  gegen  das  höchste  xn  und  man  hat: 

/,  = r"  cos  (n? ) /i,  =r"  sin  ( n<p ). 

Hierdurch  ist  wiederum  eine  Spirale  dargestellt,  wel 
sich  nun  aber  in  n der  Kreis  form  unendlich  nahe  kn 
inenden  Windungen  um  den  Punkt  A herumschli»! 
Da  der  Radius  r"  für  diese  Kreisform  unendlich  gross  ist' 
muss  der  Nullpunkt  O innerhalb  aller  jener  n 
düngen  liegen. 

Bei  dem  Uebergange  der  ersteren  unendlich  kleinen  kr«, 
migen  Spirale  von  m Windungen , welche  den  Nullpunkt  0 
scnliesst,  in  die  letztere  unendlich  grosse  kreisförmige  Spin* 
von  n Windungen,  welche  den  Nullpunkt  einschliesst,  mass  n® 


W 
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dieser  Punkt  im  Ganzen  n Mal  und  auch  nicht  mehr  Mal  von  der 
Kurve  getroffen  werden,  was  den  n Wurzeln  der  gegebe- 
nen Gleichung  entspricht. 

Um  dies  nachzuweisen , kann  man  einen  dem  früheren  ganz 
ähnlichen  Gang  einschlugen.  Hierbei  zeigt  sich  sofort,  dass  auch 
hier  keine  benachbarte  Kurve  für  r f er  weder  mit  der  vorher- 
gehenden für  r einen  korrespondirenden  Punkt  gemein  haben,  noch 
sich  an  irgend  einer  Stelle  in  der  direkten  Richtung  ihres  da- 
selbst liegenden  Elementes  fortbewegen  kann,  dass  sich  also  die 
erstgenannte  Spirale  in  stets  übereinander  her  laufenden  Zügen 
erweitern  muss.  Hierbei  können  übrigens  Spitzen-  und  SchTin- 
genbildungen  Vorkommen.  Diese  stehen  in  ganz  ähnlichen  Be- 
ziehungen zu  den  unmittelbar  vorangehenden  und  nachfolgenden 
Kurven  wie  die  früher  betrachteten  Spitzen  und  Schlingen.  Die 
Untersuchung  hierüber  wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  man  auf 
Grund  der  beiden  Gleichungen  (12)  und  (13)  in  Erwägung  zieht, 
dass  jede  neue  Kurve,  wie  etwa  ...  Dl  M,  A,  l\  Ey ...  in  Taf.  XII. 
Fit  fit.  oder  Fig.  20.  auf  allen  früher  betrachteten  Kurven,  wie  Al\, 
.lC^,  ACi  in  den  Punkten  Mx,  A,,  I\,  welchen  Ein  und  derselbe 
Werth  von  r angehört,  normal  steht.  Hierbei  ist  die  direkte 
Richtung  des  von  auslaufenden  Elementes  d/,  Nt  der  neuen 
Kurve  gegen  die  direkte  Richtung  des  korrespondirenden  Elemen- 
tes der  Kurve  A d/,  Ct  stets  so,  dass  das  letztere  Element  um 
eiaen  rechten  Winkel  nach  der  Seite  der  positiven  Roti- 
rung  um  den  Punkt  d/,  gedreht  erscheint.  Einer  Spitze  der 
Kurve  A(\  liegt  stets  eine  Spitze  der  Kurve  direkt  gegen- 

über, wobei  die  eigentlichen  Spitzenpunkte  von  beiden  genau  in- 
eioanderfallen.  Wie  sich  früher  Spitzen  nur  aus  den  links  herum 
schwenkenden  Krümmungen  der  kurve  ACt  unmittelbar  erzeu- 
ge« konnten;  so  können  jetzt  nur  rechts  herum  laufende  Krüm- 
mungen der  Kurve  E,  l)t  unmittelbar  in  Spitzen  übergehen.  Bei 
den  hieraus  entstehenden  Spitzen  hat  man  den  wiederkehrenden 
Schenkel  stets  zur  Rechten,  wenn  man  die  neuen  Kurven 
ö,  £,,/>, /2a...  stets  von  Ein  und  derselben  früheren  Kurve,  z.  B. 
ron  AC\,  also  vom  Punkte  d/[  her  in  Richtung  ihrer  positiven 
Entstehung  durchläuft.  Jetzt  geht  jeder  Spitze  eine  sich 

eng  zusammenziehende  Krümmung  Ul  Et  voran,  und  es  folgt  eine 
Schlinge  l)3  nach,  und  es  findet  nie  eine  umgekehrte  Erschei- 
nung statt.  Eine  solche  Schlinge  erweitert  sich  nun  bei  der  Be- 
wegung der  Kurve,  also  für  immer  grösser  werdende  r,  mehr  und 
mehr,  ohne  an  irgend  einer  Stelle  eine  rückgängige  Bewegung 
anzunehmen,  und  muss  zuletzt  den  Ausgangspunkt  A aller  Kur- 
ven mit  umschlingen  (Taf.  XII.  Fig.  21).  Nachdem  dies  geschehen, 
bat  die  Kurve  eine  ganze  Windung  um  den  Punkt  A mehr 
bekommen.  Das  Verschwinden  einer  Schlinge  oder  ganzen 
Windung  bei  positiver  Fortbewegung  der  neuen  Kurve  liegt  nach 
den  obigen  Gesetzen  in  der  Unmöglichkeit.  Die  Zahl  derselben 
bann  sich  also  nicht  vermindern,  sondern  nur  vermehren,  bis  diese 
Anzahl  geworden  ist,  welche  den  unendlich  «rossen  Werthen 
von  t angehört.  Da  eine  jede  dieser  zusammenhängenden  Schlin- 
sen  oder  Wendungen  sich  zuletzt  über  jede  Gränze  hinaus  erwei- 
tern muss  und  hierbei  niemals  rückwärts  schreiten  kann;  so  folgt, 
dass  von  jeder  der  schliesslich  entstehenden  n Windungen  eine 
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jede  den  Nullpunkt,  aber  auch  nur  cm  einziges  Mai  trefeo  muss. 
Hierdurch  sind  die  n Wurzeln  der  Gleichung  Tom  nten  Grade 

nacbgewiesen. 

Das  Zusammen  lallen  eine«  Punktes  der  Kurve,  worin  sieb 
zwei  Windungen  kreuzen,  entspricht  dem  Falle,  dass  zwei  Wur- 
zeln vorhanden  sind,  welche  bei  verschiedenen  Wertheu  von  <p 
dieselbe  Quantität  r besitzen.  Fällt  ein  Spitzenpunkt  der  neuen 
Kurve,  welcher  zugleich  ein  Spitzeopunkt  der  Irübereu  Kurve 
ist,  auf  den  Nullpunkt;  so  gibt  es,  insofern  diese  Spitze  nur 
Kine  auf  null  redu/irte  Schlinge  vertritt,  zwei  vollkomnien  gleiche 
Wurzeln. 

Wenn  das  bekannte  Glied  A der  gegebenen  Gleichung  gleich 

null,  also  eine  Gleichung  wie  (52)  gegeben  ist;  so  springt  aus  dem 
mit  dem  Nullpunkte  zusammenfallenden  Punkte  A sofort  lur  die 
kleinsten  r eine  Spirale  mit  m Windnngen  hervor.  Dieser  Punkt 
ist  daher  als  die  Reduktion  von  m solchen  Windungen  anzusehea. 
Es  gibt  also  dann  m Wurzeln  gleich  null.  Die  früher  er- 
wähnte Unbestimmtheit  für  diesen  Fall,  welche  darin  beruht,  dar» 
mau  nun  den  Winkel  a des  bekannten  Gliedes  willkührlich  au- 

O 

nehmen  kaun , was  eigentlich  m Svsteroe  von  unendlich  vielen 
Wurzeln  von  der  Quantität  null  herbeifiihren  müsste,  spricht  sich 
jetzt  darin  aus,  dass  sofort  in  ganze  Kreisumfänge  aus  den 
Nullpunkte  hervorgehen  , und  derselbe  daher  wie  das  uifacbe  von 
unendlich  vielen  Kurvenpunkten  zu  betrachten  ist. 

.Man  Gndet  leicht,  dass  sich  die  Spiralkurve  niemals  wie  die 
früher  betrachtete  Kurve  in  einer  geradeu  Linie  ausstrecken  kaun, 
indem  der  WTerth  der  goiiioiuetrischcn  Tangente  des  Neigungs- 
winkels ß'  der  Bcriihrungslinie  an  der  neuen  Kurve,  nämlich 


mit  Bezugnahme  auf  die  Gl.  (36)  wohl  für  die  Veränderliche  r. 
nicht  aber  lür  die  Veränderliche  <p  einen  konstanten  Werth  an- 
nehmen  hann.  Da  man  es  also  jetzt  immer  mit  wahrhaften  Kur- 
ven zu  thun  hat;  so  sind  derartige  Erläuterungen,  wie  sie  früh« 
bei  den  Fällen  der  geradlinigen  Kurven  nothwendig  erschienen- 
hier  ganz  überflüssig.  Es  werden  sich  demnach  mittelst  der  Sf>i- 
ralkurven  auch  alle  reellen  Wurzeln  d er  Gleich u ng  mit 
reellen  Koeffizienten  auf  eine  ganz  unzweideutige  \Yei--r 
darstellen. 

Dagegen  ist  es  jetzt  möglich , dass  die  Spiralkurve  in  md 
reren  auleinandcrfallcn  den  Kreislinien  zusammenläuft 
Wenn  der  vom  Nullpunkte  O nach  dem  Mittelpunkte  dieser 

Kreislinie  führende  Strahl  durch  ce  = ccosy-J-csiny.  V — 1,  als“ 

die  rechtwinkligen  Koordinaten  des  letzteren  Mittelpunktes  re»j>- 
durcli  ccosy  und  csiny  dargestellt  werden;  so  würde  der  Radius 
H des  fraglichen  Kreises 


3/.  3/i 

taug  ß‘  — -C?  = — 4^r  = cotang  ß (55) 

dr 
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Ä=  V(/j  — rcosy)*  -f(/2 — csiny)*  ....  (56) 

sein,  und  nenn  der  erwähnte  Fall  Oberhaupt  eintreten  sollte, 
müsste 


(fi  — c cos  y)2  + (/a  - c siny)a 

ein  Ausdruck  sein,  welcher  fähig  wäre,  fflr  einen  gewissen  Werth 
von  r einen  von  9 ganz  unabhängigen  Werth  anzunehmen. 
Entwickelt  man  nach  geschehener  Substitution  der  Funktionen  für 
/j  und  fa  aus  Gl.  (3)  den  vorstehenden  Ausdruck  und  ordnet  den- 
selben gehörig  nach  der  Grösse  9;  so  findet  man  leicht,  dass 

c=a,  y—a,  a — 0,  a—0,  a=0, <1  —0  ....  (57) 

o 01  2 3 n— 1 

die  notbwendigeu  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  des  vorstehen- 
den Falles  sind. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  jeder  binomischen  Gleichung 
.t+**=0,  oder  ae°’ ~l  + r"c"v^— *= 0,  also  auch  bei  jeder 

O 

Ueichung  ersten  Grades,  aber  auch  nur  bei  einer  solchen  Glei 
cluing.  die  in  Rede  stehende  Kurve  einen  Spiralkreis  um  den 
Punkt  A als  Mittelpunkt  bildet.  Dieselbe  geht  sofort  als  ein  » 
t'acher  Kreis  aus  dem  Punkte  A hervor,  und  bleibt  stets  ein  solcher 
Kreis  vom  Halbmesser  R—r".  Die  früher  betrachteten  Kurven 
werden  für  diesen  Fall  bekanntlich  zu  lauter  geraden  Linien, 
welche  von  dem  Mittelpunkte  A jenes  Kreises  auslaufen. 
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*r-  -Uli-  rtm  ttWiKT- 

I-.I.  (fc  ,U>  «in.  j\t«. 

it(l  <3i,i*  viirtinu  im 


XX. 


Iltol 

•llt  i 

■l—i  itll 

i mm)  .! 


in»  A 
inl.l 


Vtcstimmung  des  Integra I» 


/ 


l(dx)i 

\T x 


Von  dein 

Herrn  Hnfrath  Oettingcr 

zu  Freiburg  i,  R. 


Bekanntlich  ist  ein  Integral  mit  positivem  Exponenten  gleiri 
einem  Differenziale  mit  demselben  negativen  Exponenten  und  um- 
gekehrt, oder 

!)  = ^S^fx' 

2>  m-f  Vxs^)-. 

Hieraus  hat  man  folgende  Beziehungen: 

„ S5®. 

4>  /X£r-)(fc)' = <£r-  ( ■ 

Die  Darstellungen  3)  und  4)  dienen  zur  Werthbestimmiing  de* 
oben  vorpelegten  Integrals  und  zwar  dadurch,  dass  man  es  auf  ein  In- 
tegral mit  ganzem  Exnonenten  (hier  die  gewöhnliche  Integral!»:®* 
zurückführt.  Man  erhält  sofort  folgende  zwei  Uebergangsformen: 
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linden  Werth  von5)  zu  bestimmen,  hatmanfolgende  Darstellun- 
fiir  Differenziale  mit  gebrochenen  Exponenten  nüthig,  deren 
«iekelung  keiner  weitern  Schwierigkeit  unterliegt: 


?_E 

m q 


<a «)* 


r _ n 
o x 


k- 


2 ?+?-lll 


(3x) 


-—111  E+? 


In  diesen  Darstellungen  ist  neben  der  Kr  a m p’schen  Bezeichnung 
Fakultäten  l*l,=l,2.3„Hz  auch  die  von  Legendre  FIx-Fi) 
x aufgefübrt,  weil  diese  in  Deutschland  mehr  gekannt 
MJ"  scheint,  als  die  Kramp’sche;  obgleich  die  Legen- 
. ? der?  Begriff  von  Fakultät  in  keiner  Weise  entspricht 
‘«eh  auch  zur  weitern  Benutzung  in  der  Theorie  der  Fakul- 
unbrauchbar  zeigt. 

Behandelt  man  nun  die  erste  F’orra  in  ö)  nach  7),  so  wird 


<Hx-i  (— )i  V — i V — ) 

(0X)I  “ lä-lhr  ~ 7Ü5*  = S/'n.x ’ 


l-i"  = r(i)=  V»  ist. 

Durch  Einführung  dieses  VVerthes  in  5)  entsteht 

/**(§£) l pdx 

J >fx=  >r*J—=  ynisx- 

Aus  der  zweiten  Form  in  5)  hat  man  nach  den  bekannten  Hegeln  : 


''ird  dieser  Werth  in  die  zweite  Form  von  6)  eingefuhrt  und 
“ tonn  die  Gleichung  ti)  angewendet,  se  entsteht 

T|ieil  XV. 
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9) 


/ 


'Vs  -2-{f$=i2Avi 


g-rg+i)  _.r 


weil  lll*=i  V 7T=r(i+i)  ist. 

Hiernach  hat  man,  wie  aus  8)  und  9)  hervorgeht,  durch  ve 
dene  Behandlung  des  Integrals 

/\(dx)l 

J VÜ  . 


zwei  unter  sich  vergchiedeoe  Wertbe  für  dasselbe,  einen  in 
ren  in  Verbindung  mit  Logarithmen  und  einen  reellen. 


Diese  verschiedene  Werthbestimmnng  beruht  nach  d« 
liegenden  darauf,  dass  man  nach  5)  zuerst  differemit 
dann  integrirt  und  andererseits  zuerst  i n tegrirt  und 
differen zirt,  also  auf  einer  verhinderten  Ordnung  und  i 
rung  der  vorgeschriebenen  Geschäfte. 


Setzt  man  nun  die  hier  begonnene  Kehandlungsweise  ( 
erhält  man  folgende  Integrale  mit  gebrochenen  Exponenten 


/ 


io,  , 

,0)  J 

y»}(a*)» 

f 


V* 


V — 1 fx*\%x  3x\ 
~ T )’ 


j(0£)l V — 1 /x3ißX  llX*\ 

Vx  i 5 36/ 


2 r±J  ?rf  I 

2 <8j)  2 
V5 


V — \f  .Trlg.r 


V~  71 


( *rlg-J* 
\t.2.3...r~ 


C(i,2,3,...r)r-W 
i.2*.3»...r*  ) 


Aus  9)  aber  erhält  man: 


H) 


(8j)l  »/— 


/ 


J Vx~  1:2.3  ’ 
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feile  Darstellungen  (10)  und  (11)  sind  besondere  Fälle  von 
«den  allgemeinem: 


i-? 

( — ) 9 / jr^lga; 

?-m  Vt.2,3^r 

p 


1.2.3...  r' 


i.2*3»....r*  )’ 


iwvillelhat  das  lntegraiy^^— 2r  i m J o u r n.  d.  I’  e c o 1 e p o I y t.  T. 

L Cah.  21.  Pg.  101  und  162  behandelt  gnd  nur  die  Gleichung 
Bd  den  ersten  Ausdruck  von  10)  gefunden.  I)icss  kommt  da- 
dassernur  nach  ei  ner  Ansicht  die  vorstehende  Aufgabe  unter- 
hat,  und  zwar  dadurch,  dass  er  zuerst  differenzirt  und  dann 
pirt.  Die  Möglichkeit  der  zweiten  Behandlungswei.se  scheint 
“"sehen  zu  haben.  Das  allgemeine  Gesetz,  das  hier  in  10) 

1 12)  angegeben  ist,  hat  er  nicht  entwickelt,  denn  er  blieb  hei 
iwti  ersten  Integralausdrticken  stehen.  Die  Ausdrücke  II), 

• und  13)  finden  sich  in  dem  angeführten  Werke  aus  dem  an- 
tjteo  Grunde  nicht  vor. 

Sind  nun  die  hier  gefundenen  Resultate,  wie  nicht  zu  bezwei- 
ist  und  wie  sich  noch  auf  andere  Weise  darthun  lässt,  rich- 
"erden  die  in  3)  und  4)  aufgestellten  Gesetze  nicht  ohne 
Beschränkung  hinzunehmen  sein,  denn  es  kann,  wie  hier  vor- 
t,  der  Fall  eiritreten,  dass  die  An«  endung  des  in  ihnen  liegenden 
*bes  auf  verschiedene  Resultate  führt.  Hiedurch  wird  lolgen- 
gerechtfertigt  sein. 

Die  Ordnung  im  Differenziren  und  Integriren  ist  nicht 
*r  gleichgültig.  Sie  kann  auf  verschiedene  Resultate  führen. 
m ■!)  und  4)  liegenden  Gesetze  sind  daher  mit  Vorsicht  zu 
rauchen . 

Die  Angabe  der  Zahlenwerthe  des  Ausdrucks 
C(l,  2,  3....r)c-*  = ^r 

I«  Gleichung  13)  und  der  Fakultät  lrl*  verursacht  hei  etwas 
*n>  Zahlen  viele  Mühe.  Wir  gehen  hierüber  folgende  Zusam 
Stellung: 

ü»- 
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Ax  = 1 

1*)»  =1 

=3 

1*.*  =2 

zl3  =11 

1*‘  =6 

At  =30 

l*i*  =24 

A„  =274 

l*i»  =120 

At  =1764 

1<H»  =720 

AT  =13068 

1*1*  =5040 

Aa  = 109584 

1»*  =40320 

4,  =1026576 

l«i»  =30-2880 

40=  10628640 

1 >«11=3628800 

A, , = 12064.3840 

1 »i  > = 39916800 

Alt  = 148644-2880 

li*fi=47900t600 

Alt=  19802759040 

11*11=6227020800 

zl, 4 =283465647360 

I“.i=871178-291200 

Ala-  4339163001600 

li*H=1307674368000 

Alt— 70734282393600 

11*11=20922789888000 

7 =1223405590579200 

l m 1=355687428096000 

AIS  = 2237698805S521600 

li»ii  =6402373705728000 

,4,9=431565146817638400 

l”|i  = 121645100408832000 

^*,=8752948036761600000, 

l“i  ■ • = 2432902008176640000. 

Diese  Zablenwertbe  wurden  auf  zwei  verschiedene  Weis« 
berechnet  and  richtig  befunden. 
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XJO, 

Beiträge  zur  Theorie  der  quadrati- 
schen Formen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  F.  Arndt, 

Lehrer  am  Gjmimnium  zu  Stralsund. 


Die  in  meiner  Abhandlung  „Beitrag  zur  Theorie  der 
quadratischen  Formen“  (Grunert  Archiv  Xlll.  pag.  105  ff.) 
Mtivickelten  Resultate  führen  zunächst  zur  Auflösung  dreier  Haupt- 
probleme über  die  Transformabilitfit  der  quadratischen  Formen, 
"‘‘lohe  in  den  Disquisitionihus  Arithmeticis  nicht  zur  Sprache  ge- 
bracht werden. 

Erste  Aufgabe.  Sämmtliche  Klassen  der  quadrati- 
schen Formen  von  bestimmter  Determinante  zu  fin- 
den, welche  in  das  Produkt  zweier  gegebenen  Formen 
transform abel  sind. 

Auflösung.  Man  bezeichne  die  gegebenen  Formen  durch 
f = (n,ö,c) , f = (a',b',cr) ; 

ihre  Determinanten  durch  das  grösste  gemeinschaftliche 

Maass  von  a,  26,  c sei  m,  und  eine  ähnliche  Bedeutung  habe  m‘ 
in  Bezug  auf  die  Form  f : endlich  sei  l)‘  die  Determinante  der 
gesuchten  Formen,  und  D das  grösste  gemeinschaftliche  Maass 
»on  dm‘m‘,  d'mm.  Soll  nun  die  Aufgabe  nicht  unmöglich  sein, 
so  muss  D durch  D'  t heilbar,  und  der  Quotient  ein  Quadrat  sein, 
«■essbalb  wir  D—Dfkk  setzen,  wo  k eine  positive  ganze  Zahl 
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bedeutet;  dies  vorausgesetzt,  muss  jede  in  das  Produkt  ff  trän« 
formabele  Form  jede  beliebige  aus  f,  f auf  dieselbe  Weise  za 
sammeneesetzte  Form  eigentlich  einsehliessen , und  umgekehrt 


(Disq.  Ärithm.  Art  239,  238.),  und  daraus  ergiebt  sieb  folgende 
Lösung  unserer  Aufgabe. 


Man  suche  eine  beliebige  aus  f , f in  Bezug  auf  beide  For- 
men direct  zusammengesetzte  Form  F,  «eiche  die  Determinante 
D=D“kk  haben  wird,  und  bestimme  die^Klassen  aller  Formen  F 
von  der  Determinante  D“,  welche  F eigentlich  einsehliessen ; di« 
Aufgabe  wird  hiermit  vollständig  gelöst  sein,  wenn  f,  f io  de: 
Transformation  aus  F in  ff  beide  direct  genommen  werden  sol- 
len. Will  man  beide  invers  nehmen,  so  legt  man  eine  aus  ff 
auf  eben  diese  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde,  und 
auf  ähnliche  Art  wird  man  sich  verhalten,  wenn  eine  der  Formen 
f,  f direct,  die  andere  invers  genommen  werden  soll. 


Was  aber  die  Aufgabe  betrifft:  „die  Klassen  aller  Formen 
von  der  Determinante  lF  zu  finden,  welche  die  gegebene  Fon» 
F=z(A,B,C)  von  der  Determinante  Wkk  eigentlich  einsehliessen  ', 
so  habe  ich  deren  Lösung  in  der  am  Eingänge  erwähnten  Abhand- 
lung gegeben.  Man  findet  zunächst  eine  endliche  Menge  von  For- 
men (A'.B'.O,  welcher  alle  die  Form  F eigentlich  einsehliesscr,- 
den  Formen  eigentlich  äquivalent  sein  müssen,  und  es  bleibt  dann 
bloss  noch  übrig,  dieselben  in  Klassen  zu  bringen.  Die  Berech- 
nung von  A‘,  Zf,  C wird  nach  folgenden  Formeln  geführt: 


(moA.A1),  0= 


BB—ry 


wo  k=lu,  t jedweden  positiven  Theiler  von  k bedeutet;  desst-s 
Quadrat  A misst,  der  folglich  wegen  der  Gleichung  BB—JC 
= D'kk  in  B aufgeht;  wobei  zu  bemerken , dass  diejenigen  Zer- 
legungen von  k in  tu  zu  verwerfen  sind,  für  welche  B',  C krwe 
ganzen  Zahlen  werden. 


Beispiel. 

/*—  (9 , 3,  29),  f = ( 8,  2,  32),  d=d'=-  232,  £>=-252. 

//  = — 7 misst  D,  der  Quotient  ein  Quadrat,  nämlicb  36,  ab* 
k = 6.  Man  Gndet  F=  (4,2,64) ; für  1=1,  n=6  wird 


A'  = 4,  CB'~ 2 (mod.  4),  B'= 1,  3;  C= 2,  4 resp.j 
für  <— 2,  k= 3 wird 

A'=l,  m=\  (mod.  1),  B‘- 0,  C = 7 
also  erhält  man  die  drei  Formen 

(4,1,2);  (4,3,4);  (1,0,7); 

welche  aber  nur  zwei  Klassen  bilden,  deren  Repräsentanten  (1,0,.,' 
(2,1,4)  sind. 
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Zweite  Aufgabe.  Zu  beurtheilen , ob  eine  gegebene 
Form  P in  das  Produkt  zweier  ebenfalls  gegebener 
Formen  f,  f transformabe  1 ist. 

Auflösung.  Man  bestimme  eine  beliebige  aus  f,f  direct 
zusammengesetzte  Form  F,  so  z.  B. , dass  beide  Formen  direct 
in  die  Composition  eingehen,  und  untersuche,  ob  F unter  F‘ 
eigentlich  enthalten  ist;  jenacbdem  dies  der  Fall  ist,  oder  nicht, 
mrd  P in  ff  transformabel , oder  nicht  transformabe!  sein,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  f . f beide  direct  in  dieser  Transforma- 
tion zu  nehmen  sind.  Um  zu  finden , ob  F‘  auf  eine  andere  Weise 
in  ff  transformabel  ist,  wird  man  wieder  eine  aus  beiden  Formen 
aal  dieselbe  Weise  zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  legen. 

Dritte  Aufgabe.  Die  Form  F'  ist  in  das  Produkt  ff 
auf  bekannte  Weise  transformabel;  man  sucht  särnmt- 
liebe  darauf  Bezug  habende  Transformationen  aus  F' 
in  ff. 

Auflösung.  Man  suche  eine  beliebige  Form  F,  welche  aus 
f,  f eben  so  zusammengesetzt  ist,  wie  F'  in  ff  transformabel, 
uod  wird  dabei  zugleich  eine  Transformation  aus  F in  ff  kennen 
lernen,  welche  durch  p,  p',  p",  p'" ; q,  ff,  a" , f/"'  bezeichnet  wer- 
den mag  (8.  m.  Abh.  Memoire  sur  la  tneorie  des  formes 
<j u adr a t i q n es,  Archiv  XIII.).  Bestimmt  man  nun  alle  eigent- 
licben  Transformationen  aus  P in  F,  deren  luhegriff  durch  cc,  ß, 
r,  i bezeichnet  werde  (Archiv  XIII.  pag.  105  ff.),  und  maent 

P =“P  + ßq,  p'  = ap'+ßq',  V"=ap"+ßrf‘,  p m =ap‘" -\-ßgm  \ 

q=jp  -f  Sr/,  q'=yp'+d<f,  c\"~yp"+öq",  q"'=y//"  f <V"; 

so  wird  p,  p',  p",  p";  q,  q',  q",  q'"  der  Inbegriff  aller  der  Trans- 
formationen aus  F‘  in  ff  sein,  für  welche  f.  f auf  die  bekannte 
Art  genumnien  werden. 

Der  Beweis  für  dieses  Verfahren  folgt  aus  den  im  Art.  239. 
der  Disq.  Arithm.  angestellten  Betrachtungen,  die  hier  nicht  wie- 
derholt werden  sollen. 

Die  folgenden  Untersuchungen  beziehen  sich  auf  die  Zerlegung 
einet  quadratischen  Form  F in  zwei  andere  f,  f,  deren  eine  ge- 
sehen ist,  während  die  andere  gesucht  wird,  wobei  alle  drei  For- 
men dieselbe  Determinante  haben. 

1.  Le hrsatt.  Wenn  die  drei  Formen  F,  /,  f die 
selhe  Determinante  D haben,  und  Fin  das  Produkt 
ff  durch  die  Substitution  p,  p\  p" , p'";  q , rf,  g",  q"' 
transformabel  ist,  so  wird  f in  das  Produkt  aus  F und 
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4**  KMg  egengesetzten  von  f durch  die  Substitution 
#*•  9*>  — P»  n<  ~P’  — q">  P"  transiormabel  sein.*) 

Beweis.  Es  sei 

F=(A,B,0>  f'=(a,b,c),  f = (tr* ,b',c‘) . 

Da  F in  ff  transfonuabcl  ist,  und  alle  drei  Formen  dieselbe  De 
terminante  haben,  so  existiren  die  folgenden  neun  Gleichungen. 
(Üisq.  Arithm.  Art.  235.): 

pq'—qp'—a,  pq“—qp"  — a‘,  pqm-qp'"=h'+b,  p' q" —q‘ p" =b-b, 
p‘qm-q'p'"=C,  p"  qm—q"pn,=c ; q'q"-qq’"=A. 

V<T + qpm—p' q“~q'p"  = ^B,  p'p"~ppm=C. 

Nun  folgt  aus  diesen  Gleichungen  : 

q'p-qp'—m,  q'q“—qq"'  — A,  — q'p"  + qp'"  = B—b , —p'q"\pq’ 
-B  + b,  p>p"-pp?=C,  qmp"-q"p"'=e-,  pq'-qp'  =<t, 

- q'p' ' - qp"1  +p'q"  +pq'" = w,  pV  " -qy"  =c ; 

lolglich  ist  ( a ',  b‘,  c')  in  das  Produkt  der  Formen  ( A,B,C ),  (fl, 
— b,  c ) mittelst  der  im  Lehrsatz  gesagten  Substitution  transfor- 
mabel  (Disq.  Arithm.  art.  235.). 

Umgekehrt,  wenn  (a',  6',  &)  in  (A,B,C)X(a,  —b.c)  transfor- 
mabel  ist,  so  wird  (A,  B,  C)  in  (a,h,c)X(a',b',&)  transfonuaW 
•ein. 

2.  Es  seien 

F=(A,ß,C),  /=(<., 6,c),  f=y,b',c') 

drei  Formen  von  derselben  Determinante  D,  M das  grösste  p 
meinschal  fliehe  Maass  zwischen  A , 2/i , C und  m,  m'  haben  ein« 
ähnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die  Formen  f,  f.  5Venn  nuo 
F aus  f,  f zusammengesetzt  ist,  so  hat  man  bekanntlich 
ferner  wird  auch  M gegen  m'  prim  sein,  da  D,  die  Determinante 
der  zusammengesetzten  Form,  das  grösste  gemeinschaftliche 
Maass  zwischen  Dm'm! , Dinm  sein  muss.  — Sind  also  F,  f p 
gebenc  Formen  von  derselben  Determinante/),  und  man  will  eine 
Form  von  eben  dieser  Determinante  finden,  ans  dereu  Zusammen- 
setzung mit  f die  Form  F resultirt,  so  muss  M durch  in  (heil- 
bar, und  der  Quotient  gegen  m prim  sein.  Diese  Bemerkung 
rechtfertigt  die  Beschränkung,  welche  wir  in  der  nächsten  Auf- 
gabe machen  werden. 


*)  Da  wird  von  jetzt  au  nur  der  lliiiiplfull  betrachtet,  wo  bei  der 
Ziinaiiiiucuaetzung  oder  Truiiaforuiution  die  Können  direct  genoiumn 
werden. 
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3.  Aufgabe.  F—(A,B,C),  f—(a,b,c ) sind  zwei 
gegebene  Formen  von  derselben  Determinante 
D;  M , m die  grössten  gemeinschaftlichen  Maasse 

ton  A,  2 B,  C ; a,  26,  c resp.,  und  — ist  eine  ganze 

in 

Zahl,  prim  gegen  m;  man  sucht  die  Klassen  aller  For- 
men /'  der  nämlichen  Determinante  D,  aus  deren  Zu- 
sammensetzung mit  /‘die  Form  Fresultirt. 

Auflösung.  Man  bestimme  die  Klassen  aller  Formen 
P = (a\  6',  c')  von  der  Determinante  D,  welche  in  das  Produkt 
der  Formen  F,  (a.  — 6,  c)  transformabel  sind  (erste  Aufgabe), 
nod  behalte  nur  diejenigen  bei,  lur  welche  «',  26',  c'  das  grösste 

gemeinschaftliche  Maass  —=m‘  haben;  klassifizirt  man  die  letz- 
teren, so  wird  die  Aufgabe  gelöst  sein. 

Denn  da  f in  das  Produkt  Fx(a,  — 6,  c)  transformabel  ist, 
so  muss  V in  f X{«,  6,  e.)  —ff  transformabel  sein  (erster  Lehr- 
satz); nun  ist  aber,  da  m!  gegen  m prim,  die  Determinante  vou 
F,  nämlich  D,  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  Din'm', 
Dam,  folglich  F aus  f,  f zusammengesetzt.  — Umgekehrt,  wenn 
/*  mit  f zusammengesetzt  F hervorbringt,  so  muss  f in  F 
X(s,  — 6,  c)  transformabel,  und  das  gemeinschaftliche  Maass 

von  a‘,  26',  d nothwendig  gleich  — sein;  folglich  giebt  es  keine 

Klassen  von  Formen  f,  welche  durch  das  gelehrte  Verfahren 
oicbt  gefunden  würden. 

In  Bezug  auf  die  Anwendung  dieser  Regel  werden  noch  fol- 
gende Bemerkungen  von  Nutzen  sein. 

Um  die  Formen  f von  der  Determinante  D zu  finden,  welche 
in  Fx(o,  — 6,  c)  transformabel  sind,  hat  man  zunächst  F und 
(«,  — 6,  c ) zusammenzusetzen.  Die  resultirende  Form,  welche 
offenbar  die  Determinante  Dmm  haben  wird,  heisse  $=(%&,£). 
Hierauf  sind  die  die  Form  § eigentlich  einschliessenden  Formen 
von  der  Determinante  D zu  bestimmen.  Zu  dem  Ende  hat  man, 
* = tat  gesetzt, 

a'  — «6,;Sy(niod.  a'),  b‘b'—a'd—U . 

Was  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  3,  223 , C ist  bekannt- 
lich Mm  = nimm' , mithin  sind  2t,  223 , C sämmtlich  durch  mm 
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theilbar,  also  auch  — eine  ganze  Zahl*);  hieraus  ergiebt  sich, 

Ttl 

dass 


3 

Ü 


2> 

tu’ 


a 

tu’ 


z 

» 

ua 


mu 


ganze  Zahlen  sein  werden,  »eiche  Zerlegung  von  tu  in  lu  ange- 
wandt »erden  möge.  Nun  hat  man 


folglich 


*A*.' 


6'=—  ( mod.  — ), 
m ' u ' 


..  * . ^ 
6=m  + *•’ 


wo  für  9 die  Zahlen  U,  1,  2, tr— 1,  oder  überhaupt  alle  nach 

u incongruenten  Werthe  zu  nehmen  sind,  und  man  tindet 

, 29g  ££21 


folglich  sind  at , Iß',  & für  jedwede  Zerlegung  von  m gauze  Zah- 
len. Die  Berechnung  reducirt  sich  somit,  nachdem  die  Form 
^=r(21,Ä,C)  gefunden  worden,  auf  die  folgenden  Formeln: 


m=tu,  a=Tr  b ^ = ^+1^  + 


££*- 


mu 

67/  - D 


wobei  zu  bemerken,  dass  c'  auch  nach  der  Formel  c*  = 
gefunden  wird,  wenn  nur  a"  nicht  verschwindet. 

Unter  den  auf  diese  Weise  berechneten  Formen  (a't  b',  t'), 
deren  Menge  offenbar  der  Summe  aller  Theiler  von  m gleich- 
kommt,  sind  diejenigen  auszuwerfen,  für  welche  das  grösste  ge- 
meinschaftliche Maass  von  a' , ’2b‘,  cf  nicht  gleich  — ist,  um  die 
übrig  bleibenden  in  Klassen  zu  bringen. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass,  wenn  m = l,  d.  h.  /"eine  eigent- 
lich primitive  Form  ist,  die  Form  S die  Determinante  D erhält, 


iai  eine  ganze  Zahl,  folglich  — ebenfalls,  wenn  m ungerade; 

’ mm  0 ’ 0 rn 

2Ä  ^ Jgy 

wenn  aber  tu  gerade,  su  hat  man  — =; , mithin  — wiederum 

0 mm  1 m 

-mm 

eine  ganze  Zahl. 
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folglich  mit  f eigentlich  äquivalent  ist,  was  auf  folgenden  im  Art. 
34t*.  der  Disq.  Ärithm.  auf  anderem  Wege  gefundenen  Satz  führt: 
„Wenn  F,  / zwei  Formen  von  derselben  Determinante  sind,  de- 
ren letztere  eigentlich  primitiv,  so  giebt  es  immer  Formen  der 
nämlichen  Determinante,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  f die 
Form  F resultirt;  aber  sie  gehören  alle  in  eine  Klasse,  in  wel- 
cher sich  auch  die  aus  F und  der  Entgegengesetzten  von  f zu- 
sammengesetzte Form  befindet 

Beispiele. 

1)  F=(12,  6,  24),  f=(A,  ü,  84),  Z>=-252. 

Hier  ist  M—1‘2,  m=3,  also  m'=4.  Man  findet 
5= (36.  -54,  144), 


daraus 

(o,  b\  c0=(4,  —18,  144);  (36,  -18,  16);  (36,  —6,  8); 
(36,  6,  8). 

Für  alle  diese  Formen  ist  m'  = 4;  auch  gehören  sie  in  verschie 
dene  Klassen,  deren  Repräsentanten 

(4,  2,  64);  (8,  2,  32);  f8,  -2,  32);  (16,  2,  16) 


sind. 

2)  F=(20,  5,  -30),  f=(ß,  -1,  -104),  0=625. 
Hier  ist  M=z 10,  m=2,  also  m'= 5.  Man  findet 
5 = (120,  -70,  20), 


daraus 

(ff1,  b\  c')  = (30,  -35  , 20);  (120,  —35  , 5);  (120,  25,  0). 

Die  erste  und  dritte  dieser  Formen  sind  zu  verwerfen,  also  bleibt 
(120,  — 35,  5),  welche  mit  (5,  25,  0)  eigentlich  äquivalent  ist. 


4.  Lehrsatz.  Indem  die  in  der  vorigen  Aufgabe 
angegebenen  Bedingungen  beibehalten  werden,  so 
giebt  es  immer  mindestens  eine  Klasse  von  Formen, 
ans  deren  Zusammensetzung  mit  f die  Form  F her- 
vorgeht 


Beweis.  Wenn  die  Form  ^=(2(,  25,  <E)  nicht  schon  so 
beschaffen  ist,  dass  -jy— > relative  Primzahlen  sind,  so  be- 
haupte ich,  dass  man  immer  eiue  mit  5 eigentlich  äquivalente 
Form  finden  kann,  für  weiche  diese  Bedingung  Statt  hat.  Es 
(ind , um  dies  darzuthun,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
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[.  S sei  aus  einer  eigentlich  primitiven  Form  (3°,  £°,  £") 
abgeleitet.  In  diesem  Falle  ist 


S°2>°— a°<E° 


£>£> — 21<E_  Drnm  D 

~ {Mm)*  ~ ( Mm)*  ~ MM 


Durch  die  eigentlich  primitive  Form 

2i°xx  -|-  22S°.ry  + <E  °yy 

können  nun  unendlich  viele  Zahlen  dargestellt  werden,  welche 
gegen  jede  gegebene  Zahl  prim  sind  (Disq.  Arithm.  art.  2280, 
und  man  kann  annehmen,  dass  die  Werthe  von  x und  y,  mit 
Hülfe  deren  dies  geschieht,  relative  Primzahlen  sind*);  es  sei  also 


2l°aa  + 223°«-/  + <Z°yy  = A07 


. 2 Dm 

prim  gegen  -jjgjff  > 


a prim  gegen  y. 


durch  die  Substitution  a,  ß,  y,  6,  für  welche  ad  — ßy=z\,  wird 
man  (21°,  £>°.  <T°)  in  eine  eigentlich  äquivalente  Form  (2°',  V, 
<£“')  verwandeln,  und 

(Mm&°,  MmX°,  Mni<L°)—S,  (Mm*0',  MmZn\  dfm£0')=$' 
werden  ebenfalls  eigentlich  äquivalente  Formen  sein.  Jetzt  müssen 


MmW 

Mm 


=au/, 


2 MmXP 

M 


2mÄ0' 


relative  Primzahlen  sein.  Denn  hätten  sie  einen  Primfactor  ge- 
mein , so  würde  derselbe  in 

= -2jn(&0£>u— 3°<£°)  = 2m(2S0'2>°'  - 2°'<EI>') 


*)  Wäre 

a*««+2»°ar+co>7:=ao' 

prim  gegen  Hie  gegebene  Zahl  7. , »o  das«  a und  y das  gr.  gcm.  Maat« 
u bauen,  «n  würde,  <tz=./ia9  , y=py"  gesetzt, 

Tro« 

+ *Ä  Vf®  + <£<yy> 

2(o' 

— ebenfalls  prim  gegen  7. , a°  prim  gegen  y11  sein. 


Digitized  by  Google 


437 


aufgeben,  während  H0'  prim  'gegen  jfjyf  genommen  wurde.  Also 
ist  S’  eine  Form  von  der  verlangten  Eigenschaft. 

H.  S «ei  aus  einer  uneigentlich  primitiven  Form  (21°,  2>°,  <L°) 
abgeleitet.  In  diesem  Falle  ist 

2°  = r^-,  2,o=_*_  <L°=z~—, 

2 Mm  2 Mm  ^ Mm 

Durch  die  Form 

^ Wxx  + 2b°xy  + ^ <C°yy 

werden  Zahlen  dargestellt,  welche  gegen  prim  sind,  so 

dass  2=  a,  y—y  keinen  gemeinschaftlichen  Faktor  haben;  eine 

solche  Zahl  sei  ^-2°'.  Transformirt  man  nun  (2°,  23°,  C°) 

durch  die  Substitution  «,  ß , y , <5 , für  welche  ad — ßy=  1,  in  (2°', 
<B&,  C0'),  so  sind 


s und  (i  MmÜ»,  ^ MmW,  ^ MmZ») 


eigentlich  äquivalente  Formen,  und 


2ü/,n2«'  , Mm7b<v 

T^T"=22‘  ’ 

relative  Primzahlen,  da 

~ =m(2‘>Ä0-2<’€0)^m(2>0/Ä0'  - 2°'C0') 
ist.  Die  Form  von  der  geforderten  Eigenschaft  ist  also 

(*  MmTT,  [W  ',  id/m€»0. 


Da  nun  jede  mit  5 eigentlich  äquivalente  Form,  ebenso  wie 
5 selbst,  aus  f,  f zusammengesetzt  ist,  und  in  der  Aufgabe  3. 
jede  beliebige  aus  f,  f zusammengesetzte  Form  zu  Grunde  ge- 
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le«t  werden  durfte,  so  sei  $=(H,  £> , <E)  eine  Form  der  Art, 

3 2X> 

dass  keinen  Faktor  gemein  haben. 

Dies  vorausgesetzt,  wird  unter  den  in  3.  gefundenen  Formen 
immer  diejenige  mit  f zusammengesetzt  F geben , welche  durch 
die  besonderen  Wertbe  t—in,  tc=l,  p=0  bervorgebt,  nämlich 

die  Form  (— -»  — , £),  da  — , — » <E  das  grösste  ge- 
mm  m mm  in 

meinschaftliche  Maas«  m haben.*) 


Uebrigens  ist  zu  bemerken , dass  man  solche  VVerthe  von 
r = a,  y~y,  mit  deren  Hülfe  die  primitive  Form 

H"xx  -f  2JS>°xy  -f  <L°yy 

einen  Werth  erlangt,  welcher  gegen  eine  gegebene  Zahl,  oder 
deren  Hälfte  prim  ist,  nach  einer  bestimmten  Methode  finden 
kann,  worüber  art.  228.  der  Disq.  Arithm.  zu  vergleichen. 


Beispiel.  Ist 

F =(120,  -70,  20),  /•=( 6,  -1,  -104), 

wo  I)= 623,  M=IQ , m=2,  m'— 5,  so  findet  sich  $=(120,  — 70,  20) 
aus  der  uneigentlicb  primitiven  Form  (12,  — 7,  2)  abgeleitet;  und 
2| 

da  y den  Factor  2 gemein  haben,  so  ist  $ zu  Iransfor- 

miren.  Zu  dem  Ende  ist 


6oa  — 7uy  + yy=^H0' 

prim  gegen  50  zu  nehmen.  Dieser  Bedingung  genügen  et=6,  y= 5; 
ß,  6 kann  man  resp.  =1,1  setzen;  dadurch  kommt 

(21°',  Ä°',  <£°0  = (62,  5,  0),  5'= (620,  50  , 0); 

folglich  /*=  (155 , 25,  0),  wofür  man  die  Reducirte  (5,  25,  0)  an- 
wenden  kann. 


*)  E*  ist 

a _ j_  _2j 5 

nimm'  Um ’ min'  M ’ 

2j 

folglich  in * das  grösste  gemeinschaftlM'lie  Mnass  von  — — . ; und  da 

h nun  % m 

dasselbe  in  <£  aufgeht,  indem  <£  durch  iheiJbar  ist.  »•’ 

2| 

wird  cs  auch  das  «rr.  gern.  Maas«  von  , . <T  sein ; n.  e.  d. 

nun  m “ 
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5.  Wenn  man  die  Form  5 = (2I>  2,  <E)  so  wählt,  dass 

3J  22 

-jy-  keinen  Faktor  gemein  haben,  so  gewährt  dies  den 

Vortheil,  dass  man  die  Menge  aller  derjenigen  in  3.  aufgestellten 
Formen,  welche,  mit  f zusammengesetzt,  F geben,  a priori  be- 
stimmen kann.  Zur  Abkürzung  bezeichne  man  den  Complex  aller 
in  3.  aufgestellten  Formen  durch  i2,  den  Complex  derjenigen 
unter  ihnen,  aus  deren  Zusammensetzung  mit  f die  Form  F resul- 
tirt,  durch  <a 

Ist  f = (a‘,  b‘,  c')  eine  Form  aus  Sl,  so  hat  man 


a'  31 

“7=  -J.-HU, 

m Jam 


2Ä' ~~ 

m'  ~ M + Q Mm u ’ 


22 

A 

22. 


7“  Mm"  + MmQi  + MmU' 


und  eine  solche  Form  wird  in  n>  gehören,  sobald  diese  drei  Glie- 
der keinen  Faktor  gemein  haben. 

Diese  Bedingung  erfordert,  dass  u gegen  das  dritte  Glied 

prim  ist,  da  -y-  den  Faktor  u enthält.  — Umgekehrt,  wenn  u 

gegen  das  dritte  Glied  prim , so  haben  die  drei  Glieder  keinen 
gemeinschaftlichen  Faktor.  Denn  hätten  sie  einen  Primfaktor  n 

2^  ' 
gemein,  so  könnte  derselbe,  da  er  und  jy^  nicht  zugleich 

2J 

»essen  kann,  in  -y^  nicht  aufgehen,  müsste  u messen,  was  un- 

2| 

möglich.  Noch  wird  bemerkt,  dass  « keinen  Faktor  gemein 

haben,  indem  u ein  Theiler  von  jjj  ist. 

Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 


= *’  Wn=&’  M7n  = <L’ 


Mm 


und 


2t'ee  + 2'et+€'«  = z, 

so  ist,  damit  f in  den  Complex  eu  gehöre,  nothwendig  und  aus- 
reichend, dass  Z und  u.  oder,  was  hier  gleichviel  gilt,  2t'Z  und 
u , keinen  Faktor  gemein  haben. 

6.  Die  Aufgabe,  q der  vorhergehenden  Bedingung  gemäss 
zu  bestimmen,  lässt  sich  vereinfachen,  wenn  man  von  der  Gleichung 
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ausgeht , wo 


l r 4 dpi 

2t'Z=J-|_C2av+»'0,--Si-| 


^=»'2»'-42l'€' 


ist.  Dabei  sind  folgende  Falle  zu  unterscheiden. 

1)  Wenn  2b‘t  gerade  ist,  so  hat  man 

a'Z  = (j'#  + 

und  findet  die  sämmtlichen  Werthe  von  p unter  k , welche 
gegen  u machen,  nach  folgender  Regel,  deren  Grund  Icii 

hellt.  Man  bestimme  alle  Werthe  von  z zwischen  — k u 

1 Df1 

• + ^«,  fiir  welche  i* Pr'm  geg*n  u wird,  hierauf  für 

derselben  eine  entsprechende  Zahl  p mittelst  der  Congruen 

2t'p=i — ^ Ä'f  (mod.  «) 

zwischen  0 und  u — 1 incl.  Der  Werthe  von  p sind  also  el 
viele,  als  der  von  z. 

2)  Wenn  2b' t ungerade,  u ungerade,  so  suche  man 

1 . . 1 , „ 4 1)1? 

zwischen  — ^ u und  -fjj-u,  so  dass  JfT  Prlra  8* 

wird , und  bestimme  die  jedem  einzelnen  i entsprechende  1 
aus  der  Congruenz 

22l'p=i — 2b' t (mod.  w) 

zwischen  0 und  u — 1 incl.,  welche  Aufgabe  immer  roögfic 
bestimmt  ist.  Der  Werthe  von  p sind  wiederum  ebenso 
als  der  von  z. 

3)  Wenn  2b‘t  ungerade,  « gerade,  so  kann  Z für  I 
Werth  von  p prim  gegen  u werden,  sobald  -^  = 1 (mod.  c 

4 D 

dann  Z stets  den.  Faktor  2 enthalt.  — Ist  aber  ^ =5  (® 

in  welchem  Falle  Z für  jede®  p ungerade  wird  , so  bestimme 
k=2mu'  gesetzt,  wo  «'  ungerade,  zunächst  alle  z **• 

— «'  und  -f  u',  welche  z2 -ny  prim  gegen  u‘  machen; 

Werthe  seien  z‘,  t",  etc.,  ihre  Anzahl  {.  Sucht  man  bi 
den  jedesmaligen  Werth  von  j uuter  u,  welcher  je  eine* 
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Werthe  z",  i*  etc.  nach  4e*n  mod.  a'  und  je  einer  ungeraden 
Zahl  unter  2*  nach  dem  mod.  2p  congruent  ist,  so  hat  man  alle 

»unter  u,  für  welche  j^z* Üf*')  ®tu>z  unt^  Pr,m  g®geD  “ 

wird.  _ Die  Menge  derselben  ist  2“~  lf.  Endlich  wird  man  zu  jedem 
i zwei  Werthe  von  q unter  u mittelst  der  Congruenz 

22J'p=z — 2S't  (mod.  «) 

finden,  so  dass  also  die  Gesammtmenge  aller  Werthe  von  p in 
diesem  Falle  gleich  2p$  ist. 

7.  Die  drei  vorhergehenden  Fälle  führen  also  nur  auf  eine 
Aufgabe  zurück,  nämlich  alle  W'erthe  von  i zwischen  — ^ »und 

+ j«zn  finden,  für  welche  z* — L prim  gegen  «wird.*)  Die  Auf- 
lösung derselben  beruht  auf  dem  leicht  zu  beweisenden  Satze : 

„Ist  u das  Produkt  der  Zahlen  tr',  it",  u"  etc.,  welche  paar- 
weise prim  gegen  einander  sind ; bedeutet  dann  z'  jedweden  Werth 

van  : zwischen  — «'  und  für  welchen  t*—L  prim 

gegen  *'  wird , z®  jedweden  Werth  von  z zwischen  — ^ k"  und 

+ ^«'',  für  welchen  z* — L prim  gegen  m"  wird,  u.  s.  f.,  und 

nimmt  man  endlich  z zwischen  — r,»  und  -f^tt  so,  dass  es  den 
Zahlen  z',  z",  etc.  nach  den  Moduln  u',  u",  resj>.  congruent  wird, 
«o  ist  z der  Inbegriff  aller  Werthe  zwischen  — und  -f  j,u,  für 
welche  z* — L prim  gegen  u wird.“ 

Hieraus  folgt  ferner:  Ist  f die  Menge  der  f"  die  Menge 
der  z".  die  Menge  der  z'"  etc.,  so  wird  das  Produkt  f f'J"'  etc. 
die  Menge  der  z sein. 

Man  denke  sich  nun  statt  u‘,  u",  u'"  etc.  die  Potenzeo  der 
Primfaktoren,  in  welche  u aufgelöst  werden  kann;  es  sei  u'=p*. 
Ut  p=U,  so  kann  man,  damit  za— L prim  gegen  2n  werde,  für 
i our  gerade,  oder  nur  ungerade  Werthe  setzen,  je  nachdem  L 
resp.  ungerade  oder  gerade  ist,  ifoiglich  Ist  p ein 

ungerader  Primfaktor,  und  L ein  Nichtrest  desselben,  so  darf 
für  : jeder  beliebige  Werth  zwischen  den  obigen  Gränzen  gesetzt 
werden,  folglich  £—pn.  Ist  L durch  p theiloar,  so  müssen  alle 


Dt*  \Dt* 

•)  Im  erden  Falle  Id  in  den  beiden  andern  L — —^  , 

•ad  im  letzten  Falle  überdiee  »'  an  die  Stelle  reo  u aa  aetzea. 


Tbeil  XV. 
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* prim  gegen  p sein , folglich  r=PJ®~*  (/» — 1)-  endlich  I 

Rest  von  p ( durch  p nicht  theHbar) , so  hat  die  Congrtrent 

t*~L~ 0 (mod.  p)  zwei  Wurzeln  zwischen  — p und  + j p, 
also  2p*— * Wurzeln  zwischen  — und  d-g-p*.  folglich 


f = p"  2/>*- *=  p”~ 1 [p — 2) . 

* ■'  t j tll  • l.l  ' I • J | 

Hiermit  ist  die  Menge  aller  : zwischen  — g-u  und  -f  g- « , 

folglich  auch  die  Menge  aller  g zwischen  0 und  u — 1,  für  welche 
Z prim  gegen  n wird  , vollkommen  bestimmt. 

Beispiel.  Man  sucht  alle  p unter  110,  für  welche 

, r . 

/ ~ 1 1 pp  - 1 1 o f 9 

prim  gegen  60  wird.  Iller  ist 

l!Z=j-l(22e~-ll)»  + 2?5],  -275  =5  (mod.  8.); 

also  hat  mhnjleo  dritten  Fall  des.  vorigen  Paragraphen.  Die  Cen- 
gruenz  j®  + 275  =0  (mod.  3.)  hat  die  Wurzel  : = — I,  1 ; 275 
durch  5 theilhar,  folglich  0 (mod.  3.)  und  = — 2,  — 1,  +1, 
-f2  (mod.  5.)  und  =1,3  (mod.  4.);  mithin 

:=  + 3,  ±9,  ±-21.,  ±27?  ' ; 

22^  — 11=:  (mod.  00.)  gicht 

P = 2.  5,  11,  14,  17  , 20  , 26,  29  , 32  , 35  , 41,  44  , 47  , 50  , 56,  5ü. 

) , i 

8.  Es  sei  nun  m—pQ,  wo  P,  Q relative  Primzahlen  shi 
Wie  leicht  erheift.  findet  man  alle  Theiler  von  rn,  wenn  uiu 
jeden  Theiler  von  P mit  jedem  Theiler  von  Q als  Faktor  verbin- 
det. Die  Theiler  von  P seien  p,  p\  p"  etc.;  die  Theiler  von 
Q : ff  , q' . q"  etc.;  ferner  bezeichne  man  die  Mengen  der  Formen 
im  Complex  ro,  welche  den  Theilern  p,  q von  m entsprechen, 
resp.  durch  £,  q und  lasse  rj‘;  q"  etc.  eine  ähnliche  Be 
deutung  haben  in  Bezug  auf  p‘,  q' ; p",  q"  etc.  Die  Menge  aller 
Formen  aus  <a,  welche  durch  Anwendung  der  Theiler  <w , qp\ 
r/p"  etc-  entstehen,  ist  offenbar  »;(£4s'  1 1"  .);  eben  so  +£'+{''■•) 
die  Menge  aller  Formen  aus  a>,  welche  durch  Anwendung  der 
Theiler  q'p,  q‘p' , q'p"  etc.  hervorgehen  u.  s.  w.,  folglich  die 
Menge  der  sä  m in  1 1 ich  en  Formen  in  ro 

= (n + ®7‘  -h  <- ) <1 + «' 

Eine  ähnliche  Formel  erhält  man,  wenn  m aus  mehr,  als  zwei 
Faktoren,  besteht,  und  wir  gelangen  zu  dem  Satze: 

„Es  sei  m das  Produkt  beliebig  vieler  Faktoren  P,  Q,Rete., 
welche  paarweise  prim  gegen  einander  sind.  Bezeichnet  man  die 
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Mengen  der  Formell  uns  M,  welche  durch  Anwendung  der  sämmt- 
liehen  Tbeiler  von  P.  der  von  Q,  der  von  Rote,  resultiren,  resp. 
durch  S,  H , & elc.,  ilie  Menge  aller  Formen  in  ca  Oberhaupt 
durch  u,  so  ist  u = SHO  etc." 

.‘iT  1 - f.  j : . • 

9.  Man  denke  sich  jetzt  unter  P,  Q,  R ....  die  Potenzen  der 
Prlmfaktoren , In  welche  m aufgelilst  werden  kann,  so  dass  P=  2r 
<*=0  genetzt,  wenn  m Ungerade),  D=aa,  R= bi1,....,  und  unter- 
scheide folgende  Fälle.  “''••'■•v  ■■  • 

' i*i  . ..  • i • . i.  ■ ■!  *'t 1 , ,i« ' • r 

I,  F,j seien  beide  eigentlich  primitiven  Formen  derivirt,  in  welchem 
Falle  gjB'  ganze  Zahlen  sind;  di$  Formen  in  oi  sind 

ebenfalls  aus  eigentlichen  Formen  derivirt. 


II.  F sei  aus  einer  uneigentlicben,  f ans  einer  eigentlich 
Form  derivirt.  Dann  sind  die  Formen  in  co  aus  uneigentlicben  Fc 


D 4 D 


en 

For- 


men derivirt;  ferner  jpj  ganze  Zahlen,  die  letztere  congruent 

l(mod.  4),  JO  ungerade ; da  ferner  = ~ ) ’ 80  nln8S  ^ 

gerade,  also  m,  welches  prim  gegen  ^ ist,  nothwendig  unge- 
rade sei»,,.  x . . 

Ul.  Wenn  f aus  einer  nneigentliehen  Form  abgeleitet  ist,  so 
»ird  Dasselbe  für  F gelten,  weil,  wenn  ^ eine  ganze  Zahl  wäre 

es  ebenfalls  sein  müsste.  In  diesem  Falle  ist  33' 

ungerade,  m gerade,  folglich  m'  ungerade,  und  die  Formen  aus  m 
«ns  eigentlichen  Formen  abgeleitet. 

Um  nuutfzu  bestimmen,  seizuerst  wo  A<o  ;t=2rna-*W... 

DP  4 DP 

«ird  dtn  Faktor  a enthalten , folglich  , — ^a-  ebenfalls  ; in 

den  Fällen  I.  und  111.  ist  J&'t  gerade,  in  II.  ungerade,  u unge- 
rade; daher  die  Menge  der  dem  Theiler  entsprechenden  For- 

mei, ~a^_1  (0 — 1)  (7.)  — Ist  m=ö“.  so  enthält  t den  Faktor  a 
DP  4 D /f\* 

nicht,  im  Falle  III.  **  Jjp~  ’ \$)  Dest,  oder  [Sichtrest,  oder 
4D 

Vielfaches  von  (t  mit  ^.2  zugleich;  daher  die  Menge  der  dem 
Tbeiler  att  entsprechenden  Formen  =4'1“1  (fl  — i) , t =0 , 1,  2 ge- 
setzt, je  nachdem  im  Falle  I.,  -jp  in  den  Fällen  II.  und  III. 
Nichtrest,  Vielfaches  oder  Rest  von  a ist.  Hieraus  folgt: 

»*  V v 

ff=l  + «—  1 -f  a(ö-I)+«2(a— 1)+  ....  + »«-*(«— 1)  + «“-•(«— t) 


I 


= «"-,(a  — r | I). 


aoi 
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Um  S zu  bestimmen , wobei  nur  die  Fälle  I.  und  III.  in  Be- 
tracht kommen , hat  man  in  1.  für  jeden  Theiler  2A  die  Menge 
der  Formen  2*— *,  folglich 

S= l+2«+2*+2*+.„  + 2r-»=2». 

Im  Falle  III.  bat  man  für  jeden  Tbeiler  2A,  woi<v,  eben- 
falls die  Menge  2'— 1 (da  t gerade),  folglich  die  dem  Inbegriff  dei 
Theiler  1,  2,  2®,....2*_l  entsprechende  Menge  2'-1. — Dem  Tbei- 
ler 2»  (für  welchen  ©7  ungerade)  entsprechen  keine  Formeo,  wenn 
40  40 

yjp=l(mod.  8.).  Wenn  aber  -^ijStKmod.S.),  so  kommt  die  Menge 
2r  hinzu  (vergl.  6.  und  7.).  Es  ist  also  im  Falle  UL  a=21^1. 

40 

oder  = 2'- 1 -f  2*1,  jenachdem  ^ = 1 oder  B(mod.8.)  ist. 

Fasst  man  alles  Vorhergehende  zusammen,  so  ergiebt  sich 
folgendes  Resultat: 

Es  ist  p (die  Menge  aller  Formen  in  dem  Coraplex  u) 

m XI. (ft— e-L  1)  (b-t*  + 1 ) (c- 1" -f  1)  etc. . 

abc  etc.  ’ 


wo  H=l,  ,*n  setzen,  je  nachdem  f aus  einer 

eigentlich  primitiven  Form  abgeleitet,  oder  f aus  ei- 
ner uneigentlich  primitiven  Form  abgeleitet,  und  aus- 
serdem -^yj=l(mod.  8.),  oder  f aus  einer  uneigentlieh 

primitiven  Form  abgeloitet,  und  ausserdem  = S 

(mod.  8.);  wo  ferner  s=0,  1,  2 zu  setzen,  je  nachdem^ 

Nichtrest,  Vielfaches,  oder  Rest  von  A ist;  t',  t"  u.  s.  «• 
aber  ähnlichen  Bestimmungen  in  Bezug  auf  b,  c u.  s.  *■ 
unterli  egen. 


Man  bemerke,  dass  der  Werth  von  p bloss  von  den  Zahlet 
l) , m abhängig  ist;  denn  in  der  vorhergehenden  Regel  kann  man 
40  v,  „ 40  , . J „ ... 

an  die  stelle  von  -jp  setzen,  wie  aus  der  Gleichung 


40 

m* 


40  SMy 

m w ’ 


wo  ganz  und  prim  gegen  m ist,  leicht  folgt 


10.  Wir  gehen  zur  Classificirung  der  im  Complex  u enthal- 
tenen Formen  über. 

Es  seien 


/’  = («',  6',  c');  6*.  c") 

zwei  eigentlich  äquivalente  Formen  in  to,  deren  erstere  m die 
leztere  durch  die  Substitution  u,  ß,  y,  6 übergeht.  Es  erhellt 
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dass,  indem  <y,  9'  diejenigen  primitiven  Formen  bedeuten,  ans  denen 
f,  t“  abgeleitet  sind,  9'  vermittelst  der  nämlichen  Substitution  aus 
9 entstehen  wird.  In  den  Fällen  I.  und  III.  sind  9,  <p‘  eigentlich 
primitiv,  und  man  hat, 

9 — (9.  A.  »),  «') 


gesetat, 

g=2!u\  h = qH'u,  A*—gi=~^i 

g‘  = Xu'\  A'=®  + p'2t'u',  h'*-g'f=£t. 

Io  Falle  II.  sind  <p,  <p‘  uneigentlich  primitive  Formen,  und  man  hat 
£=22Tu*,  A=^jy +2p3'u,  Ka—giz=^~; 

^=23'«'»,  A'=^+2p'3V,  A'* — g'i‘=~^  ■ 

Nod  bat  man  folgende  Gleichungen: 

1)  5^=5““  + 2Aaj-  + i)7,l 

2)  A'  —gaß  + A (ad  + ßy)  + iy3 , 

3)  1=  al—ßy; 

“*  denen  leicht  noch  diese  folgen : 

4)  (h’-h)a=g‘ß  + iy, 

5)  (h‘  + h)y=g‘d—ga. 


D>*  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  «,  u'  werde  durch  O 
^zeichnet.  Da  in  den  Fällen  I.  und  III.  & in  g und  2A  aufgeht 
;*benso  wie  u),  g.  2A,  i aber  keinen  Faktor  gemein  haben,  so  ist 
^ prim  Segen  «';  da  ferner  & in  A'—  A,  g'  aufgeht,  so  ist  es  nach 
«lein  Theiler  von  y.  Die  Zahl  3'  ist  prim  gegen  A'+A  (da  sie 

?e?en  -y  prim  ist),  misst  (A'  + A)/  nach  5),  folglich  auch  y.  End- 

'Wbist  0 gegen  3'  prim  (da  es  in  2A  aufgebt,  und  2A,  3'  keinen 
raktor  gemein  haben),  folglich  03'  ein  Theiler  von  y.  Die  Zahl 
m ist  durch  u,  folglich  durch  deren  kleinsten  gemeiuscbaftli- 

cheo  Dividuus  theilbar. 
v 

Im  Falle  II.  geht  & in  g,  h auf,  und  da  hier  g,  h,  i keinen 
turtor  gemein  haben,  so  ist  O prim  gegen  i,  misst  folglich  nach 

1)  di«  Zahl  y.  Die  Zahl  3'  geht  in  | (A'  + A)  y auf , und  ist 
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1 f 

prim  gegen  ^A' +A),  folglich  y durch  Ä'  theilbw.  9 ist  gegen 
71'  prim,  also  wiederum  9TA.'  ein  Theiler  von  y.  Auch  ist  m ein 
Vielfaches  von  — !r-  ■ 

Fall  I.  Ist  F aus  einer  eigentlich  primitiven  Form  derivirt, 
so  ist  durch  m*  theilhar,  und  die  sich  aus  1)  ergebende  Glei- 
chung 

90'  ~(9a  + Ay)*—  ^rya  Y 

l\\  • ’ 

verwandelt  sich,  wenn  inan 

uti'  1)  _ 

y-9Tl‘  q,  ga  + ky  = 9^‘p,  *,  ^=Am* 


setzt,  in  die  folgende: 

Nun  kann  q ebenso  wenig  wie  y verschwinden ; denn  lande  das 
Letztere  Statt,  so  folgte  aus  den  Gleichungen  1)  bis  3)  leicht 

, ’yl“  I *>I1|  *'  1 , • V\  ' - A( 

g‘=g,  A'=A  (mod.  g),  d.  i.  (mod.  «),  p'  = p,  A'==A; 

folglich  waren  <p,  <p‘,  und  auch  f,  /* , identische  Formen,  gegen 
die  Annahme. 


Bei  negativer  Determinante  kann  also,  soll  der  yorhergebw 
den  Gleichung  genügt  werden,  nur  A= — 1,  d.  h,  fts-ra*m'*=  Jr 
sein.  — Bei  quadratischer  Determinante  ist  die  vorhergehende 
Gleichung  unmöglich,  da  die  Differenz  zweie4  Quadrate>nur  I sei» 
kann,  wenn  das  kleinere  verschwiudet. 

Fall  II.  Hier  ist  ^5  durch  nfl  theilhar,  also  —7*=  Am*,  wo 
in  m 

A=1  (mod.  4),  und 

•*  4/j 

0.'/'=  (.9“  + Ay)1  — -^y*. 

folglich 

y = 9&‘q,  get  + hy=9Z'p,  tn  = 

Bei  negativer  Determinante  erfordert  die  letzte  Gleichung  eutwe 
der  p = 0,  oder  f —■)  sei,;  der  erste  Fall  ist  aber  unmöglich 
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sonst  — A.(x<7)*=4,  — A=l,  A nicht  = I (mod.  4)  wäret) 
leb 


a ! >-v 

— A.(x?)*=3,  A=  — 3,  />=— j/tf*. 

quadratischer  Determinante  ist  die  obige  Gleichung  überhaupt 
Sglich,  da  die  Differens  Zweier  Quadrate  nur  4 sein  kann, 
ii  das  kleinere  verschwindet. 

p i !•  Miii/J  ii-  •;)'  • '!»  n.  • 1 k !*-•  .'  ’ i ■ J 

4«  ; Af)  . 1 

Fall  111,  Hier  ist  ~~x  ebenfalls  durch  m*  theilbar,  — ^assAm*, 

jl»'*  J Wl'* 


1 (mod,  4)  , 

V «v.M  1 » \\ ' 

I 1 Ltfk: 


Win  1 .:!  ilii 

D 


1 


wenn  wir 

\*  '•  1 * % *...  tiu' 

y=&H'q,  ga+hy=9rÄ'p,  m = ~v  x 

.-  u ?.  , ' -.  i ■ 

in,  so  kommt 

tV.  ■_  -ii  «I  ui  Ii!-  '•  ' ' ! ■ v,  «*• 


V 

| negativer  Determinante  kann  nur  . v 1 ( >>' 

\ -A.(x9)*i3,  Ai -3  '• 


um«,  ‘t 


»i  folglich 

VH 

1 


„\,  I 


4.  - ii  .i  ... 


i quadratischer  Determinante  ist  die  vorhergehende  Gleichung 
möglich.  Hieraus  folgt: 

Die  Formen  in  m geh  ö reu  bei  *|uadratiscberDeter- 
jnantcohne  Ausnahme,  bei  negativer  Determinante 

}t  Ausnahme  der  Fälle  p—  — N*a  I)=  — ^9P,  sämint 

tk  in  verschiedene  Klassen,  deren  Anzahl  folglich 
V’>»t  (r.ergL  9.)f  '.\  tim.;.  < . m» : . . i •. 


H.  Betrachtung  des  Ausnahmefalles  D=— -M*. 

Mach  dem  Vorhergehenden  ist  nothwendig 
W f.  p=0,  . in'. 
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d.  b. 


9*+*r= o,  y*=«*2r»,  «=^; 


folglich 

. • "fc.  <r*-l 

ym  =±21'««'. 

Umgekehrt,  bestimmt  man  die  relativen  Primzahlen  a and  y 

Cf  ■ ■ 

atu  der  Gleicbong  — =— # ß und  & aus  aö — ftr=l»  macht  «**  = 

und  transformirt  die  Form  <p=(g,  A,  i)  durch  die  Substitu- 
tion er,  ß,  y,A  io  <p'=s(g',  h\  i%  so  lässt  sich  Folgendes  scbliessea- 


1°.  Mao  erhält 


D] 


g (g<*  + 2 hay + fr*)  =—  ^ y* = (y  m)*= 2T*  K*u*=g . V «**; 
flra*+2A«ry+.>*=2tV*;  y'=2I'u'>. 

2°.  Wegen  ga  -f-  hr—0  geht  2t'  in  hy,  folglich  In  y a nt,  dm 
es  gegen  A prim  ist,  also  eine  ganze  Zahl. 

3°.  Es  ist  -( = ± — > ferner  21  na  + -y= 0,  -y  eine  ganz« 
Zahl,  folglich  u'  T heiler  von  m. 

4°.  Es  ist 

ru  ^ 

h'  = (ga  + Ay)ß  + (Aa  + iy)ä=(Aa  +i/)d  = A(mod.  y oder  31'), 
A=jj^(mod.  21'),  also  A'=  ^(mod.  2t'). 


Ferner 


1 


*^'=(Ao-f-iy)*  + m*oa,  ^',  m* 


dJ&SjLr 

•ld  -i<l 


durch  u*  theilbar,  also  Aa -f- ty  durch  u'  theilbar,  mithin  auch  A': 
© © 

und  da  v!  auch  in  aufgeht,  so  folgt  A'  = ^ (mod.  Da 

1 1 d»il 

endlich  21'  gegen  u1  prim,  so  kommt  A'=  jj  (mod.  2t' n'),  oder 

A'asJ +«'**«'. 


5°.  Liegt  a'  innerhalb  der  Grenzen  0 und  u'  — 1 incl.,  so 
folgt,  dass  die  Form  <f'  sich  im  Complex  ca  befindet.  Ist  jenes 
nicht  der  Fall,  so  sei  <f'  der  klemste  positive  Rest  von  ff1  nach  dem 
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© 

mod.  uf,  und  man  erhält  p'  TL'u'  (mod.  ff).  Bekanntlich 

kann  man  nun  für  ß und  <5  andere  Werthe  finden,  so  dass  h‘  einen 
beliebigen,  der  Zahl  -g  + p'JJ'u'  nach  g‘  congruenten  Werth,  folg- 
lich diesen  Werth  selbst  erlangt,  und  dann  wird  sich  cp'  wiederum 
io  a befinden, 

6°.  cp  und  cp'  sind  nicht  identisch. 

1 * • 

y 

Denn  wäre  g=g',  h=Ji',  so  kommt  nach  10.  4)  0=M*/J  + i^p 

aber  u*  prim  gegen  i,  folglich  eine  ganze  Zahl;  aus  der 

Gleichung  u'  = ± folgt  aber,  da  « = »'  ist,  mit- 

hin m=l,  welcher  Fall  stets  ausgeschlossen  wird*). 

, _ . | a 

7°.  Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs — > indenklein- 

Z -•  9 

sten  Zahlen,  durch  so  ist  entweder  o=i-fj Z,  y=+N,  oder 
«=-Z,  yz=-N. 

Es  verwandle  sich  cp  in  cp'  durch  die  Substitution  -|-Z,  Z',+iV, 
K'\  in  <f"  durch  die  Substitution  — Z,  Z", — N , N" , so  dass 

ZN-Z'N=  1,  -ZNa+Z0N- 1 

ist,  und  man  denke  sich  Z',  N',  sowie  Z" , Ti'",  so  bestimmt,  dass 
y'.  <p“  sich  beide  im  Complex  u befinden,  was  nach  dem  Vor- 
hergehenden möglich  ist.  Die  Formen  cp' , cp"  werden  identisch  sein. 

Bezeichnet  man  dieselben  durch 

(cf.  h'.  f).  (sT . **.  »'*)•*); 

II.  1 ,\\  v . 

ao  hat  man 

h'  = g ZZ‘  + h (ZN1  + Z'N) + iNN, 
h"=—gZZ"\h  (—  ZN“-  Z"N)—  iNN • , 

ZN  - Z'N =—  ZN“  + Z"N =1. 

Hieraus  folgt 

Z(hf —h")—g'(Z'  + Zw)s0  (mod.  cf) , 
N(h'-h")=g'(N'+N")=0  (mod.  g'); 


*)  lat  Oi  = l,  «o  enthält  der  Complex  « nur  ei  ne  Form. 

**)  Daaa  die  Anfangaglieder  gleich  werden,  erhellt  sogleich. 
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und  da Z,A relative  Primzahlen  sind,  so  folgt  h' — A*=0(mod^).  Nun  ist 

• ' ' x « ••*.  >■  ui  * «i  Jm 

Ä'=^  + p"8'«',  *'  = * + /*'«'.  *'-*'=3'«' (✓-**): 

-alul  .dh'iW  mlnstnpiran  («  iIkd  *»,E’b  { / I1I1.X  mb  fttl  . 

folglich  p'  — p*=Q  (mod.  *'),  daher  p'rzp*,  indem  p',  p“  beide 
zwischen  den  Grenzen  0 und  tt"  — I liegen. 


8°.  Jede  Form  ? ist  also  mit  einer  Ton  ihr  verschiedenen 
Form  im  Complex  0 eigentlich  äquivalent,  folglich  die  An- 
zahl der  Klassen  in  u>  gleich  5p. 

ml»  su«  ;ldcX  sxneg  'mii  d-rflgid)  ,i  «mgm  »Inj  *31  V> 

Ir  3 

12.  Betrachtung  des  Ausnahmefalls  I)= — -j  M*. 

luii/  imaeoldoe-jsses  sJrrfce  U cd  »djb«  ,I=m  nid 


beschäftigen  wir  uns  zuvörderst  mit  dein  Falle  1L,  so  ist 

r\  ] 

folglich 

.f  i . . \ *••*  " ' 11  :•*.  '•  . • 

ff«+(*:l:»n)r=0>  “'  = ±^‘ 

I / 1 \ !'.■>. 


Umgekehrt,  macb^maa  — = 

Primzahlen  sind» 


— h^m 


so  dass  a und  y rnlnfive 

• *'  i ul  »!-ii« 

. ; .!  *i ! 1. • n»i  •i  jUi  nls,'sd  ; 


od-|3y=l,  tt'=±-|^-5 

; , V "*  • 

und  transformirt  <p=(ff,  h,  i)  in  m'=(g'  k',  i')  durch  die  Sobnfi 
tution  a,  ß,  y,  8,  so  lässt  sich  Folgendes  schliessen: 


f\  | 


\ 1 r.\  i.  1 \\v - \ 

’ 1 \aiV  - ".\ 


</  (//a1  + ihay  -|-( iy1)^  (ga  + A7)*  + Smpy*=imty* 


folglich  tglol  Mwil 

ja?  +JUi«yif  fy*=f ‘JjÄ'K'*, 

• \\  liomi  : " /.  | / ■ \«  ..-^4-- 'A)7» 

2°.  ülan  findet  leicht 

AT««_  ®'Tl  , , -v,, 

.,•.,1  • -W-rSim — 5 — (mod.  TL),  1 

• t . **  • I • • . . .*!•>  ..I  *1  • 
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y ^ 1s— I (mod.  21)*) . ..  h'-.i.» 

mnim*,!  tlisli  .'•u-ilioi.i  dbl*  "in  "v  \ 

h~\~m 

und  daraus  folgt,  dass  21'  prim  gegen  — 5—  ist.  Nun  war 

• •»••iii  -..-i  ijr  • ifiTYfljft  jOgoi  isod  Tp  , cpmj  *.i  • • 

5“+(äT'«) y=0,  d.i.Ä'u’cr-f  -,^y~0,  folglich  geht  &'  $o  y auf, 
und  u'  eine  ganze  Zahl**)«  , "m1"  1 I 

.TT  I «4  t*il:ii.in-a  - . ,t  • ■ \j 

3°.  Es  ist  J; ferner  2Tua  + y=0  (weil  A,  m, 

' Üm1  " "•  V- 

a ungerade  s’md,  so  ist  ~ ganz),  folglich  —y—  eine  ganze  Zabl^ 
«■  Theiler  von  m. 

i ; 1«.  ■ , | ’ ;)i\  | ' ■ 1 

4°.  Es  ist 


A'  — h=r/aß  + 2ßyh  -|-  t>d, 

’ 1 ' ‘ i -V. 


1 .i> 


i gerade  (indem  cp  eine  uneigentlich  primitive  Form) , folglich^, 

sowie  g,  2y  durch  221'  theilbar,  also  A' — A=ö  (mod.  2 210,  A'==-j| 

(mod.  2210.  — Ferner  »y  =s  (A«  + iy)®  + 3maa2,  Aa+fy  durch  u' 
theilbar,  also  auch  A',  welches  den  Werth  J;  mßy  f 6 (ha  iv)  hat. 
(Ja  endlich  u“  als  ungerade  Zahl  prim  gegen  2)1',  so  icdmint 

(mod.  221 'Y/  y.1  Man  kann  sieb  daher  ß,  9 so  bestimmt 
denken,  dass  A'=“y-+2ß'2Tu'  wird,  wo  p'  innerhalb  der  Grbn-*1 


zen  0 und  u' — 1 iqcl.  liegt 


1 •• 


5°.  Ist  diese  Bestimmung  getroffen,  sq . ist . erwiesen , dass 
die  Form  <p'  sich  im  Coraplex  ca  befindet. 

■ " i , . . 

6°.  cp  und  cp'  sind  nicht  identisch,  was  ebenso  wie  im  vo- 
rigen Paragraphen  erwiese»  Wird. " i ')  y>. 

" >y:  Lx-Uliii  JO- -dj  «*«"A«pUi  !,■  -•»'i 

7°.  Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs  in  den 

W. — <>  | . , 

kleinsten  Zahlen  durch  y>  so  entspricht  den  Werthen  0=  Z, 

y=2V  eine  Form  q>'=(g',  A',  t'0,  während  die  Annahme  «=; — Z, 
y=— iV  zu  eiper  mit  V identischen  Form  fuhrt  (vergl.  1J.  7°.). 

Eine  zweite  Form  9"  = {cf,  fr",  i")  erhält  man,  von  def 

■ ’ • w “ \ 

in 

*)  Ana  S®— = folgt  ffi'B' — 4K'S'  = rs  13,  und  dar- 

■ • >i.  1»  firn 

au«  diene  Congruenz. 

")  Man  brachte,  das«  in,  4,  ®'  ungerade  aiad  (vrrgl.  9.) 
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® jk  m 

Gleichung  — = — — Ausgehend , und  es  ist  zu  untersuchen, 

ob  <p',  tp"  unter  sich  identisch  sein  können. 

i*  über  r 
und  es  \ 

9‘=Sf> 
zunäcbs 

ga‘  + hf=my‘,  ga”  + h/1—  — my" 


8°.  g>  gebe  in  <p',  <p"  über  resp.  durch  die  Substitutionen  d, 
r'<  <5';  ß",  y»,  6",  und  es  werde  angenommen,  dass  <p',  <p’ 

identisch  sind,  so  dass  g‘ = g",  A'=A*.  Dann  hat  man  wegen 

g'=*^  ™ , g”—  ^ m zunächst  y/:Fy"=0.  Aus 
5» 


folgt  ferner 


d.  L 


gW*  'f)+h(r'Tr')=m(Y±r'). 


a\  M )il”'ol  , (nrW-f  qvflHnh't  iW 

Ferner  nach  10.  5) 

i)  A . t';(.  L b„m)  (I  A - A < 

;1.  (A '+k)/=g'i'-ga‘,  W+VS^g'r-gSi 

folglich  ’ 

•(*'+*)  («*  o . 

d.  i. 

0=5'  (i-Tä*) -5(a' To»)- [2],  - > 

also  nach  [1]  und  f2] 


• ■■■''Ab  M r. 

, ' > f i ‘ui  all 

ff(«'TO=W, 

f;M!Ä  > firtt)  o ."*1 

5'(a'T<5°)=2V-  ; v.aiigtf.-  rie*’  •*** 


Die  Multiplication  dieser  Gleichungen  giebt 
folglich 


gg'  (<*  T «")  (<5'T  d»)=4mV*=^'. 

1 1 ‘ 1 : i ' ’ ’ ' ’ r i.  OIJ<,  O0liU\ 

,'u  Mto1P4fl| 

(o'T«',)(d'T«ff)=l,  o'Tu*'=a,T3'=±l;> ' ■ 


also  5'=5-  Endlich  nach  10.  4) 

(A'  - A)  o '=50'+ fy' , (A'-A)  o»  =5^» + if ; 
folglich  durch  Subtiaction 

(A'-A)(o'T«,,)=F(/»'TF), 
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d.  L 

±(h'-h)=g(ß'+ß"), 

folglich 


h‘ — h~ 0 (mod.  g), 

der  Faktor  ß'  f ß"  mag  verschwinden,  oder  nicht.  Nun  ist 
h' — A=2(p'— p)2t'«, 

also 


p'  — p eeeO  (mod.  u),  p'  = p. 

Wenn  also  qp',  <p"  identisch  wären,  so  müssten  es  q>,  cp'  eben- 
falls sein,  gegen  das  vorher  Bewiesene. 

9°.  Jede  Form  cp  ist  also  mit  zwei  von  ihr  verschiedenen 
Formen  <p‘,  cp",  die  auch  unter  sich  verschieden  sind,  eigentlich 
aequivalent. 

Zu  demselben  Resultat  führt  die  Analyse  des  Falles  III.  Die 
beiden  Formen  cp',  cp"  erhält  man  hier  nach  den  Formeln 

_ k lm 

~~ * «ä-ßr=  t,  ^ = 21V*, 

A'  = goß  -M  (ad  + |Sy)  + iy$ , *'= 

3 

Hieraus  schliessen  wir:  In  dem  Falle  D= — jiM*  *® t die 
Anzahl  der  Klassen,  in  welche  die  Formen  in  o>  zerfal- 
len, gleich  jf«. 

13.  Die  positive  Determinante,  welche  noch  übrig  ist,  bietet 
schon  mehr  Schwierigkeiten  dar,  lässt  iudesseo  eine  der  vorher- 
gehenden ähnliche  Analyse  zu. 

Erster  Hauptfall.  Aus  den  Gleichungen 

wf  iy 

y=&H‘q,  g«t+ky=9Wp,  m=-^-x,  -,-*=*  m*  , 

(5)  - «w-1  ■ • ‘ 

An 

folgt,  wenn  man  noch  -~z=.x,  *q=y  setzt. 
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i>—l,  und  k'=«,  g'—g.  — Man  hat  ferner  y=lTi£^=t 

also  nach  10.  4)  (A'  — A)a=y/J+ ly  * folglich  A'— A=0(b» 
da  g als  Tbeiler  von  y prim  gegen  a ist.’) 

VII.  Die  Gleichong  xx  — Xyy  — 1 bat  unendlich  viele  p# 
Wurzeln,  welche,  nach  ihrer  Grösse  ansteigend  geordnet. 
xx,  Hi  i **»  y»'-  yz>  u-  s-  "■  bezeichnet  werden  sollen,  so 
xx,  yx  die  kleinsten  Werthe,  aber  nicht  1 und  0 sind, 
diesen  kleinsten  Wurzeln  findet  man  bekanntlich  alle  übriges 
den  Formeln 


2*r=(ar,  + y,  VT)'+(ar,—  y,  VT)', 


2 VTy , = (ar,  + y,  VT)' — (ar, — y,  VT)' ; 


aus  denen  leicht  noch  diese  folgen: 

arr+x'  =xtXf  + Ayryx-, 


yr+I-=a:,y,'  -f  yrav. 

Da  nun  die  Gleichung  ÄA' — lu«a.  YY — l immer  lösbar  i 
folgt,  dass  X,  m Y der  Gleichung  x * — Ay*=l  genügen; 
in  der  Progression  ylt  y„  y,,  u.  s.  w.  jedenfalls  ein  durch i«| 
bares  Glied  Vorkommen,  ist  ye  das  erste  Glied  dieser/ 
erhellt  aus  der  letzten  der  beiden  vorhergehenden  Formell  J 
man  darin  r = e,  x“  succ.  = e,  2c,  3e,...  setzt,  dass  ■> 
sämmtiich  durch  m theilbar  sind.  — Umgekehrt  ist  «fr  din 
theilbar,  so  muss  t=0  (mod.  c)  sein.  Denn  wäre  diese»' 
der  Fall,  so  sei  z = xe  + ^ r wo  0 dann  1‘ 

y,=avyxt-{-yr'  a:*«,  folglich  yr>  x„  durch  m theilbar,  aber* 
Tbeiler  von  y„  prim  gegen  x„,,  mithin  y,'=0  (mod.  m),  f i 

Wird  also  die  Form  cp'  und  cp  mittelst  der  Wurzele  1 
J; yr  hergeleitet,  so  ist  sie  mit  <p  identisch,  oder  nicht  i<M 
jenaebdem  r=0  oder  nicht  eO  (mod.  t ) ist. 


VIII.  Bezeichnet  man  den  Werth  des  Bruchs 


kleinsten  Zahlen  durch  jy>  so  kann  ot=Z,  y=iV,  undauch-r^ 

y=  — N gesetzt  werden;  man  wird  aber  nur  eines  dieser  ^ 
Paare  in  Betracht  ziehen , da  die  entsprechenden  Form«  >i 
identisch  werden  (vergl.  11.  7o.). 


*)  Wenn  o verschwindet,  so  ist  mx — = 0,  x — 
gegen  X (wegen  XX — 1 IW  — 1),  mithin  y — a=i*.  a äl 

s 

durch  u theilbar,  also  U=  1 , — 
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Was  die  Wurzeln  der  Gleichung  xx — kyy  = l betrifft,  so  ge- 
hören zu  jedem  positiven  Paar  x,  y drei  andere  Paare:  —x,  — y; 
x,  — y:  — x,  y.  Es  genügt  aber,  bloss  das  erste  und  vierte 
in  Betracht  zu  ziehen;  denn  das  zweite  entsteht  aus  dem  ersten, 
das  dritte  aus  dem  vierten  durch  gleichzeitige  Aenderung  der 

Zeichen  von  x und  y,  was  in  dem  Wertbe  des  Bruchs—— — - 

gy 

keine  Aenderung  herbeifuhrt. 

Dies  vorausgesetzt,  bezeichne  man  die  aus  9 mit  Hülfe  der 
'Verthe  xT,  yx  resultirende  Form  durch  tpx=(gr,  Ar,  fr);  die  durch 
Anwendung  der  Werthe  — xr , y,  resultirende  Form  durch 

if=  (ig  , rA  , rf  ) • 

Die  entsprechenden  Werthe  von  er,  ß,  y,  6 seien 


®r»  ßr>  y«.  dr>  r« , ißt  tY t rd . 

IX.  Die  Formen  yx,  <px\e  werden  identisch  sein. 

Ist  nämlich  9 das  grösste  gern.  Maass  von  t und  y,,  t—91"  , 
3fr=fty°r;  ip  dass  grösste  gern.  Maass  von  « und  f°xr  — A"y°r, 

so  bat  man  —~9i0.  Ebenso  kommt  =9'iU' , wo  9',  ti>‘  eine 

Ui  v llr+. 

ähnliche  Bedeutung  wie  9,  ig  haben. 

Nun  folgt  aus  den  Formelu  in  YU. 

^»yr+t—  .yf-zrt»-  =(*f*  — Ayra)yi', 
oder,  y'  = e gesetzt, 


x,  yt+e  — y t xr+.=yt ; 

♦ misst  ye,  weil  ye  durch  in , m—9t°u  durch  9 tbeilbar  ist,  9 
prim  gegen  xx  (da  xx , yx  relat.  Primzahlen  sind),  folglich  9 ein 
Tbeiler  von  yr-p« , also  auch  ein  Theiler  des  grössten  gern.  Maasses 
voo  t und  yrf«,  d.  h.  von  9‘.  Ebenso  folgt,  dass  9>  ein  Theiler 
von  9 ist;  mithin  9—9". 

Setzt  man  ferner 

Ä = <"X,  — A"yl'r,  K'=.C’Xt\t  — A'*y°rfe, 


»0  kommt 


Ay»ffe-Ä'y%  = r(.Try°r+.-y°ra:,4.)=<-^i  = «foa-ff; 

aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  rp  in  K'yr° , mithin  in  k‘ , auf- 
geht (da  1 1>  offenbar  prim  gegen  yx°  ist);  daher  geht  in  1 p'  aul, 
und  da  ebenso  bewiesen  wird,  dass  1 p'  in  ib  aufgeht,  so  folgt 
*=♦'. 

1 heil  XV.  31 
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Hiermit  ist  erwiesen,  «lass  *r = «r+« . also  auch  g,=zgr+*  ist. 

Um  zu  reisen,  dass  A«  =A*+«  (m<xL  yr) , benutze  man  die 
Gleirlnigti 

%-a,  = tOjr,—Ao  y, o,  Vj'*=Ä'“y.o, 

v«,4,=  fo.r,4,— AOyO^,,  t^,+,  = 3l'uy0r+.; 
aus  denen  sich  ergiebt : 

a'u<0y«  uto  3l'm  y,_  y« 

*.n+e-rr«M..=  -^T-  = — '»“*• m' 

Nun  hat  man 

(A, — h)a,=gt§,  + »>r. 

(Ar  4 e — A)  ar^-r  — gr  ßr  1 e f tyr+« ! 

woraus  folgt 

( A,  — Ar  4»)  Br  ßr  4 •=  <J r (<*r4  • ßw  — ßi 4 r Ot)  — tyr . ^ . 

folglich 

(A,  — At4«)arar4«=0(*nod.  y,). 

Mit  Hülfe  der  Gleichungen 

(Ar  + A)  yr  =gz  d,  — ya, , 

(Ar  4«  + A)yr+*=yrdr4«— yOr+. 
gelangt  man  auf  ähnliche  Art  zu  der'  Cougruenz 
(Ar  — Ar4»)  y,y»4«=0(mod.  yr). 

Bezeichnet  man  also  das  grösste  gern  Maass  von  nrr  «r4«,  p )t4* 
durch  c,  so  ist  auch 


(Ar  — Ar4e)C  = 0 (mod.  yt), 


und  wenn  erwiesen  werden  kann,  dass  t gegen  g,  prim  ist,  so 
wird  folgen  Ar  — Ar4-«=0  (mod.  y,),  und  , q>T+e  werden  iden- 
tisch sein. 

In  der.  That,  bezeichnet  man  das  grösste  gern.  Maass  r»o 
«r,  yr fc  mit  t',  das  von  «r+«,  yr  mit  Ir,  so  ist  ersichtlich,  d«* 
e=c'c"  ist. 
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t ist  zunächst  prim  gegen  71',  denn  TI'  misst  y, , welches 
nrioi  gegen  — Man  nehme  ferner  an,  dass  v"  und  u,  einen 
Primfactor p gemein  haben,  und  ziehe  folgende  Gleichungen  in  Be- 
tracht: 


[1]  ff’ — S»r*  + 2A“t  /r  -f  »y»* » 

[2]  u,\ß—ulo , 

[3]  Ar=  ja  -|-  q'  31'  Ut, 

[4]  Ar  + h—ga,  ßr  -f-  2A«r  dr  -f-iyrdr , 

[5]  to  *r4 « — Ao  y°Tfe=^ttr+  «• 

Nach  [1]  geht  p in  i auf,  folglich,  da  i gegen  u prim,  nach  [2J 
into,  folglich  nach  [j]inA,,  nach[4jalso  in  h,  folglichin  Ao,  daA— «Ao, 
und  p als  in  i aulgebeiid  in  u nicht  aufgehen  kann ; nach  [5]  da- 
her wird  p in  tpa,4«  aufgehen.  Dies  ist  unmöglich,  denn  p kann 
in  0,4«  nicht  aufgehen,  weil  es  y,4«  misst,  und  in  iß  deshalb 
nicht,  weil  iß  in  u aufgeht,  u aber,  wie  schon  vorher  erwiesen 
worden,  durch  p nicht  theilhar  ist.  Hieraus  folgt,  dass  c'  prim 
gegen  31'  afa  = y,  ist.  — Auf  ähnliche  Art  zeigt  man,  dass  c" 
prim  gegen  yTt  ,=yr  ist,  folglicl»  xf  c"=c  prim  gegen  g,,  q.  e.  d. 

X.  Die  vorhergehende  Schlüsse  erleiden  keine  Aenderung, 
wenn  man  xt,  .?«4«  mit  den  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt, 
“ährend  die  Zeichen  von  yt , y,+«  beibcbaltcn  werden,  uud  es 
folgt  daher,  dass  ,< p,  rp«<p  ebenfalls  identische  Formen  sind. 

XI.  Nach  dem  Vorhergehenden  ist  jede  aus  <p  abgeleitete 
Form  mit  einer  der  folgenden 


«-*?>>  «-»v* iv;  vi  <pi— ■?’«-»;  »;  9«-i 

nothwendig  identisch. 

Keine  der  Formen 


t-if,  e-ag>;....  2?;  i9>;  <pi  5 V»>— • 9P*-ai  <P>- 1 

i#t  mit  if  identisch  ; es  fragt  sich  aber,  ob  einige  unter  sich  iden- 
tisch sein  können. 

Ich  behaupte  zunächst,  dass  «-,<»>;  <ft,  wo  t zwischen  1 und 
c-l  incl.  liegt,  identische  Formen  seien. 

Nach  VII.  hat  man  x,y,  +y,  .*«.  = y«,  wenn  t + r'  = e ist. 

Da  diese  Gleichung  der  in  IX.,  von  welcher  die  dortigen 
Schlüsse  hauptsächlich  ahhingen,  ganz  ähnlich  ist,  so  bleiben  die 
Betrachtungen  auch  fast  wörtlich  dieselben,  und  die  obige  Behaup- 
tung ist  erwiesen. 

31* 
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XII.  Endlich  soll  gezeigt  werden,  dass  die  Formen  q>l;  9,; 
qps ; ....  tpe— ] sämmtlicb  unter  einander  verschieden  sind. 

Es  seien  g,  ft'  zwei  unterschiedene  Zahlen  zwischen  1 und 
e — 1 inel. ; und  es  werde  angenommen,  dass  q>n,  identische 
Formen  seien , welche  aus  <p  resp.  durch  die  Substitutionen 

a,  ß,  y,  d;  a',  ß‘,  /,  d' 

entstehen.  l)ie  entsprechenden  Werthc  von  x,  y werden  durch 
Xfi,  r/u;  Xfi’,  y,u ■ bezeichnet. 

Dies  vorausgesetzt,  geht  9 durch  die  erwähnten  Substitutio- 
nen (welche  beide  eigentlich  sindj  in  dieselbe  Form  über,  und 
man  hat  nach  den  Formeln  Disq.  Arithm.  p.  181.: 

cY—aX  — ( ha  -f  iy)  F, 

ß'=ßX-(hß  + iS)  F, 

y'—yX  + (gu  + hy)  Y, 

6'  = SX  -f  (gß  + Ad)  F; 

indem  X,  F Werthd  bedeuten,  welche  der  Gleichung  X2— Am*F*=l 
Genüge  leisten. 

Substituirt  man  nun  in  der  dritten  Gleichung  für  ga+hy  seinen 
Werth  m--  u , und  beachtet  tyv—y'yn , welche  Gleichung  aus 
gp=gn-  folgt,  so  erhält  man 

y»'  — Xyti-\- m Y.Xfi [1J. 

Berechnet  man  ferner  nach  der  ersten  und  dritten  Gleichung 
die  Grösse  qu'  -{-hy' , und  berücksichtigt  den  Werth  von  ga+hj 
und  die  Gleichung  h2  — gi=lm2,  so  kommt 

J Vn'  Vß 

folglich 

= X xfl  + km  F . yß [2] 

Verbindet  man  endlich  [1]  und  [2]  mit  den  Gleichungen 

yp'~Xß'—uyft  yu'-uXf,,  xp x/t-y  \yu  —py»\ 

so  folgt 

X—.Tft’—f,,  m \ — yu'-u ; 

folglich  yp’-u  durch  tn  theilbar,  was  unmöglich,  da  ye  das  erste 
durch  m (heilbare  Glied  der  Progression  ylt  y.lt  y3  u.  s.  w.  sein  soll- 
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XIII.  Aus  Allem,  was  vorhergeht,  folgt,  dass  jede  belie- 
bige  form  <p  mit  e— 1 und  nicht  mehr  Formen,  welche  sowohl 
valent *Ut>St’  3 8 e,nander  verschieden  sind,  eigentlich  aequi- 

mt}*‘  D,e  Bet.rachtung  der  beiden  anderen  Hauptfölle  ist  der  des 

Pnnlr»  rDi  ’ dass  e.s  3enü'gen  wird,  nur  auf  diejenigen 
Punkte  aufmerksam  zu  machen,  wo  Differenzen  hervortreten.  8 

Zweiter  Hauptfall.  Hier  ist 

g=VX'H*,  A = *g,  »-gi^Xrn* 

i=l  (mod.  4), 

" “"gerade,  xx~kyy=i.  Der  Bruch  y erhält  den  Werth 


und  mau  findet 


2 (<°x— hy) 
H'uy°  ’ 


f-  «0*-h°ryz=\{x  - ®',)*.(“«d.  ay>, 

\ l*—x>'y)\{*+&y)  + w«y*=  i ; 

V prim  gegen  \(t°x-h°y°),  ^=jjyT  eine  ganze  Zahl,  in- 
dem y das  grösste  gemeinsch.  Maass  von  u und  —A°y°) 

bedeutet;  u‘  = -t». 

V 

Die  Differenz  h'—h  ist  hier  durch  22t'  theilbar*),  und  u'  als 

o.-w 

ungerade  Zahl  gegen  22t'  prim,  weshalb  h' =~jy  + 2p'2lV  wird. 

. Gleichung  xx — kyyxzX  erfordert  offenbar,  dass  x,  y 

beide  gerade.  oder  beide  ungerade  sind;  ist  sie  in  relativen  Prim- 
^Wen  nicht  lösbar,  so  kann  sie  wenigstens  mit  Hülfe  solcher 
>'erthe,  welche  den  Factor  2 haben,  gelöst  werden,  da  die  Glei- 
chung xx — kyy=zl  immer  möglich. 

Bezeichnet  man  die  kleinsten  positiven  Wurzeln  y=0 

ausgeschlossen)  mit  xt,  yt,  so  sind  alle  übrigen  positiven  Wur- 
zeln in  folgenden  Formeln  enthalten : 


*)  Man  bat  hiebei  zu  beachten.  Ha»  g und  i gerade  Zahlen  aind. 
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•*■«  = ( 2*i  hg"  i/i  V'*)'  +(2xi  — <%9iW)w‘ 

vtyi  = (j*i +2^1  vi)r — (g  ^i-  j y>  Vi)‘; 
worüber  art.  200.  Disq.  »rühm,  zu  vergleichen.  Hieraus  folgt 
2xt+f  =xtx, ■ + lytyr, 

%r+i-  =xtyt-  +ytXr  • 

Die  in  13.  VII.  folgenden  Schlüsse  behalten  Kraft,  dam  ungerade 
ist.  Statt  der  Gleichung 


xTy,+e—yiX, 

in  IX.  kommt 

Xiyr+*  — ytXt+a—  iy> , 

überhaupt  aber  bleiben  die  in  IX.  gemachten  Schlüsse  mit  Aus 

nähme  von  geringen  Modilicationen  dieselben. 

Statt  der  Gleichungen  in  XII.  hat  man  die  folgenden: 

2 a‘=aX — (Ao+  iy)  Y, 

2ß‘  = ßX-(hß  + W)Y, 
iy'  —yX  + (gu+hy)  Y, 

26‘=xiX  + (gß+hS)  Y; 

wo  X,  Y VVerthe  bedeuten,  welche  der  Gleichung 
XX—  Am*.  rr=4 


genügen. 

15.  Dritter  Hauptfall.  Die  Gleichung,  aus  welcher  e,  r 
zu  bestimmen,  ist  hier 

a rnx  — 2Ay 

Y ~ if/'J 

ferner 

= 1 (mod.  4.) , Hl—gi  = j Arn® , je*  — Ay*  = 4 , ih  — #*ä. 

X'y°  prim  gegen  ,j(tuo.  — h°y°) , wie  im  vorigen  Falle,  t da' 
grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  u und^  (Px — A°y°), 
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Dass  * und  y°  keinen  ungeraden  Factor  gemein  haben,  erhellt 
sogleich.  Hätten  sie  den  Factor  2 gemein,  so  wäre 


gerade;  f wird  ungerade  sein,  da  es  prim  gegen  y" , ^ x wird 
ebenfalls  ungerade  sein,  wegen  der  Gleichung 

— A — 1 und  As  1 (mod.  4.), 

folglich  t"  .^x  ungerade.  Ist  nun  ^ y°  gerade,  so  ist  K un- 
gerade. Ist  ^ y”  aber  ungerade,  so  muss,  weil  ^y—^&y0  ge 

rade  ist,  & gerade  sein,  ebenfalls,  und  auch  A'=©'l-|-‘4t>21’, 

folglich  K wiederum  ungerade.  Es  ist  also  ip  gegen  y°  prim. 

Was  über  die  Wurzeln  der  Gleichung  xx — Ayw=4  in  14. 
gesagt  worden , gilt  hier  ebenfalls.  — • Statt  der  am  "Ende  in  14. 
betrachteten  Gleichungen  hat  man  die  in  13.  XII.,  wo  dann 

xx-j-Aro*r*=i 


ist 


16.  Die  vorhergehenden  Betrachtungen  führen  uns  also  zu 
dem  schönen  Satze: 

Sind  bei  positiver,  nicht  quadratischer,  Determi- 
nante {D)  aj , yx;  xit  yt;  .ra,  ya\  etc.  die  nach  ihrer 
Grösse  aufsteigend  geordneten  positiven  Werthe  der 
Gleicbun  g 

B , 

ax~  »ntjyy — 1 • 

oder  der  Gleichuug 


4«  , 

•rx~  ,t/,u  yy  ' 

40 

jgjf  50  oder  =1  (mod.  4.),  so  dass  xx , yx  die  klein- 

iten  Werthe  mit  Ausnahme  von  x=l,  y—0\  x — ‘l,  y = 0 
>m  einen  oder  andern  Falle  bedeuten;  ist  ferner^«  das 
rr»(e  durch  m theilbare  Glied  in  der  Progression  yx , «2, 
yj,  etc.;  so  beträgt  die  Anzahl  der  Klassen,  weiche 
mit  /'zusammengesetzt  F geben,  den  pten  Theil  von 
der  in  9.  bestimmten  Anzahl  aller  im  Gomplox  w ent- 
haltenen Formen. 
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17.  Die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

O 

xx-WÄlM  = X 

findet  man  suce.  nach  den  Formeln 

xt  = 2j .x, — 1 , x3  — 'Ix, ,xt  — x , , x4=2xt -x3  — x7 , etc. ; 
y2—2x,  .y, , y3=z 2x,  y-i—y, , yt—ix,  yy—y* . etc. ; 
die  positiven  Wurzeln  der  Gleichung 

40  A 

xx~WhM=4 


nach  den  folgenden : 

J*  = x,  -x, — ‘2,  x3  = x,.xt — *, , x4  = x,.x, — x3 , etc.; 

y*=*i  3fi » y»  =x,.yt—yl , yt=x,.ys~yt,  etc. 

Zu  bemerken  ist,  dass  man  indessen  nur  die  zweite  Progression 
in  Iiezug  auf  den  vorliegenden  Zweck  zu  berechnen  braucht,  dass 
es  sogar  nicht  auf  die  absoluten  Werthe  der  Glieder  y,  .Vj.Jf*,-- 
ankommt,  sondern  nur  auf  die  Reste  derselben  nach  dem  mod. 
m,  weshalb  sieb  mancherlei  Abkürzungen  anbringen  lassen. 

Die  Gleichung 


xx~wayy= 4 

lässt  sieb  in  allen  Fällen  nach  der  von  Gauss  entdeckten  Me- 
thode (art.  198.),  und,  wenn  V auch  mit  Hülfe  der  Ket- 

tenbrüche lösen.  In  unsertn  Falle  ist  immer 

k=mi=l  (mod- 4)- 

Ist  1=1  (mod.  8 ),  so  ist  die  Gleichung  xx—lyy=i  in  relativen 
Primzahlen  nicht  lösbar;  denn  da  x,  y beide  ungerade  sein  müss- 
ten, so  wäre  das  erste  Glied  durch  8 theilbar.  Ist  1=5  (mod. 8.), 
so  sind  die  kleinsten  Wurzeln  bald  ungerade,  bald  gerade. 

Wenn  x, , y , gerade  sind,  so  folgt  aus  dem  Bildungsgeseti 
der  Progressionen  , xt,  xa, y, , «2,  y,,....,  dass  alle  Wur- 

zeln gerade  sind.  Sind  x, , y,  ungerade,  so  folgt  ebenso,  dass 
xt,  Wr  gerade,  wenn  r=0  (mod.  3.),  in  allen  übrigen  Fällen  un- 
gerade  sind. 
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18.  Die  vorhergehenden  Untersuchungen  stehen  mit  dem 
Verhältnis« , welches  die  Mengen  der  Klassen  in  zwei  verschie- 
denen Ordnungen  zu  einander  haben , in  einem  merkwürdigen 
Zusammenhänge. 

Es  seien  O,  Cf,  0"  drei  beliebige  Ordnungen  für  dieselbe 
Determinante  D,  welche  resp.  die  Formen 

F=(A,B,  Q;  f=  (a,  fi,  c);  />=(«',  b\  &) 

enthalten ; .1/  sei  das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  von  A,  '2B. 
C,  und  m,m‘  haben  eine  ähnliche  Bedeutung  in  Bezug  auf  die 
Formen  f,  f ; auch  sei  M—mm',  und  m prim  gegen  m‘.  Die 
Mengen  der  Klassen  in  den  Ordnungen  O,  O"  werden  respect. 
durch  L , L"  bezeichnet.  Endlich  sei  K'  eine  beliebige  Klasse 
der  Ordnung  O'. 

Dies  vorausgesetzt,  gieht  es  nach  dem  Vorhergehenden  stets 
Klassen  aus  der  Ordnung  O",  welche  mit  K'  zusammengesetzt  eine 
beliebige  Klasse  K der  Ordnung  O hervorbringen;  diese  Klassen 

seien  K",  Ü"l , K".z K"r-X , ihre  Anzahl  also  r;  den  Complex 

derselben  bezeichne  man  durch  IV. 

Es  sei  nun  Kx  eine  von  K verschiedene  Klasse  der  Ordnung 
0,  Kx  = cp  + K , wo  <p  eine  eigentlich  primitive  Klasse  bedeu- 
tet*), und  IV'  der  Complex  der  Klassen 

cp  + K",  Cf  -J-  K"x , <p  + K"% , <f  + A'V— i > 

»eiche  offenbar  säinmtlich  in  die  Ordnung  O"  gehören , und  unter 
einander  verschieden  sind.  Jegliche  Klasse  aus  W wird  mit 
K‘  zusammengesetzt  Kx  geben,  woraus  folgt,  dass  IV,  W'  keine 
Klasse  gemein  haben  (indem  jede  Klasse  aus  IF  mit  K‘  zusam- 
mengesetzt die  von  Kx  verschiedene  Klasse  K erzeugt). — Ueber- 
diess  muss  jede  Klasse,  welche  mit  K‘  zusammengesetzt  Aj  her- 
'orbringt,  in  W enthalten  sein.  Denn  cs  sei  KX  = K'  + L,  L aus 
der  Orunung  O",  L = <p  + U , also  L‘  ebenfalls  aus  der  Ordnung 
0",  dann  ist 

Kx  = cp  -f-  K‘  -f-  h‘~  cp  + K, 

folglich  K‘ \ L‘  mit  K identisch;  da  also  K aus  der  Zusammen- 
setzung von  K!  mit  der  Klasse  L‘  entsteht,  so  muss  L‘  mit  einer 

der  Klassen  K'1 , K"x R"r—X , folglich  L mit  einer  Klasse  aus 

IF'  identisch  sein. 

Ist  ferner  Kt  eine  von  K,  Äj  verschiedene  Klasse  aus  O,  so 
erhält  man  ebenso  r neue  Klassen  der  Ordnung  O",  welche  mit 


•)  lieber  die  Anwendung  de«  Addiliunzzeichens , um  die  Zuaammen- 
«rtzung  der  Formen  oder  Klauen  zu  bezeichnen,  i.  m Dizq.  Arithm. 
Irl.  tU». 
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K‘  zusammengesetzt  Kt  geben,  und  sowohl  unter  sich,  als  vuo 
den  Klassen  in  IV,  IV'  verschieden  sind. 

Schliesst  man  so  fort,  bis  alle  Klassen  in  O erschöpft  sind, 
so  bat  man  rL  Klassen  aus  O"  erhalten,  und  ausser  diesen  kann 
keine  mehr  übrig  sein,  da  jede  Klasse  aus  Ö"  mit  K'  zusammen- 
gesetzt eine  Klasse  aus  O bervorbriugt.  Daher  folgt  L"=rL. 

Setzt  man  M — m,  so  erhält  man  den  hesondern  io  den  Disq. 
arithm.  Art.  253.  betrachteten  Fall;  nämlich,  wenn  r die  Menge 
der  eigentlich  primitiven  Klassen  bedeutet,  welche  mit  einer  be- 
liebigen Klasse  der  Ordnung  O zusammengesetzt  eine  beliebige 
Klasse  derselben  Ordnung  hervorbringen,  so  beträgt  die  Menge 
aller  Klassen  der  OrdnungOdenrtenTheil  von  der  Menge  aller  Klassen 
der  eigentlich  primitiven  Ordnung.  Die  Zahl  r kann  man  für  jede 
Determinante  nach  dem  Vorhergehenden  bestimmen,  folglich  lässt 
sich  die  Menge  der  Klassen  in  jeder  Ordnung  finden,  wenn  man 
die  .Menge  der  eigentlich  primitiven  Klassen  kennt. 

Versucht  man  z.  B.  die  Menge  der  Klassen  iu  der  uneigeot- 
lich  primit.  Ordnung  zu  bestimmen,  so  findet  man  nach  9.  zunächst 

(ot=2,  £7=;-,  ~ zu  setzen)  p.~l  oder  3,  jenachdem  D~  t oder 

5 (mod.  8)  ist;  daher  r=l  im  ersten  Falle.  Im  anderen  Falle 
ist  bei  negativer  Determinante  r = 3,  ausgenommen  D— — 3,  wo 

r=jp=:l  ist.  Wenn  endlich  D~ 5 (mod.  8.)  und  positiv,  so 

hat  man  e=l,  3,  also  r=3,  1 resp.,  jenachdem  die  kleinsten 
Wurzeln  der  Gleichung  xx—Dyy  — i gerade,  oder  ungerade  sind. 
Hieraus  folgt: 

Bezeichnet  man  die  Menge  der  Klassen  in  der  eigentlich  pri- 
mitiven Ordnung  durch  L,  die  iu  der  uueigentlicb  primitiven,  Ord- 
nuug  durch  L',  so  ist  L'  = L,  wenn  D~1  (mod.  8.);  oder  wenn 
li  — — 3;  oder  wenn  D positiv,  =5  (mod.  8.)  und  die  kleinsten 
Wurzeln  der  Gleichung  xx — Üyy-=A  ungerade  sind.  Dagegen  ist 

L'  = ;j  L in  allen  übrigen  Fällen.  *) 

19.  Die  Theorie  der  Zerlegung  der  quadratischen  Formen,  welche 
wir  hier  milgetheilt  haben,  ist  völlig  allgemein.  In  den  Disq. 
Arithm.  wird  nur  der  specielle  Fall  zur  Sprache  gebracht,  wo  die 
gegebenen  Formen  aus  derselben  Ordnung  sind,  und  dieser 
wiederum  auf  einen  noch  einfachem  Fall  zurückgefübrt  (cf.  art.  231). 
Hierauf  wendet  sich  Gauss  zur  Auflösung  der  Aufgabe:  „Die 
sämnitlichen  eigentlich  primitiven  Klassen  zu  bestimmen,  welche 
mit  der  einfachsten  Form  einer  Ordnung  zusammengesetzt,  diese 
F'orm  seihst  geben,  und  findet  zunächst  eine  endliche  Menge  von 
Formen,  welche  in  Bezug  auf  diesen  besondern  Fall  mit  unseren 
Formen  im  Complex  <n  Übereinkommen.  Was  endlich  die  Classi- 
fication dieser  Formen  betrifft,  so  wird  art.  256.  V7.  gezeigt,  dass 
sie  in  verschiedene  Klassen  gehören  bei  negativer  und  quadrati- 
scher Determinante,  ausgenommen 


•)  Die  uueigentlicb  primitive  Ordnung  esiatirt  nur,  wenn  /?=•! 
(mod.  4.)  ist. 
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und  uh  ne  Beweis  angemerkt,  dass  im  ersten  dieser  Ausnahme- 
lille immer  je  zwei,  im  andern  immer  je  drei  Formen  eine  Klasse 
bilden.  Die  positive  Determinante  betreffend  sagt  Gauss*):  „Pro 
caxutertio  autem,  ubiDestnumerus positivus,  non  quadratus,  regulam 
generalem  pro  comparanda  multitudiue  formarum  pr.  primit.  in 
f,  V,  cum  multitudine  classium  diversarum  iude  resul- 

tautium  hucusque  non  habemus.  Id  quidcm  asserere  possumus, 
banc  vel  illi  aequalem,  vel  ipsius  partein  aliquotam  esse;  quin 
rtiam  neiuni  singulärem  inter  quotientem  Imrurn  numerorum  et 
valores  minimos  ipsorum  t,u  aequationi  U — Duu—A.l  satisfucien- 
le*  deteximus , quem  hic  explicare  nimis  prolixum  foret ; an  vero 
poMibile  sit,  illum  quotientem  in  oiunibus  ca«ibus  ex  sola  inspe- 
etione  numerorum  U,  d cognoscere,  de  hat  re  nihil  ccrti  pro- 
nuociare  possumus.“ 

Der  unbekannte  Quotient,  von  welchem  hier  die  Rede,  ist 
die  im  Vorhergehenden  mit  e bezeichnete  Zahl , deren  Bestim- 
mung lediglich  darauf  zurückkommt,  das  erste  durch  m theilbare 
Glied  der  Progression  »/,  , y2 , yit...  zu  ermitteln.  Es  scheint,  als 
"eon  Gauss  mit  dem  Ausdruck  „ncxus  singularis“  diese  Bezie- 
hung der  Zahl  e zu  den  Wurzeln  der  Gleichung  xx  — \yy=\, 
oder  xx — Xyy=4  nicht  gemeint  haben  kann;  denn  sonst  würde 
er  nicht  gesagt  haben:  „regulam  generalem  non  habemus.“ 

30.  Da  man  bei  den  vorhergehenden  Untersuchungen  die 
kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  xx — l)yy  — i kennen  muss,  und 
dieselbe  in  der  Zahlentheorie  überhaupt  von  mannichfächem  Nutzen 
**in  kann,  so  mag  darüber  noch  einiges  beigebracht  werden,  wo- 
bei wir  auch  die  Gleichung  xx — I)yy  = — 4 berücksichtigen.**) 

Die  Gleichung  xx  — Duy  = ±4  gestattet  zunächst  eine  Rc- 
duction  auf  die  einfachere  Gleichung  x.x—tyyy=±\,  für  welche  be- 
reits Tafeln  vorhanden  sind,  in  folgenden  Fällen. 

Wenn  0 (mod.  4.),  und  t,u  alle  Werthe  der  Gleichung 
K-jZ).iib=±1 

bedeuten,  so  sind  x=it,  y—u  alle  Werthe  der  Gleichung 
xx—Dyy  = ± 4. 

In  den  Fallen  D=  2 oder  3 (mod.  4.),  Z>=1  (mod.  8.)  können 
* und  y nur  beide  gerade  sein,  und  x—2t,  y='2u  sind  alle 
"erthe  der  Gleichung 


*)  pag.  398. 

**)  D ist  positiv  und  nie lit  quadratisch  ■ 
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xx—  Dyy=z±  4, 

weno  t,  u alle  Werthe  der  Gleichung 
tt  — Dun  = ± 1 

bedeuten. 

Es  bleibt  also  nur  der  Fall  Z)=  5 (mnd.  8.)  übrig.  Alle  De- 
terminanten D von  der  Form  8n-F5  zerfallen  in  zwei  Klasse» 
In  d ie  eine  gehören  diejenigen,  lür  welche  die  kleinsten  Wurzeln 
der  Gleichung 


xx— %y=±4 

doppelt  so  gross  als  die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 
tt — Duh=±  1 

sind  (wenn  die  letztere  Gleichung  für  das  untere  Zeichen  über- 
haupt lösbar  ist) ; in  der  andern  Klasse  sind  diejenigen  Deter- 
minanten, für  welche  die  Gleichung 

xx  — üyy  — ±i 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist.  Zwischen  5 und  1005  giebt 
es  126  Werthe  />=8n+5,  von  denen  die  folgenden  32  von  der 
ersten  Art  sind:  37,  101 . J4I,  189,  197  , 269  , 325  , 333  , 349,373, 
381,  389  , 397  , 405  , 485  , 557  , 573  , 677  , 701,  709  , 757  , 781,  813, 
829,  877,  885,  901,  909,  925,  933,  973,  997. 

Um  zu  entscheiden,  ob  die  Gleichung 

xx  — Dyy  — ±i 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  oder  nicht,  verwandelt  mau 
V D in  einen  Kettenbruch.  Findet  sich  kein  vollständiger  Qao- 
tient  mit  dem  Nenner  4,  so  ist  die  Gleichung  nach  einem  bekann- 
ten Theorem,  vorausgesetzt,  dass  /)">  16,  in  relativen  Primzahleo 
nicht  lösbar.  Findet  sich  der  Nenner  4,  so  merke  man  Folgend« 

1)  Wenn  die  ungeraden  Werthe  x , y die  Gleichung 
xx — Dyy=  — 4 


befriedigen , so  ist 

(xx  + 2)a  - D (xy)*=  = + 4 , 

wo  xx  -2,  xy  ebenfalls  ungerade  sind,  d.  h.  wenn  die  Gleichung 
xx — Dyy—  — 4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar,  so  ist  auch 
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XA-j)rr=  + 4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar. 

2)  Sind  x , y die  kleinsten  positiven  Werthe  der  ersten 
bleicnung,  so  wird  behauptet,  dass  A’ = xx  4-  2 , Y=xy  die 
kleinsten  positiven  Werthe  der  anderen  Gleichung  sein  werden. 

Wäre  dies  nicht  der  Kall,  so  bezeichne  man  die  kleinsten 
(positiven)  Werthe  der  Gleichung 

ff — Duu  — + 4 

durch  f,  u , so  dass  also  f<  X,  m<  Fist.  Die  Multiplicalion 
der  Gleichungen 


xx  — Dyy  = — 4 , 
ff  — Duu  = + 4 

giebt 

M — s— ^ ganze  Zalilen  »ein  iierden , da  x und  ,, 

ebenso  t und  u,  beide  gerade,  oder  beide  ungerade  sind.  Die 
1 l JC 

Zahl  ^ (fy — izr)  ist  positiv,  da  - offenbar  > — . Die  andere  Zahl 

I “ V 

tx—Duy ) anlangend,  nehme  man  zuvörderst  an,  dass  ;/>u  sei- 

Demnach  folgt  durch  Multiplication  der  Gleichungen 
zx=Dyy—i,  tt—  Duh  + 4 , (kr)1  — (Duy)*=i(Dyy—Duu — 4) , 

4 

welcher  Werth  positiv  sein  muss,  indem  y»/  — un>  ist,  folglich 
h-Ihiy  > 0.  Setzen  wir  also 

‘J (tx—Duy)  — T,  ty  — ux)=V ; 

so  sind  7\  V positive  Zahlen . welche  der  Gleichung 

TT-I)UÜ=  — i 

genügen,  mithin  nicht  kleiner  sein  können  als  x,  y resp.  Nun 
erhält  man  mit  Hülfe  der  vorhergehenden  Relationen  aus  der 
Gleichung 

ff— Duu=+4,  Ar  — Tt  f D Vu,  2 y—Tu+Ut, 
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folglich 


2y~xv+yt,  (2 —t)y^xu, 

und  dies  ist  unmöglich,  da  die  Werthe  t=2,  u=0  ausgeschlos- 
sen sind,  und  t nicht  kleiner  als  2 sein  kann. 

Hieraus  folgt  u^y , <>x.  Nachdem  dies  bewiesen  wordeo, 
hat  man 

( Duy)*  — ( tr)* = 4(  Duu  — Dyy  + 4) , 


folglich 

Duy-tx>  0,  T=\(Duy-tx),  U=\(ty-ux) 

positive  ganze  Zahlen,  welche  die  Gleichung 
TT — DUU= — 4 

befriedigen,  also  nicht  kleiner  sein  können  als  x,  y resp.  Es 
folgt  ferner 

2t=Tx  + DUy, 

2«  = Ty  -f  Ux; 

mithin 

2<^ xx  + Dyy , 2k yxy  + yx, 

d.  h.  t^xx f 2,  Uyxy,  was  der  obigen  Annahme  wider- 
spricht. Wir  schliessen  also , dass  X = xx  +2,  Y—xy  die 
kleinsten  Werthe  der  Gleichuug 

xx  — Dyy—  + 4 


sind. 

3)  Vorausgesetzt,  dass  in  der  Entwickelung  von  VD  ein 
vollständiger  Quotient  mit  dem  Nenner  4 vorkonnut,  setze  man 
dieselbe  soweit  fort,  bis  dieser  Nenner  zum  erstenmal  er- 
scheint, und  berechne  den  vorletzten  Näherungsbruch  Es  lässt 

sich  sogleich  erkennen,  ob  pp—Dqq=  + 4,  oder  pp—Dqq =— 1 
ist.  Trifft  der  erste  Fall  ein,  so  sind  x—p.  y—q  die  kleinsten 
positiven  Wertbe  der  Gleichung 

xx~  Dyy—  + 4, 
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und  man  kann  sicher  schliessen,  dass  die  Gleichung 
xx  — Dyy  — — 4 

in  angeraden  Zahlen  nicht  lösbar  ist;  denn  wäre  dies  der  Fall, 
so  müssten  ihre  kleinsten  Wurzeln  p',  </'  offenbar  > als  resp.  p, 
g sein,  was  wegen  p=p'p‘- 1-2,  r/— p’q ‘ (vergl.  2))  unmöglich  ist. 
— Findet  sich  aber  pp — Dqq  = — 4.  so  sind  x = p,  y — q die 
kleinsten  (positiven)  Werthe  der  Gleichung 

xx—Dyy=—  4; 


die  Gleichung 

xx — Dyy  — -J-4 

ist  dann  ebenfalls  in  relativen  Primzahlen  lösbar,  und  x—pp\1, 
y—pq  ihre  kleinsten  Wurzeln. 

Nach  diesen  Principien  ist  die  dieser  Abhandlung  beigefÖgte 
Tafel  berechnet.  Man  findet  in  der  ersten  Columne  alle  Zahlen 
D von  der  Form  tbi-|-5  zwischen  5 und  1005  mit  Ausnahme  der 
32  vorhin  aufgestcllten  Werthe , für  welche  keine  Auflösung  in 
ungeraden  Zahlen  möglich  ist.  In  der  zweiten  Columne  stehen 
die  kleinsten  positiven  Wurzeln,  welche  sich  auf  die  Gleichung 

xx  — Dyy — — 4 

beziehen,  sobald  D mit  dem  Zeichen  * versehen  ist,  in  den  übri- 
gen Fällen  der  Gleichung 

xx — Dyy  = -f  4 


genügen. 

4)  Mehrerer  Vollständigkeit  wegen  bemerke  ich  noch  Folgen- 
des. Wenn  die  Determinante  das  Zeichen  * nicht  fuhrt,  die 
Gleichung 

xx—  Dyy—— 4 

also  in  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  ist , so  lässt  die  Gleichung 
U — Dvu=- 1 

keine  Auflösung  zu,  ist  also  xx  — Dyy=  — 4 überhaupt  nicht  lös- 
bar. Denn  die  Multiplication  der  Gleichungen 

xx — Dyy  — -|-  4,  tt — Duu  — — 1 

gäbe 


(Ix  4-  Duy)*—D(ty  4-  ««)*  = — 4, 

wo  tx  + Duy,  ty  + vx  offenbar  ungerade  Zahlen  waren,  welche 
der  Gleichung 
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xx—Dyy  — —X 

nach  der  Voraussetzung  nicht  genügen  können.  — Wenn  die  De- 
terminante das  Zeichen  * führt , die  Gleichung 

xx  - Dyy=—1 

also  in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  so  lässt  die  Gleichung 


tt  — Ihm = — 1 

Auflösungen  zu,  ist  die  vorhergehende  Gleichung  also  auch  io 
geraden  Zahlen  lösbar. 

Um  das  letztere  zu  erweisen,  bemerke  ich  zuvörderst,  dass 
in  der  Entwickelung  von  \/JJ  der  Nenner  4 höchstens  in  zwei 
vollständigen  Quotienten  Vorkommen  kann.  In  der  That,  es  sei 

ein  vollständiger  Quotient,  welchem  — - -y„ vorher- 

geht; dann  ist  bekanntlich 

4 N'=D-JJ,  VD—4<J<VD, 

daher,  wenn  wir  die  grösste  in  VD  enthaltene  ganze  Zahl  durch 
a bezeichnen,  J gleich  einer  der  Zahlen  a — 3,  a — ‘2,  a— 1,  a; 
von  diesen  vier  VVerthen  werden  aber  nur  zwei  so  beschaffen 
sein,  dass  D — JJ  durch  4 theilhar  ist,  wie  es  nach  der  ersten 
Gleichung  sein  soll,  nämlich  die  Wertbe  J = a,  a — 2,  oder  die 
Werthe  J —a — 1,  ri—  3,  jenachdem  a ungerade,  oder  gerade  ist, 
folglich  können  in  einer  Periode  (welche  nicht  zwei  identisch« 
vollständige  Quotienten  enthalten  kann)  nicht  mehr  als  zwei  voll- 
ständige Quotienten  mit  dem  Nenner  4 Vorkommen. 

Wäre  nun  die  Gleichung 

tl—Duu  = - I 

nicht  lösbar,  so  müsste  die  Periode  des  Rettenbruchs  von  VD 
bekanntlich  geradgliedrig  sein,  und  wenn  wir  die  aufeinanderfol- 
genden vollständigen  Quotienten  mit  dem  Nenner  4 in  der  unend 
liehen  Entwickelung  von  VD  durch 

VD+J  + VD\J"  VD+J"’ 

4 ' 4 ’ 4 ’ 4 f 

bezeichnen,  so  erhellt  leicht,  dass  die  denselben  vorangehenden 
Näherungsbriiche  sämmtlich  die  Gleichung 

xx  — I>yy  — — 4 

lösen  würden,  woraus  folgt,  dass  die  Gleichung 
xx  — l>yy—  + 4 

iu  relativen  Primzahlen  nicht  lösbar  wäre,  gegen  I). 
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5)  Ist  die  Gleichung 

• xx—  Dyy=  + 4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar,  sind  x,  y die  kleinsten  Wurzeln, 
und  macht  man 

x"=xx-  2,  y"=xy-,  x"'=xxa  — x,  xf=xy"—y; 
s«  sind  (17.)  xm,  xf"  die  kleinsten  geraden  Wurzeln  dieser 
Gleichung,  folglich  ^ kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 

xx-dyy=+i. 

Man  findet 

x”=ixs—3x,  y"'—l)ya+ 3y. 

Wenn  also  die  Gleichung 

xx—  Dyy=  + 4 

in  ungeraden  Zahlen  lösbar  ist,  so  müssen  die  kleinsten  Wurzeln 
den  cubischen  Gleichungen 

x3— 3x — 22f==0, 


ßy3  + 3y-2Y=0 

f 

eraügen,  wo  X , Y die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 
XX-DYY—l 

Meuten.  Die  cardanische  Formel  giebt  folgende  Werthe: 
x=V(X  + YVD)  + V(X-  YyD), 


a /Y  X ,I\  . s fY  X 1\ 

v=v{d  + dvd)  + V(jÖ~\ÖVI)); 


«eiche  unter  einer  irrationalen  Form  erscheinen.  Dieses  Umstan- 
des wegen  hat  man  x und  y durch  eine  andere  Betrachtung  aus- 
nunittem. 

Die  Gleichung 

x3  — — 2X — 0 


hat  nur  eine  reelle  Wurzel,  von  der  wir  schon  wissen,  dass  sie 
eine  ganze  Zahl  sein  muss.  Die  Funktion  x*—Zx — 2X  wird  ne- 
gativ für  z=v2A'.  Ich  behaupte  ferner,  dass  sie  für  j=V‘2A-fl 
positiv  wird.  Für  diesen  Werth  findet  man  nämlich 

x3-3x-2X- 3(V2Ä)*  - 2, 

Tbtil  XVI.  3i 
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welcher  Ausdruck  positiv  ist.  Setzen  wir  also  V2 X—a — t,  wo 
t einen  positiven  ächten  Bruch  bedeutet,  so  liegt  « zwischen  a—i 
und  a — f-f  l,  folglich  x—a- 

Uie  andere  Gleichung  betreffend  , wird  die  Funktion 

f(y)  rs  Dy*  + 3y — 2 F 

j 2 Y 3 2 F 

positiv  für  y—  V jj  • Für  j/— V'g'  — 1 wird  sie  negativ;  denn 
liir  diesen  Werth  kommt 

s oy  3 or 

f(y)  — — O — 3(t/-g  — 1 ) (Dy  -jj  1)> 

■ 3 2F 

welcher  Ausdruck  negativ  ist,  sobald  V ~ß — 1 positiv.  Ist  aber 

3 9 y , 

V-jj  — 1 negativ,  d.  h.  der  angenommene  Werth  von  y negatir, 

so  erhellet  von  selbst,  dass  Dy*  -f- 3y— 2 F < 0 ist.  Die  Funktion 
Dy*  + 3y  — 2F 

muss  also  zwischen  den  Werthen 


3 2F  3 2F  , 

y=vzr’  V==v  d_1 


3 2 F 


verschwinden;  und  wenn  wir  V jy — d + 1 setzen,  wo  t ein  po- 
sitiver ächten  Bruch,  so  erhellet,  dass  y = 6 sein  muss. 


Daher  folgt:  Wenn  die  Gleichung 
xx  — Uyy  = + 4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar  ist,  so  findet  man  ihre 
kleinsten  Wurzeln  x,  y,  indem  man  für  x die  nächste 

ganze  Zahl  an  y2X  über  dieser  Grösse,  ffir  y di* 

3 2F 

nächste  ganze  Zahl  an  V unter  dieser  Gr3s** 
nimmt,  wo  X,  Y die  kleinsten  Werthe  der  Gleichung 

I 

XX~DYY=  + 1 


bedeuten. 

fi)  Umgekehrt,  wenn  die  Wurzeln  der  kubischen 
Gleichungen 

«3-3«-2A=0,  ZV+3y-2F=0 
beide  ganze  Zahlen  sind,  so  ist  die  Gleichung 
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xx—Dyy=+4 

in  relativen  Primzahlen  lösbar. 

Denn  berechnet  man  den  Ausdruck  xx  — Dyy  mit  Hülfe  der 
in  S)  gefundenen  Werthe  von  x und  y,  so  erhäft  man  xx  — Dyy 
= + 4,  beachtend,  dass  XX—  DYY=-\- 1 ist. 

Eine  ähnliche  Beziehung  findet  zwischen  den  kleinsten  Wur- 
zeln der  Gleichungen 

xx  — Dyy  = — 4 , XX-DYY=-  I 

statt,  deren  Auffindung  wir  dem  Leser  überlassen. 

Da  nun  Legendre  eine  Tafel  der  kleinsten  Werthe  der 
Gleichung 

xx — Dyy  = 1 , 

oder  der  Gleichung 


xx  - Dyy = — 1 

segelten  bat,  so  würde  sich  die  Berechnung  unserer  Tafel  nach 
dem  vorhergehenden  Theorem  auf  eine  blosse  Kuhikwurzelauszie- 
huns  reduciren.  Da  ich  aber  erst  nach  der  Berechnung  der  Tafel 
auf  diese  Methode  verfiel,  so  blieb  nur  übrig,  nach  derselben  die 
srhoa  berechnete  Tafel  zu  revidircn,  was  mit  möglichster  Sorg- 
falt geschehen  ist.*) 

Z.  B.  Die  Gleichung 


XX  — 501  FT=  + 1 
hat  die  kleinsten  Wurzeln 


1=11242731902975,  Y =5022882 18432  (Legendre’s  Tafel). 
Nun  ist 


> o y a 2K 

V2*=28224  + -ß  =2005142628  + ...,  V 7,  =1261  + .... ; 

folglich  *=28225,  y — 1261  die  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung 
— 50lyy=4. 


')  Mit  Hälfe  von  Kubiktafeln  lassen  sich  sclhsl  ans  sehr  grossen 
Wahlen  die  Kubikwurzeln  mit  Leichtigkeit  ansziehen. 
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der  kleinsten  Wurzeln  der  Gleichung  xx — Dt/y^±\ 
für  die  Werthe  von  Z)  = 8n+5  zwischen  5 und  1005,  bei 
welchen  die  Gleichung  in  relativen  Primzahlen  lösbar 

ist. 


D 

*\y 

D 

*\y 

D 

*5 

l;  l 

133 

173; 15 

*277-' 

2613;  157 

*13 

3;1 

*149 

61  ;5 

2® 

17;  1 

21 

5;  1 

*157 

213; 17 

*293 

17 ; 1 

*29 

5;1 

165 

13 ; 1 

■301 

22745;  1311 

45 

7;1 

*173 

13;  1 

309 

5045; 287 

*53 

7;1 

*181 

1305; 97 

*317 

89;5 

*61 

39;  5 

43;  3 

341 

277;  15 

69 

25;  3 

213 

73  ;5 

357 

19 ; 1 

77 

9;l 

221 

15;  1 

*365 

19 ; 1 

*85 

9;  1 

*229 

15;  1 

61  ;3 

93 

29  ;3 

237 

77:5 

444939;21685 

*109 

261; 25 

245 

47;  3 

429 

145;  7 

117 

11 } 1 

253 

1861; 117 

437 

21;  1 

*125 

11 ; 1 

261 

727;45 

*445 

21  ;1 

Digitized  by  Google 


477 


D 

*-,y 

D 

453 

149;  7 

589 

4359377; 179625 

*461 

365; 17 

597 

9749; 399 

469 

65  ;3 

605 

123  ;5 

477 

2599; 119 

*613 

98763; 3989 

*493 

111  ;5 

621 

25;  1 

501 

28225; 1261 

*629 

25 ; 1 

*509 

925;  41 

637 

14159;561 

517 

10573; 465 

645 

127  ;5 

525 

23;1 

*653 

1651;  65 

*533 

23;  1 

*661 

1789539; 69605 

*541 

13964-25;  60037 

669 

305285;  11803 

549 

1523;  65 

*685 

759; 29 

*565 

309; 13 

693 

79;  3 

581 

6725 ;279 

717 

241;  9 

725 

27;  1 

893 

2301 ;77 

*733, 

27;l 

917 

1181 ;39 

741 

245;« 

*941 

1135;37 

749 

12945  ;473 

*949 

32685; 1061 

'65 

83;3 

957 

31 ; I 

*773 

139  ;5 

*965 

31 ; 1 

789 

31825; 1133 

981 

68123,2175 
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D 

D 

*■1 

*797 

367; 13 

989 

103245:3283 

«05 

1447 ; 51 

1005 

1807; 57 

•821 

16189; 566 

Finia. 

837 

29;  1 

*815 

29;  1 

*853 

27483;  911 

861 

1027 ;35 

869 

49377; 1675 

* 
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Miscellen. 


ln  einem  älteren  englischen  Schifffahrtslehrbuche,  nämlich  in 
The  complete  Navigator.  By  Andrew  Mackay.  London. 
1804.,  finde  ich  folgenden  Beweis  des  bekannten  trigonometri- 
schen Satzes,  dass  die  Summe  zweier  Seiten  eines  ebenen  Drei- 
ecks sich  zu  deren  Differenz  verhält,  wie  die  Tangente  der  halben 
Somme  der  Gegenwinkel  zu  der  Tangente  der  halben  Differenz 
dieser  Winkel,  der  wenigstens  mir  neu  gewesen  ist,  und,  weil 
er  wohl  auch  noch  manchem  anderen  Leser  dieser  Zeitschrift 
unbekannt  sein  dürfte,  deshalb  hier  mitgetheilt  werden  soll. 

In  Taf.  XI.  Fig.  11  . sei  ABC  das  gegebene  Dreieck,  und 
von  den  beiden  Seiten  AB  und  AC  sei  AB  die  grössere.  Man 
verlängere  AC  über  A hinaus  und  mache  AD=AB,  ziehe  BD, 
mache  AE=AC,  und  ziehe  CE,  welche,  verlängert,  BD  in  F 
schneidet.  Nun  ist  die  Summe  der  gleichen  Winkel  ACE  und 
AEC  der  Summe  der  beiden  Winkel  ACB  und  ABC  gleich, 
also  ist 

^ DCF=  \(AACB  + AABC), 

and  daher 

ABCF=zAACB—\(AACB+  AABC), 

d.  1. 

^ BCF=^(AACB - A ABC) : 

Nun  ist  aber 
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Z BEF—  Z AEC=  Z DCF , 

^EBF=Z.CDF 

Also  sind  die  Dreiecke  CDF  und  BEF  einander  ähnlich , and  es 
ist  folglich  auch 


Z CF D = Z CFB , 

d.  h.  CF  steht  auf  BD  senkrecht.  Wegen  der  Acbulicbkeit  der 
beiden  Dreiecke  CDF  und  BEF  ist  aber 

CD:BE  = DF-.BF , 

oder  nach  der  Construction 


AB\AC  AB- AC  = ^-^, 


d.  i. 


AB+AC:  AB—  AC—tmi’DCF  •.XangBCF , 

also  nach  dem  Obigen: 

AB+  AGAB-AC 

=tang  ~(ZACB+  Z A BC) : tang  ^ (ZACÄ—  AABC), 

welches  der  zu  beweisende  Satz  ist. 

Mir  scheint  diese  Beweisart  sehr  einfach  zu  sein,  and  ist 
deshalb  von  mir  hier  mitgetheilt  worden.  G. 


Digitized  by  Google 


Ei  VII. 

Literarischer  Bericht 


(beschichte  der  Mathematik« 

In  dem  Journal  den  Sarantn.  Fdvrier.  1850.  findet  nich  ein 
Maau  den  trefflichen  hochbejahrten  Biot,  der  in  no  hohem  Grade  inte' 
tuant  int,  dann  ich  nicht  unterlaane»  darf,  diene  Nummer  den  Literar, 
Berichte  zu  benutzen,  dennelbcn  den  Lcaern  den  Archive  ganz  initzn- 
theilen , und  bin  vcrnichert,  mir  dadurch  einigen  Dank  zu  verdienen. 

G. 


Une  anecdote  relative  a M.  Laplace. 

La  4 l’Academie  fra nt,' ai.se , dans  sa  seance  particuliere  du 
5 fevrier  1850,  par  M.  J.  B.  Biot. 

Messieurs, 

Quand  un  homme  d’ordre  s’appr£te  4 partir  pour  un 
grand  voyage,  il  met  ses  affaires  en  regle,  et  prend  soin 
d’acquitter  toutes  les  dettes  qu’il  peut  avoir  contractees. 
Voilä  pourquoi  je  vais  vous  raconter  commfent,  il  y a quel- 
ques cinquante  ans,  un  de  nos  savants  les  plus  illustres  ac- 
cueillit  et  encouragea  un  jeune  debutant,  qui  etait  venu  lui 
montrer  ses  preraiers  essais. 

Ce  jeune  debutant,  c’etait  moi,  ne  vous  d^plaise.  Notez, 
pour  excuser  l’epith^te,  que  ceci  remonte  au  mois  de  bru- 
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mairc  nn  VIII  de  la  Republiqtie  frnnyni.se,  I«  edition.  Quel- 
ques mois  plus  tard,  on  nie  tit  l’insigne  honneur  de  me  nom- 
nier  associe  de  I’InsTimt  national;  mais,  ä cette  date,  et 
surtout  ä l’epoque  uh  peu  anterieure  oü  mon  recit  com- 
mence,  je  me  trouvais  completemeut  iiiconnu.  J’etais  alors 
un  tout  petit  professeur  de  mnthematiques, , a l’Ecole  cen- 
trale de  Beauvais.  Sorti  nouvelleiuent  de  l’Ecole  polytech- 
nique,  j’avais  beaucoup  de  zele  et  peu  de  Science.  Dans 
ce  temps-lä , on  ne  demandait  guere  aux  jeunes  geiis  que  de 
l’ardeur.  J’etais  passionne  pour  la  geometrie  et  pour  beau- 
coup de  choses.  La  fortnne,  plutöt  que  la  raison,  me  pre- 
serva  de  ceder  ä des  goüts  trop  divers.  Fixe,  des  lors,  par 
les  nocuds  lcs  plus  doux,  ä l’interieur  de  la  famille  qui 
m'avait  adopte,  lieureux  du  present,  comptant  sur  l’avenir, 
je  ne  songeais  qu’ä  suivre,  nvec  Helices,  les  penchants  de 
inon  esprit  vers  tontes  sortes  d’etudes  scientitiques;  et  ä faire, 
par  plaisir,  ce  cjue  l’interfit  de  ina  carrierd  m’aurait  prescrit 
comme  un  devoir.  J’avais  surtout  une  nmbitiou  demesore* 
de  penetrer  dans  les  liautes  reginns  des  mathemr.tiques,  oh 
l’on  decouvre  les  lois  du  ciel.  Mais  ces  grandes  theories, 
encore  eparses  dans  les  collections  academiques,  n’etaient 
presque  abordables  que  pour  le  petit  noinbre  d’homnies  su- 
pdrieurs  qui  avaient  concouru  h les  etablir;  et  s’y  lancer 
sans  guide,  sur  leurs  traces,  c’etait  une  entreprise  oü  l’os 
avait  toute  chance  de  s’egnrer  pendant  bien  du  temps  avant 
de  les  rejoindre.  Je  savais  que  M.  Laplace  trevaillait  a 
rdnnir  ce  mnguiliqne  ensemble  de  ddcouvertes,  dans  l’eu- 
vrnge  qu’il  a tres-justement  appelc:  la  Mecanüpie  ciletle. 
Le  prcmier  volume  etait  sous  presse;  les  autres  suivraieut, 
ä de  bien  longs  intervalles,  au  gre  de  mes  desirs.  Une  de- 
marche,  qui  pouvait  paraitre  fort  risquee,  m’ouvrit  un  acces 
privilegie  dans  ce  sanctuaire  du  genie.  J’osai  ecrire  directe- 
ment  ä l’illustre  auteur,  pour  le  prier  de  pennettre  que  so» 
libraire  m’envoydt  les  feuilles  de  son  livre,  ä mesure  qu’el- 
les  s’imprimaient.  M.  Laplace  me  repondit,  nvec  autaut  de 
ceremonie  que  si  j’eusse  ete  uu  savant  veritable.  Toutefo», 
en  fin  de  comptc,  il  ecartnit  ma  demandc,  ne  voulant  pas, 
disait-il,  que  son  ouvrage  füt  nreseute  au  public  avant  d'ftre 
terminej  afm  qu'on  le  jnge&t  d’apres  son  ensemble.  Ce  de- 
clinatoirc  poli,  etait  sans  doute  lies -obligeant  dans  ses  foe 
mes.  Mais,  au  fond,  il  accommodait  mal  mon  aiTaire.  Je 
ue  voulus  pas  l’accepter  sans  appel.  Je  recrivis  immediate- 
ment  ä M.  Laplace,  pour  lui  representer  qu’il  me  faisait 
beaucoup  plus  d’honneur  que  je  n'en  meritais,  et  que  je 
n’en  desirais.  Je  ne  suis  pas,  lui  disais-je,  du  public  qui 
juge,  mais  du  public  qui  etudie  J’ajoutais  que,  voulant 
suivre  et  refaire  tous  les  calculs  en  entier  pour  mon  instru- 
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clion,  je  pourrais,  s’il  se  remlait  ü ma  priürfc,  decouvrir  et 
sigualer  les  fautes  d’iin  pression  qui  s'y  seraieut  glissees.  Ma 
respectueuse  lnsistnuce  desnrma  sa  reserve.  11  m’envoya  ton- 
les les  feuilles  dejü  imprimees.  eu  y joiguaut  uoe  lettre 
diarmauie.  rette  fois  nulleiuent  ceremonieuse,  inais  remplie 
des  plus  vifs  et  des  plus  precieux  eucourageineuts.  Je  ii’ai 
pas  besoin  de  dire  avec  quelle  ardcur  je  devorai  ce  tresor. 
Je  pouvais  bien  in’appiiquer  la  raaxime:  violcnli  rapiunt  illud. 
Depuis.  cliaque  fois  que  j'allais  ä Paris,  j’apportais  nioti 
Iravail  de  revision  typographique,  et  jo  le  prcsentais  per- 
Muinellemeut  ä M.  Laplace.  II  l'aecueillait  toujours  avec 
boote,  lexaminait,  le  discutait;  et  cela  nie  donnait  i’occa- 
>ion  de  lui  snumettre  les  diflicultes  qui  arrötaient  trop  sou- 
veot  ma  faibiesse.  Üa  coudesceudanee  a les  lever  etait  saus 
bornes.  Mais  lui- meine  ne  pouvait  pas  toujours  le  faire, 
»ans  y donner  une  attention  quelquefois  assez  lougue.  Cela 
arrivait  d'ordinaire  mix  endroits,  oü,  pour  s’cparguer  des 
details  d'exposition  trop  eteudus,  il  avait  einploye  la  for- 
mule expeditive:  il  est  aisc  de  voir.  La  chose,  en  effet, 
avait  paru,  dans  le  nioment,  trcs-clnire  ä ses  yeux.  Mais 
eile  oe  l’etait  pas  toujours,  menie  pour  lui,  ä quelque  temps 
de  lä.  Alors,  si  vous  lui  en  demnndiez  l’explicatiou,  il  la 
cherchait  patiemment,  par  diverses  voies,  pour  son  compte 
comme  pour  le  vötre;  et  c’etait  lä,  saus  doute,  le  plus  in- 
structif  des  coninieutaires,  Une  fois,  je  le  vis  passer  ainsi 
l>res  d’une  heure,  ä tächer  de  ressaisir  la  cbalne  de  raison- 
nements  qu’il  avait  cachee  sous  ce  mysterieux  Symbole:  il 
ul  aise  de  voir.  On  doit  dire,  ä sa  decharge,  que  s'il  avait 
voolu  etre  completement  explicite,  son  ouvrage  aurait  du 
avoir  huit  ou  dix  volumes  in-4u  au  lieu  de  cinq;  et  peut- 
ttre,  n’aurait-il  pas  vecu  assez  de  temps  pour  l’achever. 

Tout  le  moude  comprendra  le  prix  que  devaient  avoir 
pour  un  jeune  lioinme  ces  Communications  familiäres  et  in- 
times, avec  tin  genie  si  puissant  et  si  etendu.  Mais  ce  que 
l’on  ne  saurait  bien  se  figurer,  ä moins  d’en  avoir  ete  l’ob- 
jet,  ce  snnt  les  sentiments  de  delicatesse  affectueuse,  et 
comme  paternelle,  dont  il  les  acconipagnnit.  Ceci  m’amene 
oaturcllement  ä l’anecdote  que  j’ai  voulu  raconter.  Car  eile 
en  offre  nn  exemple  aussi  parfait  que  rare. 

Peu  de  temps  apres  qu'il  m’eut  ete  permis  de  l’approcher, 
j’eusla  boune  fortuue  de  faire  un  pas,  qui  me  sembla  nouveau  et 
iniprevu,dans  uoepartiedes  mathematiques,  oü  l’ou  etait  ä peine 
entre  jusqu’alors.  J’avais  rcmarque,  dans  les  coinmentaires 
Je  Petersbourg,  une  classc  de  qiiestions  gcomctriques  fort 
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singuli&res , qu’Euler  avait  traitees  par  des  methodes  indi- 
rectes,  dans  nn  memoire  intitule:  De  insigni  promotione  me- 
thodi  tangentium  inversae.  II  s’etait  propose  aussi  une  que- 
stion  de  ce  gerne,  encore  plos  diflicile,  sur  laquelle  il  etait 
revenu  ä plusieurs  reprises  dans  les  slcta  eruditorum,  en  la 
resolvant  chaqne  fois  par  des  voies  differentes,  mais  too- 
jonrs  indirecternent.  La  singularite  de  ces  problemes  con- 
sistait  en  ce  qu'il  fallait  decouvnr  la  uature  d’une  courbe, 
d’apres’  certaines  relations  assignees.  dont  les  caract eres 
geometriques  etaient  d’ordres  dissemblables : les  unes  devant 
aVoir  lieu  entre  des  points  infiniment  voisins , les  autres  entre 
des  points  distants,  separes,  par  des  differences  finies  et 
donnees,  d’abscisses.  Or,  la  premiere  classe  de  conditions, 
relative  aux  points  voisins,  etaut  consideree  isolement,  soos 
le  point  de  vue  abstrait,  depend  du  calcul  differentiel  ordi- 
naire : la  deuxieme , relative  aux  points  distants,  depend  d’un 
autre  genre  de  calcul,  qui  s’adapte  specialement  aux  diffe- 
rences finies.  L’idee  me  vint  que,  pour  bien  faire,  il  fallait 
ecrire  d’abord  l’enonce  Complet  du  probleme  dans  le  lau* 
gage  analytique,  en  appliquant  a chacuue  de  ses  parties 
ieurs  symboles  propres.  Cela  conduirait  a an  genre 
d’equations,  dit,  aux  differences  melees , peu  etudie  jns- 
qu'alors,  qui  exprimerait  ainsi,  avec  une  entiere  ge- 
neralite,  l’ensemble  des  conditions  mixtes  auxquelles  o« 
devrait  satisfaire;  apres  quoi,  on  n’aurait  plus  qu’ä  se 
tirer,  comme  on  pourrait,  de  ce  dernier  pas.  La  realisatios 
de  cette  idee  surpassa  me«  esperances.  Toutes  les  questions 
de  ce  genre , qui  avaient  ete  traitees  indirecternent  par  Eder, 
et  par  fl’autres  geometres,  etant  exprimees  ainsi  en  sym- 
boles generaux,  se  resolvaieut  sans  difficulte,  comme  par 
enchantement.  Lorsque  j’eus  trouve  cette  clef  qui  les  ouvrait, 
i’apportai  mon  travail  ä Paris,  et  j’en  parlai  ä M.  Laplace. 
11  m’ecouta  avec  une  attention,  qui  me  sembla  nielee  de 
quelque  surprise.  11  ine  questionna  sur  la  naturc  de  mon 
procede,  sur  les  details  de  mes  Solutions.  Quand  il  m’ent 
examine  sur  tous  ces  points,  „Cela  me  parait  fort  bien, 
„dit-il,  venez  demain  matin  m’apporter  votre  memoire.  Je 
„serai  bien  aise  de  le  voir.“  On  comprend  que  je  fusexact 
au  rendez-vous.  II  parcourut  fort  attentivement  tout  mon 
manuscrit;  l’exposd  de  la  methode,  les  applications,  les  con- 
siderations  ulterieures  que  j’y  avais  annexees.  Puis,  il  me 
dit:  „Voilä  un  tres-bon  travail;  vous  avez  pris  la  verkable 
„voie  qu’il  faut  suivre  pour  rdsoudre  directement  ce  genre 
„de  questions.  Mai»  les  aper^us  que  vous  prcsentez,  ä la 
„fin,  sont  trop  eloignes.  N’allez  pas  au  delk  des  resultats 
„que  vous  avez  obtenus.  Vous  rencontreriez  probabletnenl 
„des  difficultes  plus  serienses  que  vous  ne  paraissez  le 
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„croire;  el  l’etat  actuel  de  l’aiialyse  pourrait  bien  ne  pas 
..vous  foornir  les  moyens  de  les  surmonter.“  Apres  m’ßtre 
defendu  quelque  temps,  car  jamais  il  ne  lui  est  arrive  d’in- 
terdire  aux  jeunes  gens  qui  l’approchaieut  la  liberte  d’une 
respectueuse  controverse,  je  cedai  a ses  eonseils,  et  je  rayai 
toute  cette  fin  hasardeuse.  „Corame  cela,  me  dil-il,  le  reste 
„sera  fort  bien.  Presentez  demain  votre  memoire  a la  classe 
„(on  appelait  nlors  ainsi  l’Academie):  et,  apres  ia  seance, 
„vous  reviendrez  dluer  avec  moi.  Mainteuant,  allons  dejeu- 
„ner.“  lei,  je  ne  craindrai  pas  de  placer  un  tableau  d’in- 
terieur,  qui  le  fera  voir  tel  qu’il  etait,  tel  qu’il  fut  toujours, 
daus  la  simplicite  de  ses  rapports  avec  les  jeunes  gens  qui 
avaient  le  bonbeur  de  l’approcher,  et  qui,  devenus  des  liom- 
mes,  sont  restes  groupes  autour  de  lut  pendaut  sa  longue 
carriere,  comme  autant  d’enfauts  adoptifs  de  sa  pensee. 
C’etait  dans  ces  instants  de  loisir,  apres  son  travail  du  ma- 
tin, qu’il  ainiait  le  plus  habituellement  ä nous  recevoir.  Le 
dejeuner  etait  d’une  simplicite  pythagorique:  du  lait,  du  cafe, 
des  fruits.  On  servait  dans  rappartement  de  Mm'  Laplace, 
laquelle,  alors  jeune  et  belle,  nous  accueiHait  tous  indistinc- 
teinent,  avec  la  bonte  d’une  ntere,  qui  aurait  pu  etre  notre  soeur. 
La,  on  pouvait  causer  de  Science  avec  lui  pendant  des  lieu- 
res.  Sa  conversatiou  bienveillaute  se  portait  tour  ä tour, 
sur  les  sujets  de  nos  etudes,  sur  le  progres  des  travaux 
que  nous  avions  coinntences,  sur  ceux  qu’il  desirait  nous 
voir  eutreprendre.  II  s’occupait  aussi  des  particularites  qui 
concernaient  notre  avenir;  s’iniormait  des  opportunites  qui 
pouvaient  nous  £tre  favorables;  et  nous  y servait  si  active- 
ment,  que  nous  n’avions  pas  besoin  d’y  songer  nous-mömes. 
Ln  retour  de  tout  cela,  il  ne  nous  demandait  que  du  zele, 
des  eflfrrts,  et  la  passion  du  travail.  Voilä  ce  que  nous 
avons  tous  vn  de  lui.  Mais  le  trait  que  je  vais  vous  racon- 
ter,  vous  fera  mieux  connaltre  encore,  ce  qu’il  a ete  pour  nous. 

Le  lendemain  du  jonr  oii  je  lui  avais  presente  mon  me- 
moire, je  me  rendis  de  bonne  neure  ä l’Academie , oit , avec 
la  permission  du  President,  je  me  mis  ä tracer,  sur  le  grand 
tableau  noir,  les  iigures  et  les  formules  que  je  voulais  ex- 
poser.  Monge,  arrive  un  des  premiers,  m’aper^ut,  s’approcha 
de  moi , et  me  parla  de  mon  travail.  Je  compris  que  M. 
Laplace  l’avait  prevenu.  A l’Ecole  potytechnique,  j avais  ete 
nn  des  eleves  auxquels  il  temoignait  le  plus  d’alfection ; et 
je  savais,  combien  le  succes  que  j’esperais  lui  icauserait  de 

Elaisir.  On  est  heureux  d’avoir  de  pareils  maitres!  Quand 
t parole  me  fut.  accordee , tous  les  geometres,  c’etait  alors 
l’nsage,  vinrent  s’asseoir  autour  du  tableau.  Le  general  Bo- 
naparte, recemment  revenu  d’Egypte.  assistait  ce  jour-lä  ä 
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la  scance,  coimne  mcinbre  de  la  section  de  raecauique.  U 
vint  avec  les  autres;  soit  de  lui-meme,  ä litre  de  roathema- 
ticien,  dont  il  se  faisait  fort;  ou , parce  que  Monge  l’amena, 
pour  lui  faire  les  honueun»  d’un  travail  issu  de  sa  cbere 
Ecole  polytechuique;  ä quoi  le  general  repondit:  „Je  recon- 
„nais  bien  cela  aux  tigurea“  Je  pensai  qu’ii  etait  bien  ha- 
bile de  les  reconnaitre,  puisque,  bormis  M.  Laplace,  per- 
sonne encore  ne  les  avait  vues.  Mais,  preoccupe  comme 
je  l’etais,  de  toute  autre  chose  que  de  sa  gloire  militaire,  et 
de  son  iniportance  politique,  sa  presence  ne  me  troubla  pas 
le  moins  du  monde.  J’aurais  eu  bien  plus  peur  de  M.  La- 
grange,  si  l’approbatiou  anterieure  de  M.  Laplace  ne  m’a- 
vail  domie  toute  securite.  J’exposai  donc  tres-librement,  et 
je  crois  aussi  tres-claireinent,  la  nature,  le  but,  les  resultats 
de  ines  recherches.  Tout  le  monde  me  felicita  sur  leur  ori- 
ginalite.  On  me  donua  pour  eommissaires  les  citoyens  La- 
place, Bouaparte,  et  Lacroix.  La  seance  finie , j’accompag* 
nni  M.  Laplace  rue  Christine,  oü  il  deineurait  alors.  Dass 
le  cliemin , il  ine  temoigna  son  conteutement  de  la  uetiete 
avec  laquelle  j’avais  presente  mes  deraonstrations,  et  aussi, 
de  ce  que.  suivant  son  conseil , je  ne  me  fusse  pas  hasarde 
au  dela.  Kous  arrivons.  Apres  que  j’eus  salue  madame 
Laplace:  „Veuez,  ine  dit  il,  un  momeut  dans  mon  cabiuet; 
„j’ai  quelque  chose  h vous  faire  voir.“  Je  le  suivis.  Koui 
etant  assis,  et  raoi  pret  ä l’ecouter,  il  sort  une  clef  de  sa 
poche,  ouvre  une  petite  armoire  piacee  ä droite  de  sa  cbe- 
ininee,  je  lavois  encore...;  puis  il  en  tire  un  cahier  de  papier 
jauni  par  les  annees,  oü  il  me  montrc  tous  mes  problemes,le$ 
problemesd’Euler,  traiies  et  resolus  par  cettc  metbode,  dont  je 
croyais  in’ötre  le  premier  avise.  11  l’avait  trouvee  aussi  de* 
puis  longtemps;  inais  il  s’etait  arrete  devaut  ce  ni^me  ob- 
stacle  qu’ii  m’avait  signale.  Esperant  le  surmouter  plus  tard, 
il  n’ avait  rieu  dit  de  tout  cela  a personne,  pas  meine  ämoi. 
quand  j’ätais  venu  lui  apporter  son  propre  travail  coramt 
une  nouveaute.  Je  ne  puis  peindre  ce  que  j’eprouvai  alors. 
C’etait  un  nielange,  de  joie  a voir  que  je  m’etais  rericontn 
avec  lui;  peut-^tre  aussi  de  quelque  regret  a ine  savoir  pre* 
venu;  mnis  surtout,  d une  profonde  et  inlinie  reconuaissanc« 
pour  un  trait  si  noble  et  si  touchant.  Cette  decouverte,  h 
premiere  que  j’eusse  iaite,  etait  tout  pour  nioi.  Elle  etait 
sans  doute  peu  pour  lui,  qui  en  avait  fait  tant  d'au- 
tres,  et  de  si  considerables,  dans  toutes  les  par- 
ties  des  mathematiqties  abstraites,  comme  dans  leurs 
plus  sublimes  applications.  Mais  l’abnegatiou  scientifique  est 
ditlicile  et  rare,  meine  en  de  petites  choses.  Et  puis:  cette 
delicatesse  a ne  me  vouloir  decouvrir  ce  mystere  qu’apres 
le  succes,  le  succes  public,  auquel  il  m’avait  conduit  comme 
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par  la  maiu,  ne  se  sei'vnnt  de  ce  qu’il  avait  vu  quc  pour 
me  »letoumer  des  ecueils  oü  mnu  inexperience  ailait  ni’enga- 
ser!  M'eüt-il  rnontrd  ce  papier  avant  la  seance,  il  ne  ni’etait 
plus  possible  de  presenter  mon  travail,  sachant  que  le  sien 
existait  aupnrarant.  Ln  disrance  de  lui  ä moi,  ne  in’aurait 
permis  que  le  silence.  Et  s’il  avait  exige  que  je  profitasse 
da  secret  qu’il  avait  garde,  quel  embarras  n’aurais-je  pas  dü 
eprouver,  quand  j'aurais  lu  ce  memoire,  avant  la  conscience 
que  je  n’etais  que  l’echo  d’un  autre  esprit!  Mais  sa  reserve 
me  Inissait  toute  la  force  que  son  approbation  ni’avait 
donnee.  Paraitrai-je  trop  presoiuptueux,  si  je  me  persuade, 
que  tous  ces  raffinements  de  bonte , n’anraient  pas  pu  lui 
ftre  suggeres  par  un  interöt  seulentent  abstrait,  et  scientift- 
que,  mais  qu’ils  out  dü  lui  ütre  inspires  aussi,  par  un  Sen- 
timent personnel  d’affeclion?  Au  reste,  eu  recompense  de 
sa  noble  conduite,  je  me  ligiire  qu’il  devait  eprouver  un  vif 
plaisir,  et  une  jouissarce  bien  pure,  ä m’eiitendre,  grüce  ä 
lui,  de'biter  en  pleine  assurance,  k la  satisfaction  de  uion 
savaut  auditoire,  ces  nouveaux  calculs  dont  je  ine  croyais 
Hnventeur,  et  qu’il  aurait  pu  m’enlever  d’un  seul  mot.  Au- 
rait-il  ete  aussi  genercux  pour  un  rival?  Aurait-il  meine  eie 
aiors,  toujours  juste?  C’est  ce  que  je  n’ai  nullement  ici  ä 
examiner.  II  fut  tout  cela  pour  moi  ct  pour  bien  d’autres, 
qui  comineiif aient  aussi  leur  enrriere.  Je  n’ai  rien  de  plus 
a dire,  ni  ä voir.  Son  influence  sur  le  progres  des  Scien- 
ces physiques  et  matbematiques  a ete  immense.  Depuis 
(iuquante  aus,  presque  tous  ceux  qni  les  ont  cultivees.  se 
tont  instruits  dans  ses  ouvrages,  eclaires  par  ses  decouver- 
tes,  appnyes  sur  ses  travaux.  Mais  nous,  aujourd’bui  en 
bien  petit  nombre,  qui  l’avons  connu  intimement,  et  qui  avons 
pu  nous  inspirer  de  son  esprit  et  de  ses  conseils,  njoutons 
eiicore,  ä ces  titres  glorieux,  le  Souvenir  de  l’affabilite,  de 
ja  bonte,  qu’il  nous  a montrees.  Efforq-ons-nous  de  rendre, 
a ceux  qui  vont  nous  suivre,  ce  ce  qu’il  fit  pour  nous;  et 
imitons,  s’il  se  peut,  ä leur  egard,  cette  noble  abnegatiou, 
dnntje  viens  de  vous  rapporter  un  si  bei  exemple.  Voilii 
Messieurs,  le  trait  que  j’ai  voulu  vous  raconter.  M.  Laplace 
8 ete  votre  collegue  dans  cette  Academie.  Vous  connais- 
s*ez  son  grand  genie  dans  les  Sciences;  vous  avie?  appre- 
e>e  l’eievation  de  son  talent  comme  ecrivain.  Je  viens  de 
Tous  le  montrer  sous  un  aspect  nouveau,  avec  des  qualites 
petit-fitre  plus  rares.  En  rendant  cet  honunage  ä sa  me- 
raoire  je  lui  desobeis.  Car  il  m"  avait  impose  un  silence  ab- 
*olu  sur  ce  qu’il  avait  fait  pour  moi,  dans  cette  rencontre. 
Le  rapport  academique,  auquel  il  prit  part,  n’en  porte  au- 
cune  trace;  et  il  ne  rar  perrait  pas  d’y  faire  la  moiudre 
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aOosion  quand  je  publiai  man  trarail l).  Mais  on  Intervalle 
d’un  demi-siecle  »mene  fatalement  la  prescription  de  toiu 
les  engagements  tiumains;  et  je  suis  conraincu  que  tob» 
m’absoudrez  unanimement  d’avoir  manque  aujourd'hui  a ce- 
lui-la,  pour  acqoitter  la  seole  dette  que  le  temps  ue  doive 
paa  eteindre,  celle  de  la  reconnaissnnce. 


1)  Krcuri!  Je*  m^moirei  pr^wiKa  k la  clasae  des  Sciences  mathdaa 
tiques  et  pbprsiqnes  de  l’Inatitnt  national  par  divers  savanta  etraagen. 
t.  I,  p.  296,  date  de  la  presentation  , 8 brumaire  an  vtii,  Le  rapport. 
ri digi  par  M.  Lacroix,  an  nom  de  la  Commission , fut  In  k la  rlasse  le 
2t  da  meine  mois,  trois  joars  spres  la  grande  revolution  politique.  qsi 
avait  portd  le  grndral  Bonaparte  aa  consnlat.  II  vint  encore  a ertu 
adanee.  et  y aasista  anasi  tranqnillement  que  s'il  n'avait  paa  en  d'autn 
alTaire  en  tdte.  Loripnal  du  rapport  existe  dans  lea  archives  de  l'Aca- 
ddmie,  signi  par  lui  et  par  lea  deux  autrea  commisaairea  Laplsrs  et 
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IiVIII 

Literarischer  Bericht. 


Arithmetik. 

Georg  Freiherr»  von  Vega,  Vorlesungen  Ober  die 
Mathematik.  Erster  Bu  ud.  Rechen  kuns  t u n d Algebra. 
Hiebente  Auflage.  Nochmals  riurcbgesehen,  verbes- 
sert und  vermehrt  von  Wilhelm  Matzka,  ö.  o.  Professor 
der  Mathematik  an  der  k.  k.  Universität  zu  Prag.  1850. 
8.  3 Thlr. 

Es  ist  sehr  erfreulich,  die  nachhaltige  Wirksamkeit  eines  schon 
vor  so  langer  Zeit,  wie  die  Vega'schen  Vorlesungen,  erschiene- 
nen Werks  zu  sehen.  Wie  viele  Offiziere  des  k.  k.  Artillerie- 
Corps  mögen  wohl  schon  diesem  Werke  ihre  mathematische  Bil- 
dang  verdanken!  Der  Herr  Herausgeber  verdient  gewiss  allen 
Dank,  dass  er  sich  der  neuen  Bearbeitung  dieses  verdienstlichen 
Werkes  mit  so  viel  Umsicht  unterzogen  hat.  Die  meisten  Zu- 
sätze scheint  die  Lehre  von  den  Gleichungen  erhalten  zu  haben, 
und  namentlich  ist  es  sehr  verdienstlich , dass  der  Herr  Heraus- 
geber das  Wichtigste  von  Fouriers  Vervollkommnung  der  New- 
ton'schen  Annäherungsmethode  an  die  irrationalen  Wurzeln  der 
Zahlengleichlingen  ohne  Differenzialrechnung  und  ohne  geometrische 
Betrachtungen  durgestellt  hat.  Möge  das  Werk  in  seiner  neuen 
wirklich  yervnllkoriimneten  Gestalt  noch  lange  zur  Verbreitung 
gründliche»  mathematischen  Wissens  fortwirken! 

Elementarlehre  von  den  Logarithmen,  auf  einen 
neuen,  verständlicheren  und  umfassenderen  Begriff 
dieser  Hilfszahicn  gegründet,  blos  die  Kenntnis*  der 
gewöhnlichsten  Zifferrcclmungcn  voraussetzend,  ohne 
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Algebra  gemeinfasslich  zergliedert  von  Wilhelm 
Matzka,  Professor  der  Mathematik.  Vorzugow eise  be- 
stimmt zur  V erbreitung  dieser  im  Zi  Herrsch  nen  so  viel- 
seitig nützlichen  Lehre  im  Kreise  der  praktischen 
Rechner,  in  Untergymnasien,  Real-,  Gewerbs-  nnd 
Bürgerschulen.  Prag.  1850.  8. 

Es  ist  gewiss  immer,  namentlich  aber  in  jetziger  Zeit,  büchst 
verdienstlich,  die  Ergebnisse  und  Hülfsmittel  der  strengen  und 
höheren  Wissenschaft  einem  grösseren  Kreise  von  Gebildeten 
zugänglich  zu  machen,  überhaupt  in  das  Leben  einzuführen.  Wie 
grosse  Vortheile  und  Erleichterungen  die  Logarithmen  bei  Jet 
Ausführung  der  verschiedenartigsten  Rechnungen  darbieten,  weiss 
jeder  Mathematiker;  wer  aber  einen  Blick  in  das  praktische  Le- 
ben gethan  hat,  weiss  auch,  dass  diese  Lehre  bei  Weitem  noch 
nicht  allgemein  genug  verbreitet  ist,  dass  die  von  ihr  dargebote- 
nen Vortheile , ausser  von  den  eigentlichen  Mathematikern,  noch 
lange  nicht  allgemein  genug  anerkannt  sind  und  benutzt  werden. 
Die  Lehre  von  den  Logarithmen  möglichst  allgemein  in  das  prak- 
tische Leben  einzuführen,  ist  der  Hauptzweck  der  vorliegenden 
Schrift.  Sogenannte  praktische  Anleitungen  zur  Logarithmen- 
rechnung  giebt  es  schon  genug,  mit  denen  aber  die  vorliegende 
Schrift  keineswegs  in  eine  Kategorie  gestellt  werden  darf,  in- 
dem dem  Herrn  Vf.  vielmehr  daran  lag,  neben  einer  wahrhaft 
praktischen  Anleitung  zur  Ausführung  der  betreffenden  Rechnungen, 
namentlich  auch  durch  eine  einfache  völlig  naturgemässe  Darstel- 
lung der  Theorie  der  Logarithmen  ein  wirkliches  inneres  \ erstand- 
niss  derselben  herheizuführen , wobei  er  von  dem  gewiss  völlig 
richtigen  Gesichtspunkte  ausging,  dass  nur  erst  durch  ein  sol- 
ches inneres  Verständniss  der  Theorie  der  wahren  Praxis  der\Nog 
gebahnt  werde.  Wir  würden  es  uns  nicht  versagen,  mehr  über 
dieses  gewiss  recht  sehr  verdienstliche  Schriftchen  zu  sagen, 
wenn  wir  uns  nicht  in  der  glücklichen  Lage  befänden,  die  Leset 
des  Archivs  auf  eine  in  dem  vorliegenden  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
welchem  diese  Nummer  des  literarischen  Berichts  zur  Begleitung 
dient,  abgedruckte  streng  wissenschaftliche  Abhandlung  Nr.  HL 
desselben  Herrn  Vfs.”  über  die  Logarithmen  verweisen  zu  können. 
Was  in  dieser  vorzüglichen  Abhandlung  streng  wissenschaftlich 
entwickelt  worden  ist,  bildet  in  mehr  allgemein  verständlicher 
Darstellung  wenigstens  zum  Theil  auch  den  Inhalt  der  vorliegen- 
den Schrift,  und  namentlich  ist  es  die  im  Archiv.  Thl.  XV.  Heft 
II.  S.  150.  gegebene  Definition  der  Logarithmen,  von  welcher  der 
Herr  Vf.  auch  in  der  vorliegenden  Schrift  seinen  Auslauf  nimmt 
Wir  sind  der  Meinung,  dass  diese  Definition  in  vorliegender  Schrift 
sehr  geschickt  zu  einer  möglichst  allgemein  verständlichen  Ent- 
wickelung der  Theorie  der  Logarithmen  benutzt  worden  ist,  nnd 
was  die  mehr  praktische  von  vollständiger  Sachkenutniss  deutlich 
zeugende  Anleitung  zu?  Lngarithmenrechnung  betrifft,,  so  wird 
gewiss  Niemand  über  irgend  einen  dabei  in  Frage  kommenden 
Fall  hier  vergeblich  Belehrung  suchen.  Wir  empfehlen  daher 
diese  Schrift  allen  denen,  welchen  es  daran  liegt,  sich  eine  gehörig 
theoretisch  begründete  Kenutniss  der  Lehre  von  den  Logarithmen 
zunächst  Behufs  praktischer  Zwecke  zu  verschaffen,  ohne  andere 
mathematische  Kenntnisse  als  die  Kenntniss  der  gewöhnlichen 


287 


Rechenkunst  zu  besitzen,  besonders  aber  auch  allen  Lehrern  an 
Jen  auf  dem  Titel  genannten  Lehranstalten,  aus  vollkommenster 
Ueberzeugung  zu  Sorgfalt tigster  Beachtung. 


Trigonometrie. 

Com pen  di  um  der  ebenen  und  sphärischen  Trigono- 
metrie. Von  F.  Schaub,  Adjunct  der  k.  k.  Sternwarte 
io  Wien.  Mit  einer  Figurentafcl.  Wien.  1849.  8. 

Eine  kurze,  recht  deutliche  Darstellung  der  beiden  Trigono- 
metrieen.  Die  meisten  Aufgaben  sind  zweckmässig  dnreh  nume- 
rische Beispiele  erläutert,  was  Anerkennung  verdient,  da  jeden 
Lehrer  gewiss  die  Erfahrung  gelehrt  bat,  dass  Anfänger,  wenn 
sie  auch  die  theoretischen  Lehren  der  Trigonometrie  und  auch 
die  Lehre  von  den  Logarithmen  gut  im  Kopfe  haben,  doch  schon 
dadurch  keineswegs  befähigt  sind,  eine  trigonometrische  Rechnung 
zweckmässig  und  mit  einer  gewissen  Eleganz  zu  führen.  Für 
solche,  die  praktische  Anwendungen  der  Trigonometrie  zu  machen 
beabsichtigen,  wird  namentlich  auch  der  vierte  Abschnitt;  Re- 
lationen zwischen  kleineu  Acuderungen  der  Bestim- 
mungsstücke eines  Dreiecks,  lehrreich  sein.  Von  diesen 
Relationen  wird  zum  Schluss  auch  eine  Anwendung  auf  die  Feh- 
ler bei  der  Bestimmung  des  Stundenwinkels  aus  Polhöhe,  Polar- 
distanz und  Zenithdistanz  eines  Gestirns  gemacht. 


Geodäsie. 


Baudhuch  der  niedern  Geodäsie  nebst  einem  An- 
hänge über  die  Elemente  der  Markscheidekunst.  Zum 
Gebrauche*  für  technische  Lehranstalten,  so  wie  für 
das  Selbststudium  bearbeitet  von  Friedrich  Härtner, 
Professor  der  hübern  Mathematik  und  praktischen 
Geometrie  am  steierm.  Stand.  Joanneum  zu  Gratz. 
Wien.  1850.  8. 

Wenn  uns  auch  von  diesem  neuen  Handbuche  der  niedern 
Geodäsie  bis  jetzt  nur  die  erste  Lieferung  vorliegt , so  haben  wir 
uns  doch  schon  aus  dieser  Lieferung  von  dem  gediegenen  Inhalte  des- 
selben überzeugt.  Die  Darstellung  ist  im  höchsten  Grade  deutlich  und 
leicht  verständlich,  die  gegebene  Anleitung  überall  eine  wahrhaft 
praktische,  und  stets  ist  auf  die  neueren  Erlindungen  und  die 
mehrfachen  neueren  Verbesserungen  der  gebräuchlichen  Instru- 


Digitized  by  Google 


288 


mente  gebührend  Rücksicht  genommen.  H«u>nders  hat  an*  der 
schon  in  dieser  ersten  Lieferung  d entlieh  hervortret  ende  srstemi- 
tische,  sehr  sorgfältig  von  dem  Einfacheren  mm  Zusa anwgmta 
teren  fortschreitende  Gang  in  der  Beschreibung  und  Beurtheiloc 
der  Instrumente  angesproeben , und  auch  die  nothweadigsten  op- 
tischen Hülfslehren  fehlen,  wie  billig,  nicht.  Auch  nicht  sehr 
allgemein  gebräuchliche  Instrumente,  wie  z.  B.  die  verschiedenes, 
bis  jetzt  bekannten  Distanzmesser,  sind  deutlich  beschrieben  und 
ihrem  praktischen  Werthe  nach  richtig  gewürdigt  Die  aus  der 
Teubners'cben  Ofticin  in  Leipzig  hervorgegangene  äussere  Ausstat- 
tung ist  in  jeder  Beziehung  vortrefflich.  AVenn  wir  nun  auch 
späterhin,  wenn  erst  die  sämmtlichen  Lieferungen  erschienen  sind, 
noch  weiter  auf  dieses  Buch  zurückkommen  werden,  so  haben  wir 
es  doch  für  unsere  Pflicht  gehalten , dasselbe  schon  jetzt  all« 
Geometern  und  allen  Lehrern  an  den  Unterrichtsanstalten,  wo -die 
Geodäsie  einen  besondem  Theil  des  Unterrichts  ausmacht,  tur 
Beachtung  zu  empfehlen. 

Kurzgefasstes  Lehrbuch  der  Geodäsie  oder  Yer 
mess  ungsk und e von  Heinrich  Westberg,  Lehrer  a* 
der  Kreisschulc  zu  Mitau.  Mit  14  Figurentafeln-  Mita« 

1850.  8.  15  Ngr. 

Dieses  kleine  Buch  enthält  eine  deutliche  Anleitung  zu  den 
einfachsten  Arbeiten  der  Feldmesskunst  und  des  Nivcllirens.  Es 
werden  darin  nur  die  gewöhnlichen  geometrischen  Elementarkenot 
nässe  vorausgesetzt,  trigonometrische  Rechnungen  nicht  zu  Hülfe 
genommen,  also  Alles,  selbst  auch  die  Resultate  der  Höhenmes- 
sungen , nur  auf  geometrische  Constructionen  mit  Lineal , Zirkel 
und  verjüngtem  Maassstabe  zurückgelilhrt.  Von  Instrumenten*!  nd 
beschrieben  und  zu  gebrauchen  gelehrt  der  Messtisch  nebst  Zu- 
behör,  das  halbkreisförmige  Astrolabium  und  die  Boussole.  Be- 
sonders als  Grundlage  für  den  Unterricht  in  der  Feldmesskunst 
auf  landwirthschafUichen  Lehranstalten  scheint  dieses  Büchlein 
wohl  geeignet  zu  sein.  Nur  hätten  wir  gewünscht,  dass  bei  dem 
Nivelliren  ausser  der  gewöhnlichen  Kanalwage  doch  auch  ein  Ni- 
vcllirinstrument  mit  Fernrohr  beschrieben  und  zu  berichtigen  und 
zu  gebrauchen  gelehrt  worden  wäre,  weil  man  namentlich  bei  dem 
für  die  Laiidwirthscbaft  jetzt  so  höchst  wichtigen  Bau  der  Ric 
selwicsen  doch  mit  jenem  sehr  mangelhaften  Instrumente  nicht 
ganz  ausreichen  möchte,  und  in  der  That  auch  hei  den  genauere« 
Arbeiten  dieser  Art  jetzt  meistens  schon  der  NivenirinstruineBle 
mit  Femröhrcn  fast  allgemein  sich  bedient,  denen  man  zu  diesem 
Zwecke  übrigens  eine  möglichst  einfache  und  der  zu  erreichen 
beabsichtigten  Genauigkeit  entsprechende  Einrichtung  giebt. 
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Mechanik. 


Die  Theorie  der  bifilaren  Aufhängung  von  Franz 
Dietzel,  Lehrer  der  Mathematik.  Einla'dungsschrift 
zur  üffenllicben  Prüfung  der  Künigl.  Gewerbschule 
und  Bau gew erk sehule  zu  Zittau  am  2 1.  und  22.  März 
1850.  Zittau  I8SU  8. 

Der  Herr  Vf.  hat  in  diesem  Programm  die  Theorie  der  so- 
genannten bifilaren  Aufhängung  im  Allgemeinen,  ohne  Rücksieht 
auf  eine  besondere  Anwendung  vollständig  entwickelt,  und  wir 
müssen  sagen,  dass  wir  diese  allen,  weiche  von  der  bifilaren  Auf- 
hängung Anwendungen  zu  machen  beabsichtigen,  sehr  zu  empfeh- 
lende Schrift  mit  grossem  Interesse  gelesen  haben.  Die  Voll- 
ständigkeit der  Behandlung  wird  man  aus  der  folgenden  kurzen 
Inhaltsangabe  von  selbst  ersehen:  Einleitung.  Die  bifilare  Auf- 
hängung. Bestimmung  der  Gleichgewichtslage.  Bestimmung  des 
Drehungsmoments  und  der  Schw  ingungsdauer  der  bifilaren  Auf- 
hängung. Correction  I,  wenn  die  Fäden  ungleiche  Spannung  ha- 
ben. Correction  II,  wenn  die  Fäden  ungleich  lang  sind.  Correc- 
tion M,  die  Berücksichtigung  der  Elasticität  der  Fäden  oder 
Drähte.  Correction  IV,  Berücksichtigung  des  Luftwiderstandes. 
Bestimmung  der  Bchwingungsdauer,  wenn  die  Schwingungsbogeu 
einen  endlichen  Werth  haben.  Bestimmung  des  Trägheitsmo- 
mentes nicht  homogener  Körper  mit  Hilfe  der  bifilaren  Aufhän- 
gung. Besonders  dieser  letzte  Abschnitt,  aber  auch  noch  vieles 
Andere  in  dieser  verdienstlichen  Schrift,  ist  auch  im  Allgemeinen 
für  die  Statik  und  Mechanik  von  Interesse. 


Optik- 


Als  Beilage  ist  der  Nr.  719.  der  Astronomischen  Nachrichten 
ein  Auszug  aus  einer  in  der  naturforschenden  Gesellschaft  zu  Dan- 
zig am  12.  Juni  1850  gelesenen  interessanten  Abhandlung  des  Herrn 
Professor  A n ge r zn  Danzig  beigegeben  worden,  welche  den  Titel 
führt:  „Zur  Theorie  der  Perspective  für  krummeBild- 
flächen  mit  besonderer  Berücksichtigung  einer  ge- 
nauen Construction  der  Panoramen.  Wir  halten  es  für 
unsere  Pflicht,  die  Leser  des  Archivs  auf  diese  einfache  und  ge- 
naue Construction  der  Panoramen  aufmerksam  zu  machen,  und 
sehen  dem  Erscheinen  der  vollständigen  Abhandlung  mit  Verlan- 
gen entgegen. 
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Astronomie. 


Storia  celeste  del  K.  Osser  vatorio  di  Palermo  dil 
1 7 *2  al  1813.  Parte  seconda  18(13  — 1813.  Tono  ottavo 
(807—  1810.  Vienna.  1849.4.  Auch  uuter  dem  Titel: 
Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten  her- 
ausgeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der  Stern- 
warte und  o.  ö.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjnnet 
der  Sternwarte.  31.  Theil.  Neuer  Folge  1 1 r Hand. 
Enthaltend  Piazzi's  Beobachtungen  in  den  Jahren 
1807  bis  1810.  Wien  1849.  4.  (M.  vergt.  Litterar.  Ber.  Nr. 
XLLX.  S.  685.) 

Der  Zweck  dieses  höchst  verdienstliehen  Werks  ist  aus  an- 
sem  Anzeigen  der  früheren  Bände  in  diesen  literarischen  Berich- 
ten bekannt.  Wir  können  daher  nur  auch  jetzt  wieder  unsere 
Freude  darüber  ausdrücken,  dass  dasselbe  seiner  Beendigung  mit 
so  schnellen  Schritten  entgegen  eilet,  da  ja  jetzt  nur  noch  die 
Jahrgänge  der  Piazzi’schen  Beobachtungen  zurück  sind,  und  wün- 
schen den  Herren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  zu  diesen  «» 
gezeichneten  Erfolgen.  Da  mit  dem  vorliegenden  Bande  zugleich 
auch  der  gleich  nachher  angezeigte  33ste  Theil  der  Annalen  der 
k.  k.  Sternwarte  in  W’ien  erschienen  ist,  so  werden  die  Piazzi’scben 
Beobachtungen  wahrscheinlich  mit  dem  9ten  Tbeiie  (Theil  32 
der  Annalen)  geschlossen  werden. 

Annalen  der  k.  k.  Strernwarte  in  Wien.  Nach  dem 
Befehle  Seiner  k.  k.  Majestät  auf  öffentliche  Kosten 
berausgegeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der  Stern- 
warte etc.  etc.  und  F.  Schaub,  Adjuuct  der  Sternwarte 
33ster  Theil.  Neuer  Folge  13terBand.  Wien.  1849.4 

Der  Inhalt  dieses  Tbeils  der  Annalen  ist  nicht  bloss  astro 
nomisch,  sondern  von  mehrfachem  allgemeinen  Interesse,  wie  dir 
folgende  Angabe  desselben  von  selbst  zeigen  wird. 

Heft  1.  und  III.  Trigonometrische  Vermessungen  im  Kff- 
chenstaate  und  in  Toscana,  ausgeführt  von  dem  Ingenieur  J oh  ans 
Marie  ni,  unter  derDircction  des  k.  k.  militärisch -geographischen 
Institutes  in  den  Jahren  1841,  1842  und  1843.  — In  einem  Vor- 
worte zu  diesen  Heften  sind  nach  einigen  historischen  Bemerk»- 
gen  über  die  früheren  in  Italien  ausgeführten  Messungen  von  Bos- 
covich  und  Maire,  Moynet,  Oriani,  Reggio,  Uesaris,  von  Zach. 
Inghirami , und  dem  neapolitanischen  General  Visconti,  die  Instru- 
mente angegeben , welcher  sich  Herr  Marien!  bei  seinen  Messnn 
gen  bediente,  und  die  Formeln  zusammengestellt,  nach  denen  die 
Berechnung  der  Breiten,  Längen  und  Azimutbe  und  der  Höhen 
über  der  Meeresfläcbe  geführt  wurde.  Die  Messung  ward  auf  die 
im  Jahre  1788  von  den  Mailänder  Astromen  Oriani,  Reggio 
und  Cesaris  auf  der  Ebene  von  Gallarate  und  Soma  läng8 
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des  Tic ioo  gemessene  Basis  gegründet,  diese  Basis  dabei  nach 
Carlini’s  Angabe  zu  9999»  245  Metres  angenommen,  und  ver- 
mittelst des  additiven  Logarithmen  9,7'22021o,  der  im  k.  k.  mili- 
tärisch-geographischen Institute  zur  Verwandlung  der  Meter  in 
Klaftern  gebraucht  wird,  in  Wiener  Klaftern  verwandelt.  Die  an 
den  gemessenen  Winkeln  an/.ubringenden  Correctionen  waren  im- 
mer sehr  klein.  Ein  schönes  und  für  Jeden,  der  solche  Messun- 
gen auszuführen  beabsichtigt,  sehr  instructives  „U  ehe  r nichts - 
Skelett  trigonometrischer  Vermessungen  in  Italien“ 
ist  beigegehen.  Astronomische  Ortsbestimmungen  von  Bologna, 
Florenz,  Neapel,  Padua,  Pisa,  Kimini,  Ri  patransone, 
S.  Salvatore,  Venedig,  und  lehrreiche  Vergleichungen  der- 
selben mit  den  auf  trigonometrischem  Wetre  erhaltenen,  ferner 
die  Längen  verschiedener  Meridianbögen,  Höhen  über  der  Mee- 
regfläche  u.  s.  w.  sind  gleichfalls  beigefügt  nnd  ein  Relation«  - 
Auszug  des  Ingenieurs  Marieni  über  die  trigonome- 
trischen Arbeiten,  die  von  demselben  in  den  Jahren 
184),  1842  und  1843  im  Kirchenstaate  und  inToscaua 
ausgeführt  worden  sind,  bildet  den  Schluss  der  in  vielen 
Beziehungen  wichtigen  uiid  interessanten  Arbeit. 

Heft  11.  Resultate  fünfzehnjähriger  an  der  k.  k.  Sternwarte 
zu  Wien  angestellter  Hygrometer- Beobachtungen,  zusammenge- 
stelll  von  Dr.  C.  ielinek. 

Heft  III.  Cometen  - Beobachtungen  an  der  Wiener  Stern- 
warte, reducirt  von  Dr.  C.  Ielinek  und  C.  Hornstein. 

Wir  würden  namentlich  über  die  letztere  sehr  verdienstliche 
Arbeit  hier  mehr  sagen,  wenn  dieselbe  nicht  schon  besonders 
in  dem  Literar.  ßer.  Nr.  LHI.  S.  739.  von  uns  augezeigt  worden 
wäre,  worauf  wir  daher  uns  zu  verweisen  erlauben. 

ln  dem  Augenblicke , wo  wir  diese  Anzeige  schliessen , geht 
uns  die  höchst  erfreuliche  Nachricht  zu,  dass  in  Wien  zu  dein 
Bau  einer  neuen  Sternwarte  geschritten  werden  soll.  Wenn  der 
österreichische  Staat  neben  so  vielen  andern  grossen  wissenschaft- 
lichen Unternehmungen,  auf  die  schon  früher  in  diesen  Literari 
sehen  Berichten  öfters  gebührend  hillgewiesen  worden  ist,  in  einer 
so  bewegten  Zeit,  wie  die  unsrige  ist,  auch  noch  zu  dem  Bau 
einer  grossaitigen,  allen  jetzigen  Anforderungen  der  Wissenschaft 
entsprechenden  Sternwarte  schreitet:  so  muss  derselbe  in  der 
That  grosse  innere  Kräfte  besitzen,  und  einen  Eifer  haben,  die 
Wissenschaft  zu  einem  grossartigen  neuen  Aufschwünge  zu  brin- 
Sen,  der  namentlich  in  der  jetzigen  Zeit  mit  Recht  in  Erstau- 
nen setzt , und  die  wärmste  Anerkennung  aller  wahren  Verehrer 
»er  Wissenschaften  lebhaft  in  Anspruch  nimmt. 

Tellurium  und  Lunarium,  construirt  von  Gustav 
«rimm,  zu  beziehen  durch  jede  Buchhandlung  von 
Hermann  Kanitz  in  Gera. 

Dieses  nur  18  Rtlr.  kostende,  sauber  gearbeitete  Tellurium 
nnd  Lunarium  scheint,  so  viel  sich  für  jetzt  Dach  dem  uns  vor- 
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Hegenden  Prospectns  nrtlicilen  lasst,  seines  niedrigen  Preise»  und 
seiner  im  Ganzen  zweckmässigen  Einrichtung  wegen , zu  verdie- 
nen, Lehranstalten  zur  Anschaffung  empfohlen  zu  werden- 
in iiI'jI'  • - ; u 11  i.l  i-  it  ii'iil >'idiJ<rr«SM| 

II»  0|l|  ,||  »/i  • • : « 1 ‘i  i / • 1 1 f.ija/  l(litM.ii|>n> 


Physik. 


Anfangsf»riin  de  der  Physik  für  den  Unterricht  in 
den  obern  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen, 
sowie  zum  Selbstunterricht,  von  Karl  Koppe,  Profes- 
sor und  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Soest.  Mit  195 
in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten  und  einer 
Karte.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage- 
Essen.  1850.  8. 

Die  1817  und  1848  erschienene  erste  Auflage  dieses  Und» 
ist  im  Literar.  Bcr.  Nr.  XL.  S.  579.  und  Nr.  XLIV.  S.  627.  von 
uns  angezeigt  worden.  Wir  freuen  uns,  unsere  damalige  Em- 
pfehlung, welche  wir  jetzt  wiederholen,  durch  das  baldige  Ersehe- 
nen dieser  neuen  Auflage  bestätigt  zu  sehen,  welche  mit  Recht 
den  Namen  einer  verbesserten  und  vermehrten  verdient.  Rück- 
sichtlich  der  äusseren  Einrichtung  unterscheidet  sich  diese  neue 
Auflage  von  der  filteren  nur  dadurch,  dass  die  zwei  Theile  dieser 
letzteren  jetzt  in  einem  Theile  vereinigt  worden  sind,  was  dem 
Herrn  Vf.  doch  zweckmässig  geschienen  haben  muss.  Müge  das 
Buch  auch  in  seiner  neuen  Gestalt  fortfahren,  dem  so  uicnti°en 
Studium  der  Physik  in  einem  möglichst  grossen  Kreise  immer 
mehr  Liebhaber  zu  gewinnen! 
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Literarischer  Bericht. 


/ 


Arithmetik 

Gesetze  in  den  höheren  Zah lengleichungen  mit 
einer  oder  mehreren  Unbekan  nten.  Von  Simon  Spitzer. 
Mit  einem  Vorworte  von  I) r Leopold  Carl  Schulz  von 
Strassnitzki,  Prof,  der  .Math,  ain  k.  k.  polytechnischen 
Institut.!  in  Wien.  Wien.  1849.  4°. 

l/iese  Abhandlung  des  Herrn  Simon  Spitzer,  welcher  schon 
früher  eine  im  Literar.  Ber.  Nr.  Lll.  S.  717.  angezeigte  sehr  ver- 
dienstliche Arbeit  über  die  Gleichungen  lieferte,  hat  im  Allge- 
meinen den  Zweck,  die  bekannten  Ideen  von  Gauss  über  die 
imaginären  Grössen  in  der  Theorie  der  Gleichungen , namentlich 
bei  deren  Auflösung,  zur  Anwendung  und  Geltung  zu  bringen. 
Herr  Prol.  Dr.  Schulz  von  Strassnitzki  hat  die  vorliegende 
neue  Abhandlung  mit  einem  Vorworte  begleitet,  welches  wir  in 
tiefen  Beziehungen  für  so  lehrreich  halten , dass  wir  uns  nicht 
versagen  können . dasselbe  unsern  Lesern , so  weit  es  ohne  Figu- 
ren verständlich  ist,  im  Folgenden  ganz  mitzutheilen,  weil  es  zu- 
gleich den  sichersten  Maassstah  für  die  sehr  verdienstlichen  Lei- 
stungen des  Herrn  Simon  Spitzer  ahgiebt.  Herr  Professor  Dr. 
Schulz  von  Strassnitzki  spricht  sich  nämlich  in  diesem  Vor- 
worte folgenderraassen  aus: 

„Gauss  hat  die  reelle  und  anschauliche  Bedeutung  der  ima- 
ginären Ausdrücke,  und  ihre  Zulässigkeit  in  der  Rechnung 
in  den  Göttinger  Anzeigen  Stück  t>4  vom  Jahre  1831 
nachgewiesen ; allein  dieser  grossartige  Gedanke  Gauss  s spielte 
in  der  Wissenschaft  bloss  die  Rolle  eines  geistreichen  Einfalls, 
ohne  dass  von  ihm'  weiter  greifende  Anwendungen , namentlich  in 

Band.  XV.  ">» 
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der  Geometrie  gemacht  wurden.  Der  von  ihm  vorgeschlagene 
Namen  laterale  (seitliche)  Grösse  statt  des  unpassenden  imaginäre 
ist  noch  wenig  durcbgedrungen. 

So  wie  Descartcs  die  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung, 
von  ihm  noch  falsche  Wurzeln  genannt,  zuerst  geometrisch  er 
läutert,  und  dadurch  einer  umfassendem  Gestaltung  der  Geometrie 
den  Weg  gebahnt,  so  siud  wir  auch  der  Meinung,  dass  die 
Gauss'sche  Anschauungsweise  der  sogenannten  imaginären  Grös- 
sen durch  das  Gesammtgebiet  der  Mathematik  durchgeführt,  nicht 
nur  lichtvolle  Klarheit  in  die  bisherigen  Kenntnisse  bringen  wird, 
sondern  sehen  auch  umfassenderen  Erweiterungen  der  Wissen- 
schaft entgegen.  In  dem  Vorworte  zu  Hrn.  Spitzer ’s  Methode, 
die  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Gleichung  zu  finden, 
habe  ich  gezeigt,  wie  man  imaginäre  Werthe  angeben  kann,  die 
in  eine  Gleichung  mit  durchgängig  reellen  Coefficienten  suhstitnirt. 
reelle  Resultate  geben.  Aul  niesen  Gedanken  fussend,  hat  es 
Herr  Spitzer  unternommen,  die  geometrische  Bedeutung  dieser 
reellen  Resultate  zu  ermitteln,  und  so  gelang  ihm  die  geometri- 
sche Construction  der  imaginären  Wurzeln  einer  numerischen  Glei- 
chung; wodurch  sich  neuerdings  mit  voller  Evidenz  ergibt,  dass  die 
lateralen  (seitlichen)  Grössen  — bisher  imaginär  genannt  — nicht 
leere  Zeicbenformen  sind,  sondern  dass  sie  in  die  Wissenschaft 
vollkommen  eingebürgert  zu  werden  verdienen. 

Descartes  nimmt  zur  geometrischen  Deutung  einer  algebrai- 
schen Function  f(x),  die  Werthe  der  imbekannten  x als  Abscis- 
seu,  und  die  daraus  sich  ergebenden  Resultate  der  Substitutioa 
als  Ordinaten  an , wodurch  das  geometrische  Bild  der  Function 
f (x)  eine  ebene  Krumme  wird,  und  die  Funkte,  wo  die  Abscisseo- 
axe  diese  Krumme  schneidet,  die  positiven  und  negativen  Wur- 
zeln der  Gleichung  f(x)= 0 geben,  weil  in  diesen  Punkten  y z=f[x) 
gleich  Null  wird.  — Spitzer  nimmt  zur  geometrischen  Veran- 
schaulichung der  Function  f(x  f y V — l)  als  Constructionsfeld  dir 
Ebene  der  xy  und  zwar  so,  dass  die  x auf  die  Achse  der  x und 
senkrecht  darauf  die  Werthe  der  y verzeichnet  werden,  ganz  im 
Sinne  Gauss’s;  die  reellen  Resultate,  falls  sich  solche  ergeh«, 
werden  in  der  Richtung  der  z angebracht.  Das  geometrische  Bild, 
welches  dadurch  entsteht,  gibt  nicht  nur  die  ebene  Curve  de» 
Descartes,  nämlich  für  die  Werthe,  wo  y= 0 ist,  sondern  ancl 
mehrere  damit  verbundene  krumme  Linien  von  doppelter  Krüm- 
mung, und  durch  den  Platz,  wo  diese  Krummen  die  Ebene  der  ly 
schneiden,  erhalten  die  imaginären  Wurzeln  ihre  geometrische  lo- 
terpretation.  Es  sei  a eine  Function  von  x mit  reellen  Coefficieo- 
ten,  setzen  w ir  statt  x,  x -(-  y V — 1 , so  dass : 

u=f(x-\-y\f^T), 


so  hat  man : 


fz(x) 


f*(x) 


u=m  -yv-^r  + y4’-rr  - «*■ 9- 
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+ 6 W. 


Da  wir  nur  die  reellen  Wertbe  von  u in  Betrachtung  ziehen 
»ollen,  und  selbe  z nennen,  so  haben  wir  folgende  Berlingungs- 
deichungen : 


*=f(*)-y*  u s-  w'> 


yiA(*)— y*-^r+y4,^sr  ~ “•  *•  w,)  =0> 

Eine  Auflösung  liegt  auf  der  Hand,  nämlich 
z=f(x),  y=0; 


das  ist  nun  die  ebene  Curve  nach  der  Verzeichnung  Descartes, 
welche  die  positiven  und  negativen  Wurzeln  duren  ihre  Durch- 
schnitte mit  der  Achse  der  x darbietet.  Das  System  der  andern 
Curven  ergibt  sich  aus  den  Gleichungen : 


z=f(.z)  - 


„*  61*J  . „4 

y • 2!  ■ y 


/>(£) 

4! 


u.  s. 


w„ 


AW-^+jf. 


=0; 


die  wir  kurz  durch 

z = <p(x,  y)-,  y(x,  y)—0 

darstellen  wollen,  wobei,  wie  man  leicht  sieht,  der;höchste  Expo- 
nent von  y in  «)= 0 stets  gerade,  und  um  zwei  oder  Wenig- 

steos um  einen  Grad  niederer  ist,  als  der  höchste  Exponent  von 
x in  der  Gleichung  /{x)=0. 

Wenn  wir  nun  nach  einander  dem  x in  der  Gleichung  ip(x, y)—0 
verschiedene  willkührliche  Werthe  geben,  und  den  dieser  Glei- 
chung entsprechenden  Werth  von  y bestimmen,  und  diese  Werthe 
von  x und  y in  die  Gleichung  z—tp(x,  y)  substituiren ; so  hat 
man  einen  Punkt  dieses  Curvensystems.  Eh  sei  so  m ein  will- 
kührlicher  Werth  von  x,  und  die  Gleichung  r \>(m,  y)=0  gehe  tür 
y die  Werthe  a,  b,  c,  d,  . . . so  erhält  man  für  z die  Werthe 

<p(m,  a);  q>(m,  6);  <p(m,  c);  <p(m,  d); ; 

geben  wir  nun  dem  x einen  von  in  sehr  wenig  verschiedenen 
Werth  mt,  so  werden  die  Werthe  von  y aus  der  Gleichung 
f(m',  y)—0  von  den  Werthen  «.  b,  c,  d,.  . . . nur  wenig  ver- 
schieden sein.  Es  seien  dieselben  b',  c',  d',  . . . und  daher 
die  resultirenden  Wertbe  von  :: 

<p(m',  n');  <r(m\  b')\  &) ; . ... 
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Ist  eben  so  m"  von  m'  nur  sehr  wenig  verschieden,  so  werden  die 
Wurzeln  der  Gleichung  y)=0,  d.  i.  o",  6",  c",  d", ...  von 

a’,  b',  c',  d‘, ....  ebenfalls  nur  wenig  sich  unterscheiden , welcbi- 
uns  für  z die  Resultate 

f (»»",  a"):  <p(m ",  b") ; ?(mn , c*);  .... 

geben. 

Je  näher  nun  m,  m\  m",  folglich  auch 

a,  a\  a",,..b,  6',  bn,...c,  C,  c",.... 
an  einander  liegen,  uni  so  mehr  bilden 

<p(m,  a ),  a‘ ),  y (/«",  a"),  . . . 

eine  stätige  Reihe  von  Punkten  einer  Curve,  eben  so 
9<m,  b),  b’),  b°),  . . . 

und  ebenso 

<p(m,  c ),  <p (rn',  cf),  <p(m",  c"),.  . . . 

Diese  Curven  im  Allgemeinen  von  doppelter  Krümmung  wol- 
len wir  conjugirte  Curven  nennen. 

Es  sei  z.  B.  die  Gleichung 

x * — Gx*  + lix — 6=0  oder  (x—~ l)(x— 2) (x— 3)=0; 

setzet  man  hier  statt  x,  z+yV — 1,  so  hat  man: 

1 + ST  V^) -fix) —\ft (x) . y*  + \ft  <*)  - J fs(x)S*\9 

Damit  nun  u reell  werde,  muss  der  Factor  des  zweiten  Glie- 
des sich  auf  Null  reduciren,  nnd  inan  hat: 

t=A*)  — \ft  (*)•»*;  fi  (*)  — 


d.  h. 

i=a:»-6a:*  + ILr-6-(3a:-6).v*;  Zx*-i2x  + 11  -#*=0, 
woraus : 

«/*=a*s-12ar  + tl;  z = — (Kr* - 48*®  + <Ua>-6ü)  , 

als  Gleichungen  der  coujugirten  Curven,  während  die  Glei 
chungen  der  tlauptcurve  y=0  und  z = x3— 6lt*  + 11* — 6 sind. 
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Die  Prnjeetion  auf  di«  Eben«  xy  wird  durch  y*=3x* — 12-r+Il 
streben , welche,  wie  man  sieht,  die  Gleichung  einer  Hyperbel 
ist,  deren  Centrum  ar=2,  y— 0,  und  die  Scheitel  derselben 

jr=ä-^'t=3^UDd  und  z=s~m 

zu  ihren  Coordinaten  haben.  Diese  zwei  Scheitel  treffen  mit  dem 
Maximum  - oder  Minimumpunkt  der  Hauptcurve  zusammen  “ 

„Als  zweites  Beispiel  diene  uns  die  Gleichung 
x4  — fix*  + 18x*  — 30x  + 25=0, 

«eiche  die  vier  imaginären  Wurzeln  ldbäV —1  und  2+  V —1  hat. 
Man  hat: 

x=x* — 6x*+  I8x®— 30x  +25  — (&r*-18x  + 18)y*+/, 

4a:*—  18x*+ 36x  - 30  - (4x  — t))y*=0. 

Man  erhalt  hier 

für  x = l;  y=±2;  *=0 
für  x =2,  y=+l;  j=0." 

Herr  Prof  Dr.  Schulz  von  Strassn i tzlci  erläutert  nun 
die  beiden  vorhergehenden  Beispiele  sehr  deutlich  und  lehrreich 
durch  zwei  vollständig  ausgeführte  Coustructionen,  und  leitet  dar- 
aus die  Eigenschaften  der  beiden  als  Beispiele  gebrauchten  Glei- 
chungen rücksicksichtlich  Ihrer  reellen  und  imaginären,  gleichen 
»der  ungleichen,  Wurzeln  ab,  wobei  wir  nur  bedauern  müssen, 
dass  wir  diese  Coustructionen  hier  den  Lesern  des  Archivs  nicht 
mittheilen  können,  weil  den  Literarischen  Berichten  Figuren  nicht 
beigegeben  werden  können,  und  fährt  dann  auf  folgende  Art  fort: 

„Herr  Spitzer  hat  vorstehende  Betrachtungen  zunächst  zur 
firenzenbestimmung  der  imaginären  Wurzeln  benutzt,  wodurch  die 
Berechnung  derselben  wesentlich  erleichtert  wird:  er  erläutert  fer- 
ner die  Fälle , in  welchen  eine  Functioii  durch  imaginäre  Werthe 
einen  Maximum  • oder  Miniinurawerth  erreicht  Zum  Schlüsse 
dehnt  er  seine  Betrachtungen  und  Methoden  auch  auf  die  Auflö- 
sung von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  aus.  Hoffentlich 
werden  die  Mathematiker  das  hier  Dargebrachte  ihrer  Aufmerk- 
samkeit nicht  für  unwürdig  halten , und  die  hier  entwickelten  Ge- 
danken zur  weitern  Durchführung  in  der  Wissenschaft  bringen.“ 

Die  nun  folgende  Arbeit  des  Herrn  S.  Spitzer  zerfallt  in  die 
folgenden  Abschnitte: 

1.  Bestimmung  der  Grenzen  der  reellen  und  imaginären  Wur- 
zeln einer  Zahlengleichung  höheren  Grades.  — 2.  Betrachtungen 
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über  die  imaginären  Maximum-  und  Minimumwerthe  einer  Func- 
tion. — 3.  Aufsuchung  der  reellen  und  imaginären  Wurzeio 
höherer  numerischer  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  — 
Note  über  die  imaginären  Maxinia-  und  Minimawerthe  einer  Function. 

Alle  hier  gegebenen  Betrachtungen  zeichnen  sich  durch  eine 
vorzügliche  Klarheit  aus , welche  durch  die  stets  beigegebenen, 
mit  grosser  Mühe  vollständig  ausgerechneten  Beispiele  noch  sehr 
erhöhet  wird,  so  dass  wir  diese  Abhandlung  allen  Lesern  des 
Archivs  dringend  zur  Beachtung  empfehlen. 

Herr  S.  Spitzer  schliesst  seine  Arbeit  mit  den  bescheidenes 
Worten:  „Sollte  irgend  Gutes  dieser  Aufsatz  enthalten,  so  ge- 
bührt der  Dank  hierfür  einzig  und  allein  meinem  Lehrer  Herrn 
Prof.  Schulz.  Er  war  es,  der  mich  stets  in  dieser  Wissenschaft 
leitetete,  und  mit  seinem  Käthe  unterstützte.  Ohne  ihn  hätte  ich 
diese  Arbeit  wohl  nie  zu  Stande  gebracht.“ 

Vergleichen  wir  demnach  den  Anfang  und  das  Ende  dieser 
vorzüglichen  Schrift,  so  haben  wir  das  Luchst  erfreuliche  Bild 
eines  ausgezeichneten  Lehrers  und  trefflichen  Schülers  vor  uns, 
von  denen  jeder  die  Verdienste  des  andern  auf  das  Freudigste 
und  Innigste  anzuerkennen  sich  bestrebt,  ein  Beispiel  der  Aner- 
kennung gegenseitigen  Werthes,  das  in  unserer  Zeit  nicht  eben 
sehr  häutig  ist 

Der  vorhergehenden  Abhandlung  hat  Herr  S.  Spitzer  sehr 
bald  eine  zweite  folgen  lassen,  unter  dem  Titel: 

Skizzenaus  demGebiete  der  höheren  Gleichungen. 
Von  Simon  Spitzer,  Assistenten  der  Elementar-  und 
Höh  eren  Mathematik  am  k.  k.  polytechnischen  Institut« 
Wien.  1850.  4. 

die  sich  den  beiden  vorhergehenden  in  würdiger  Weise  an- 
reihet, und  von  der  er  selbst  sagt,  dass  er  in  derselben  Manches 
allgemeiner.  Manches  strenger  aufgefasst  habe,  als  in  den  frühe- 
ren Aufsätzen,  und  dass  zugleich  manches  Neue  von  ihm  beig«- 
fi'igt  worden  sei.  Bei  der  Ausdehnung,  welche  diese  Anzeige 
scLon  erhalten  bat  müssen  wir  uns  leider  mit  der  folgenden  blos- 
sen Angabe  des  Hauptinhaltes  begnügen; 

1.  Geometrisches  Bild  der  binomischen  Gleichungen  I.  - 

2.  Geometrischer  Ort  der  symmetrischen  Functionen  der  Wur- 
zeln. — 3.  Erweiterung  der  Theorie  des  Grössten  und  Kleinsten: 
«.  Bei  Gleichungen  mit  Einer  Unbekannten,  b.  Bei  Systemen  von 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten,  -c.  Bei  Systemen  von 
mehreren  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  * Den  Schluss 
dieses  Abschnitts  bilden  Betrachtungen  spcciellcr  Fälle  bei  zwei 
Gleichungen  höheren  Grades. 

Mögen  diese  beiden  Abhandlungen  die  Beachtung,  welche  sie 
gewiss  recht  sehr  verdienen,  so  allgemein  wie  möglich  recht  bald 
nnden , und  zu  weitern  Untersuchungen  über  die  fraglichen  wich- 
tigen Gegenstände  reichliche  Veranlassung  geben! 
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Astronomie. 


Populäre  Astronomie.  Von  Dr.  J.  H.  Mädler,  Kais.- 
Russischem  Staatsrathe  u.  s.  w.  Vierte,  völlig  umge- 
arbeitete  Auflage.  Nebst  einem  Atlas,  '20Taf'cin  ent- 
haltend. Berlin.  1849.  8. 

Ein  Buch,  welches  in  einer  vierten  Auflage  vorliegt,  muss  sieb 
wohl  die  Gunst  des  Publikums  in  vorzüglichem  Grade  erworben 
haben,  und  ein  Urtheil  darüber  zu  fällen,  ist  kaum  noch  an  der 
Zeit  Wir  verkennen  auch  die  Vorzüge  dieses  Werkes  keineswegs, 
und  sind  selbst  der  Meinung,  dass  dasselbe  in  gewisser  Rücksicht 
für  den  Mann  von  Fach,  der  die  Wissenschaft  schon  kennt , fast 
noch  mehr  Werth  hat  als  für  den  blossen  Liebhaber,  weil  es  eine 
Menge  werthvoller  Zusammenstellungen  über  die  Topographie  des 
Planetensystems  der  Sonne,  die  Kometen , die  Fixsterne,  die  Ne- 
belflecke, die  Dqppelsterne  u.  s.  w.  enthält,  die  man  bis  auf  die 
neueste  Zeit  herab  kaum  in  irgend  einem  anderen  W’erke  von 
ähnlicher  Tendenz  in  gleicher  Vollständigkeit  Anden  dürfte,  so 
dass  auch  uns  selbst  das  Buch  in  dieser  Beziehung  manche  dan- 
kenswerthe  Belehrung  gewährt  bat  und  öfters  von  uns  zu  Rathe 
gezogen  worden  ist.  Wenn  wir  aber  auf  die  eigentlich  wissen- 
schaftliche Behandlung  sehen,  so  müssen  wir  freilich  offen  beken- 
nen, dass  wir  bei  derselben  eine  auf  dem  Wege  der  Beobachtung 
den  Leser  nach  und  nach  zu  einer  vollständigen  Kenntniss  des 
grossen  Weltgebäudes  führende  Darstellung,  welche  so  treu  als 
möglich  dem  historischen  Entwicklungsgänge  der  Astronomie  folgt, 
so  gut  wie  ganz  vermisst  haben.  Wir  glauben,  dass  es  nament- 
lich in  einem  populären  Werke  bei  der  Darstellung  keiner  Wis- 
senschaft so  zweckmässig  ist,  sich  dem  historischen  Entwickelungs- 
gange derselben  möglichst  eng  anzuschlicssen . als  gerade  in  der 
Astronomie,  und  sind  der  Meinung,  dass  auch  eine  solche  Darstellung 
sich  nur  allein  für  ein  populäres  astronomisches  Werk  eigne. 
Denn  was  hilft  die  Amane  aller  einzelnen  Erklämngen  und  Ge- 
setze, ohne  dass  man  auf  einem  im  eigentlichen  Sinne  heuristi- 
schen Wege  zu  denselben  zu  gelangen  sucht;  ohne  eine  solche 
heuristische  Darstellung  sinkt  der  formelle  Nutzen  für  den  Leser, 
der  doch  gewiss  immer  auch  sehr  hoch  anzuschlagen  ist,  auf  Null 
herab,  und  die  Wissenschaft  wird  mehr  eine  blosse  Sammlung 
von  Notizen.  Sollten  wir  ein  Muster  für  eine  solche  Darsteliungs- 
B*i*e  angeben,  so  ist  dies  freilich  in  gewisser  Rücksicht  Sache 
des  Geschmacks,  wir  aber,  von  unserm  Standpunkte  aus,  wüssten 
in  der  That  kein  uns  mehr  zusagendes  Buch  anzugeben,  als  die 
zweite’)  Ausgabe  von  Biot’s  Astronomie  physique,  in  der 


*)  Die  neueste,  jetzt  schon  bis  zu  vier  starken  Bänden  angewachsene, 
mitte  Ausgabe , die  der  treffliche  hochbejahrte  Verfasser  noch  nicht  za 
hnde  geführt  hat,  dürfte  mehr  den  Bedürfnissen  der  Männer  vom  Fach 
entsprechen,  schon  ihre»  grossen  Umfanges  wegen,  da  i ja  schon  die 
Iheoriedcr  optischen  Instrumente  fast  zwei  ganze  t heile  füllt. 
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wir  immer  eine  wahrhaft  populäre,  nur  ein  äusserst  geringes  Maas» 
mathematischer  Vorkenntnisse  in  Anspruch  nehmende,  dabei  zu- 
gleich  durch  die  Sprache  höchst  ansprechende  Darstellung  ge- 
funden haben,  und  möchten  sehr  wünschen,  dass  einmal  ein  in 
diesem  Biot’schen  Geiste  verfasstes,  bis  zu  den  neuesten  Entdek- 
kungen  fortgefiihrtes  populäres  Werk  erscheinen  möchte. 

Solche  Formeln  wie  im  vorliegenden  Werke  aus  der  Theorie 
der  Planetenbewegung  auf  S.  100.  ff.,  ohne  allen  Beweis,  ohne 
alle  Deduction  angeführt,  und  selbst  durch  numerische  Beispiele 
zu  gebrauchen  gelehrt  worden  sind,  helfen  dem  Manne  von  Fach 
gar  nichts,  und  dem  gewöhnlichen  Liebhaber  oder  Dilettanten 
sind  sie  natürlich  höhmische  Dörfer.  Ungeachtet  aller  Achtung 
vor  den  Verdiensten  des  Herrn  Verfassers  können  wir  daher  w 
diesem  Werke  doch  keine  ganz  gleiehmässige  Darstellung  erken- 
nen , die  den  Leser  unter  Voraussetzung  der  allereinfacbstee 
Lehren  der  Geometrie  und  allenfalls  noch  der  Trigonometrie  anf 
heuristischem  Wege  um!  an  dem  Faden  der  historischen  Eutwik- 
keiung  zu  einer  möglichst  vollständigen  Kenntniss  des  grossen 
Weltgebäudes  führt,  und  ihm  ein  Staunen  abnOtbigt  über  die  Grösse 
und  Stärke  des  menschlichen  Geistes , der  — und  in  der  Thal 
doch  meistens  auf  ziemlich  einfache  Weise,  wenn  man  nicht  bi» 
ln  die  tiefsten  Tiefen  hinahzusteigen  beabsichtigt  — Mittel  und 
Wege  fand,  in  die  Geheimnisse  des  Weltalls  einzudringeu , und 
bei  aller  scheinbaren  Unregelmässigkeit  der  sichtbaren  Bewegun- 
gen der  Weltkörper  die  streng  gesetzmässige  Ordnung  deutlich 
zu  erkennen,  welche  der  grosse  Urheber  desselben  mit  so  gros- 
ser Weisheit  darin  eiritührte.  Absichtlich  kehren  wir  aber  noch- 
mals zu  dem  Eingänge  dieser  Anzeige  zurück,  und  erkennen  wie- 
derholt gern  an,  dass  dieses  Werk  in  Bezug  auf  die  Topographie 
des  Himmels  sehr  werthvolle  Zusammenstellungen  enthält,  die 
man  in  einem  anderen  ähnlichen  Buche  schwerlich  in  gleicher,  bis 
auf  die  neuesten  Zeiten  herabreichender  Vollständigkeit  finde* 
dürfte. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorzüglich  u 
ihrer  Anwenduug  auf  geographische  Ortsbestimmung 
von  D r.  A.  Sa  witsch  , P ro  l'essor  der  Ast  ro  nom  i e an  der 
Kaisericlien  Universität  zu  St.  Petersburg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  Dr.  W.  C.  Götze.  Mit  meh- 
reren im  Original  werke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgelieferten  Zusätzen  uod  Erweiterun- 
gen. Erster  Band.  Hamburg.  1850.8. 

Schriften  über  praktische  Astronomie  besitzen  wir  namentlich 
im  Deutschen,  nur  wenige.  Denn  ausser  dem  älteren  Werke  von 
Rössler  und  «lein  neueren  von  Ja  h ri  wüsste  ich  in  der  deutschen 
Literatur  kein  Werk,  welches  diesem  wichtigen  Gegenstände  aus- 
schliesslich gewidmet  wäre,  wenn  auch  freilich  in  vielen  astrono- 
mischen Schriften  treffliche  Anleitungen  zu  astronomischen  Be- 
obachtungen und  Rechnungen  enthalten  sind,  vor  allen  in  des 
Königsberger  Beobach  tungen.  in  B o h nen ber g er’s  wenn 
auch  älterer,  doch  immer  noch  Klassischer  An  I ei  tun  g zur  geo- 
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graphischen  Ortsbestimmung  vorzüglich  mittelst  des 
Spiegel -Sextanten,  in  Riiniker’s  Handbuch  der  Schiff- 
fabrtskunde,  in  den  verschiedenen  astronomischen  Zeitschriften, 
u.  s.  w.  Aber  ein  Werk,  welches,  hauptsächlich  in  Bezug  auf 
geographische  Ortsbestimmung,  die  neuere  Beobachtungskunst  in 
liemlicher  Vollständigkeit  lehrte,  besitzen  wir  nicht,  und  die- 
sem Bedürfnisse  hilft,  glauben  wir,  das  bis  jetzt  in  seinem  ersten 
Bande  uns  vorliegende  Werk  des  Herrn  Professor  Sawitsch  in 
ausgezeichneter  Weise  ab.  Der  Herr  Verfasser  hat  sich , ohne 
Weitschweifigkeit,  grosser  Deutlichkeit  und  möglichster  Einfach- 
heit in  der  Darstellung  belleissigt,  auch  eine  möglichst  geringe 
Anzahl  von  Vorkenntnissen  vorausgesetzt,  indem  die  Trigonometrie 
nnd  die  leichtesten  Lehren  der  Differentialrechnung  zum  vollständi- 
gen Verständnis  dieses  Werks  fast  allein  hinreichen , namentlich 
nach  der  Gebrauch  der  analytischen  Geometrie  bei  der  Bestim- 
mung der  Fehler  der  Instrumente  u.  s.  w.  fast  ganz  ausgeschlos- 
sen worden  ist,  was  wir  bei  einem  Werke  von  der  Tendenz  des 
vorliegenden  nur  billigen  können;  die  beschriebenen  und  zu  be- 
richtigen gelehrten  Instrumente  sind  fast  nur  die  jetzt  mit  Recht 
und  znm  grossen  Nutzen  der  Wissenschaft  so  weit  und  allgemein 
verbreiteten  transportablen  Instrumente,  von  denen  auch  immer  sehr 
deutliche  Abbildungen  gegeben  worden  sind ; die  Formeln  sind 
sieht  etwa,  wie  in  manchen  anderen  eine  praktische  Richtung  ver- 
folgenden Werken,  bloss  angegeben,  sondern  immer  mit  hinreichen- 
der Vollständigkeit  vollständig  abgeleitet,  wodurch  natürlich  die 
eigentlich  wissenschaftliche  Gestalt  des  Buchs  sehr  gewonnen 
hat  und  dasselbe  von  dem  Herrn  Verfasser  zu  einem  wahren 
Lebrbuche  gemacht  worden  ist,  in  welchem  man  selten  über  einen 
Gegenstand)  in  dem  auf  dem  Titel  und  durch  die  ganze  Tendenz 
des  Buchs  vorgezeichneten  Kreise,  vergebens  Rath  und  Belehrung 
suchen  wird;  alle  behandelten  Aufgaben  sind  durch  numerische 
Beispiele  deutlich  erläutert;  übrigens  trägt  das  Werk  ganz  den 
Stempel  der  Eigentümlichkeit,  und  Herr  Professor  Sawitsch 
bat  auch  manche  ganz  neue  Methoden  beigefugt,  wie  man,  um 
uur  Eines  zu  erwähnen,  z.  B.  aus  dem  Anhänge  zum  dritten  Ab- 
schnitte: „über  eine  etwas  veränderte  Anwendung  der  Bessel’ 
sehen  Methode  zur  Bestimmung  der  Polhöhe  durch  das  Durch- 
gangs-Instrument, nebst  einem  Beispiele“  sehen  kann.  Kurz  wir 
sind  der  Meinung,  dass  Herr  Professor  Sawitsch  durch  Heraus- 
gabe dieses  in  vielen  Beziehungen  ausgezeichneten  Werks  nament- 
lich um  alle  die,  welche  aus  Neigung  oder  Beruf  geographische 
Ortsbestimmungen  zu  machen  sich  anschicken  wollen , ein  wah- 
res Verdienst  erworben  hat,  und  danken  ihm  in  deren  Namen  hier 
aufrichtigst  dafür.  Gleichen  Dank  verdient  aber  auch  der  Herr 
L'ehcrsetzer  für  die  Verpflanzung  dieses  Werks  auf  deutschen  Bo- 
den, weil  dasselbe  sonst  gewdss  vielen  deutschen  Beobachtern 
ganz  unbekannt  geblieben  sein  würde.  Da  wir  der  russischen 
Sprache  ganz  unkundig  sind,  und  auch  das  Originalwerk  nicht  vor 
uns  liegen  haben,  so  können  wir  freilich  ein  eigentliches  Urtheii 
über  die  Uebersetzung  nicht  aussprechen ; aber  so  viel  können  wir 
aus  vollkommenster  Ueberzeugung  versichern,  dass  dieselbe  sich 
ganz  wie  ein  Originalwerk  lies’t,  und  fügen  daher  nur  noch  hinzu, 
dass  auch  Herr  Professor  Sawitsch  selbst  die  Uebersetzung 
genau  durchgegangen  und  laut  der  Vorrede  über  dieselbe  das 
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Urtheil  gefällt  hat:  „dass  überall  der  SinD  des  Rnsmd 
Originales  treu  und  scharf  wiedergegeben  sei“ 
bei  der  Uebersetzung  eines  mathematischen  Werkes  eig 
Alles  ist,  was  man  verlangen  kann.  Ausserdem  hat  die 
Setzung  durch  manche  Zusätze  des  Herrn  Verfassers  wirl 
Vorzüge  vor  dem  Originale.  Bei  einem  Werke  wie  das  r<a| 


gende,  halten  wir  uns  zu  einer  etwas  genaueren,  als 
in  diesen  literarischen  Berichten  zu  geschehen  pflegt,  Angabe  I 
nes  Inhaltes  verpflichtet,  die  wir  im  Folgenden  uns  zu  gebeut 
tauben : 


S.  I.  Einleitung.  Diese  73  Seiten  starke  Einleitung! 
hält  aus  der  theoretischen  Astronomie  alles  dasjenige,  was  i 
Verständniss  der  verschiedenen  praktischen  Operationen  ■ 
wendig  ist,  also  die  .wichtigsten  allgemeinen  astronomisches 
griffe;  die  Lehre  von  der  Zeit;  die  Lehre  von  den  Constai 
welche  bei  der  Reduction  des  scheinbaren  Orts  eines  Ged 
auf  seinen  mittlere  Ort  angewandt  werden;  die  Lehre  voi 
astronomischen  Strahlenbrechung,  von  der  Parallaxe  , die  Tbl 
des  astronomischen  Fernrohrs,  die  Theorie  des  Niveaus,« 
mit  bestimmter  Rücksicht  auf  das  Praktische,  worunter  auch  « 
geübte  praktische  Astronomen  manches  für  sie  Lehrreiche  fa 
werden.  — S.  74.  Erster  Abschnitt.  Beschreibung  i 
Gebrauch  der  Instrumente.  Die  in  diesem  Abschnitte 
schriebenen  und  in  jeder  Beziehung  vollständig  theoretisch  beb 
delten  Instrumente  sind  das  Durchgangs 'Instrument,  der  astrs 
mische  Theodolit  und  das  Universal  - Instrument.  Die  Tka 
dieser  Instrumente  ist  so  vollständig  gegeben,  dass  kein  Umso 
den  die  neuere  Beobach  tnngskunst  zu  berücksichtigen  für  »t 
gefunden  hat,  unberücksichtigt  geblieben  ist.  Ausserdem  eod 
dieser  Abschnitt  sehr  schöne  Belehrungen  über  die  Fehler 
Gradtbeilungen  der  Instrumente  und  den  Gebrauch  und  die  I 
handlung  der  astronomischen  Uhren.  — S.  243.  Z weitet  i 
schnitt.  Bestimmung  der|  Breite  und  der  Zeit  du 
die  Messung  von  Zenithdistanzen.  Bestimmung  der  Bn 
aus  Circummeridian  - Höhen.  Bestimmung  der  Breite  durch  I 
Polarstern.  Zeitbestimmung  aus  Zenithdistanzen.  Zeit-  und  A 
tenbestimmung,  wenn  beide  unbekannt  sind.  Zeitbestimmung 
correspondirenden  Höhen.  Ausserdem  enthält  dieser  Abäb 
noch  viele  höchst  lehrreiche  und  , wenn  durch  die  Beobachtnüi 
möglichst  genaue  Resultate  erzielt  werden  sollen,  höchst  w/hM 
allgemeine  Betrachtungen.  — Dritter  Abschnitt.  Zcit-»ä 
Breiten-Bestimmung  mittelst  des  Durchgangs-Icsltj 
ments.  Allgemeine  Theorie  des  Durchgangs -Instruments.  M 
Bestimmung  durch  Beobachtungen  am  Durchgangs  - lnslrumrcif 
1.  Wenn  das  Instrument  im  Meridian  aufgestellt  ist  I 
Im  Vertikale  des  Polarsterns.  Allgemeine  Bemerkungen 
die  verschiedenen  Methoden  zur  Zeitbestimmung.  Bessernd^- 
thode  die  Polhöhe  durch  das  Durchgangs  - Instrument  zu  bnbn 
men.  Praktische  dabei  zu  befolgende  Regeln  und  Beispiele-  i* 
hang  zur  Bessel'schen  Methode  vom  Verfasser  mit  einem  Beispot* 
Pierter  Abschnitt.  Von  der  Bestimmung  des  A« 
muths  eines  gegebeuen  irdischen  Gegenstandes 
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Innung  der  Zeit  und  des  Azimuths  aus  den  gemessenen  Azi- 
tb  • Unterschieden  von  Gestirnen.  Ueber  den  Einfluss  der 
lieben  Aberration  auf  die  verschiedenen  Polar -Coordinaten  der 
stirne 


Wir  sehen  dem  Erscheinen  des  zweiten  Theils  dieses  Werks, 
Icher  u.  A.  auch  die  Gauss’sche  Methode  zur  Berechnung  der 
inenfinstemisse  enthalten  wird,  mit  grossem  Verlangen  entge- 
i,  und  werden  dann  sogleich  über  denselben  Bericht  erstatten, 
sen  die  Leser  des  Archivs  die  grössere  Ausführlichkeit  der 
hergehenden  Anzeige,  als  sonst  in  diesen  literarischen  Berichten 
röhnlich  ist,  mit  der  Wichtigkeit  des  vorliegenden,  reiche  Be- 
ruog  gewahrenden  Werks,  durch  dessen  Herausgabe  der  ge- 
te  Herr  Verfasser  sich  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erwor- 
i bat,  und  das  gewiss  wesentlich  dazu  beitragen  wird,  dass 
bald  uoch  mehr  genaue  geographische  Ortsbestimmungen  or- 
ten werden,  als  dies  bis  jetzt  schon  der  Fall  ist,  entschuldigen, 
r haben  es  zugleich  für  unsere  Pflicht  gehalten , durch  die 
ge  ausführlichere  Anzeige  zu  einer  möglichst  baldigen  weiten 
irbreitung  und  Bekanntwerdung  dieses  verdienstlichen  Werks 
> Unsrige  nach  Kräften  beizutragen. 


JV  a u t i k- 


Handbuch  der  Schiffahrts-Kunde  mit  einer  Samm- 
ng  von  Seemanns  - Tafel  n,  zwei  Seekarten,  zwei 
ternkarten  und  einer  magnetischen  Karte.  Im  Aufl- 
age der  Hamburgischen  Gesellschaft  zur  Verbrei- 
mg  mathematisch  er  Kenntnisse  verfasst  von  C.Hiim- 
sr,  Director  der  Sternwarte  und  Navigations-Schule 
i Hamburg  u.  s.  w.  Fünfte  mit  stere  otypirten  Tafeln 
trsehene  Auflage.  Hamburg.  1850.  8. 


Wir  freuen  uns  ungemein,  das  von  uns  im  Literarischen 
er.  Nr.  XXII.  S.  340.  über  die  im  Jahre  1814  erschienene  vierte 
ullage  dieses  ausgezeichneten  Handbuchs  ausgesprochene  vor- 
teilhafte Urtheil  durch  das  so  baldige  Erscheinen  der  vorliegen- 
en  fänden  Auflage  so  vollkommen  bestätigt  zu  sehen.  Zugleich 
>t  uns  das  so  baldige  Erscheinen  dieser  neuen  Auflage  ein  sehr 
rfreulicher  Beweis,  dass  die  wissenschaftliche  Beschädigung 
iit  den  nautischen  Wissenschaften  immer  mehr  Theilnahme 
ndet  und  an  Verbreitung  gewinnt.  Natürlich  gilt  von 
ieser  neuen  Auflage  alles  das,  was  wir  a.  a.  O.  über  die 
ierte  Auflage  gesagt  haben,  und  wir  wüssten  jener  Anzeige  in 
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der  That letzt  nichts  weiter  hinzuzufügen,  als  die  folgende  kurze 
Anzeige  der  Verbesserungen  und  Vermehrungen  der  fünften  Auf- 
lage. Seite  293  — 296  sind  die  zahlreichen  auf  Hamburger  Schif- 
fen angestellten  magnetischen  Beobachtungen  aufgenonimeu  wor- 
den, und  der  Herr  Vf.  findet  in  diesen  Beobachtungen  dea  Be- 
weis, dass  sein  in  der  Vorrede  zur  vierten  Auflage  ausgesproche- 
ner Wunsch,  ein  Observations-Buch  auf  Schiffen  eingefiibrt  zo 
sehen,  wenigstens  theilweise  in  Erfüllung  gegangen  sei.  Haler 
den  Verbesserungen  weiset  der  Herr  Vf.  vorzugsweise  auf  den 
S.  258.  von  ihm  gemachten  Vorschlag  hin,  statt  der  wahren  Di- 
stanz, die  wahre  Kectascension  des  nlonds  aus  der  beobachteten 
Distanz  zu  berechnen,  weil,  abgesehen  von  der  dadurch  in  der 
Ephemeride  ersparten  Seitenzahl,  die  Veränderung  der  schon 
von  Stunde  zu  Stunde  im  Nautical  Almanac  angegebenen  Neda 
scension  des  Mondes  der  Zeit-  Aenderung  mehr  proportional  ist. 
als  es  die  der  kleinen  Distanzen  des  Mondes  von  ausserhalb  sei- 
ner Bahn  gelegenen  Fixsternen  sind.  Dass  die  nautischen  Tafeln 
ihrem  grösseren  Theile  nach  stereotypst  worden  sind,  ist  ge- 
wiss auch  ein  Vorzug  der  neuen  Ausgabe  vor  der  älteren. 


Möge  dieses  verdienstliche  Buch  fortfahren,  gründliche  nau- 
tische Kenntnisse  so  allgemein  wie  möglich  unter  dem  betreffen- 
den Publikum  zu  verbreiten. 


. . I I - D • 'I  f‘*  W M f 

! . . : . i , • :» u « -tu  uvffh 

Berichtigung. 

ln  dem  vorhergehenden  Literarischen  Berichte  Kr.  LY1I1.  nässen  4k 
Seitenzahlen  286.  287,  288,  u.  s.  w.  292  heissen:  786,  787,  788,  fl.«.« 
792,  was  man  gefälligst  zu  verbessern  bittet. 


m<  * 
ot  7#  - 
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LX 

Litera rlsclier  IBericlit. 


Geometrie. 


G r e nz  - Ti  es  1 im  mu  n gen  bei  Vergleichungen  von 
Kreisen,  welche  von  demselben  Dreieck  abhängig 
sind,  sowohl  unter  sich  als  auch  mit  dem  Dreieck 
selbst  von  Dr.  I).  E.  L Lehnms,  Professor  der  Mathe- 
matik an  der  Küttigl.  Artillerie-  und  Ingenieurschule 
o.  8.  w.  zu  Berlin.  Leipzig.  1851.  8°.  10  Sgr. 

Dieses  Schriftcken  enthält  acht  Aufgaben,  die  wir  angehen- 
den Mathematikern  zur  Ucbnng  empfehlen.  Wir  wollen,  um  diese 
Aufgaben  im  Allgemeinen  eiuigennassen  zu  charakterisiren , die 
erste  und  die  siebente  angebeu,  indem  wir  bemerken,  dass  er, 
ß,  y die  Winkel  des  Dreiecks  bezeichnen,  wobei  die  a gegen- 
überstehende Seite  stets  als  Längeneinheit  angenommen  ist.  Wegen 
der  übrigen  Aufgaben  erlauben  wir  uns  die  Leser  auf  das  empfeh- 
lungswerthe  Schri flehen  selbst  zu  verweisen.  Erste  Aufgabe. 
Der  Inhalt  des  um  ein  Dreieck  b esch rie bene n Krei- 
ses soll  sich  zu  dem  in  dasselbe  eingeschriebenen 
Kreise  wie  «*:  1 ve  rh  a i len.  Zu  b es  t im  me  n :1.  D ie  Glei- 
chung zw  ischen  n,  ß,  y und  n.  il.  Die  Grenzen  für  n. 
Hl.  Die  Relation  zwischen  a und  n,  wenn  y = 90°  sein 
sull.  IV.  Die  Gleichung  zwischen  y und  n fürs  gleich- 
schenklige Dreieck,  algn  für  tt^ß.  V,  Die  Abhängig- 
keit der  Wertlie  von  a und  n von  einander,  wenn  übers 
hanpt  entsprechende  Dreiecke  existiren  sollen. 

B^nd.  XV.  60 
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VI.  Numerische  Beispiele.  — Siebente  Aufgabe.  Die 
Summe  der  Flächenräume  der  vier  die  Seiten  des- 
selben Dreiecks  tangentir  enden  Kreise  und  der  des 
um  dieses  Dreieck  beschriebenen  Kreises  soll  einer 
gegebenen  Zahl  p = mn  gleich  »erden.  Zu  bestim- 
men: I.  Die  Gleichung  zwischen  a,  ß,  y und  m. 

II.  Die  Grenzen  für  m.  III.  Die  Vergleichung  zwi- 
schen a und  in,  wenn  y=90°  sein  soll.  IV.  Die 
Vergleichung  zwischen  y und  m,  wenn  a=zß  wer- 
den soll.  V.  Für  welche  Relation  zwischen  a und 
w überhaupt  aus  I.  einem  Dreieck  entsprechende  Wer- 
tbe  für  ß sich  ergeben  können.  VI.  Numerische  Bei- 
spiele. — Mau  sieht  schon  aus  diesen  beiden  Aufgaben,  dass 
diese  kleine  Schrift,  wenn  auch  im  Ganzen  nur  acht  Aufgaben, 
doch,  wenn  dieselben,  wie  es  in  der  Schrift  selbst  sehr  zweck- 
mässig geschehen  ist,  weiter  zergliedert  werden,  einen  ziemlich 
reichen  Stoff  von  Uebungen  darbietet.  Es  macht  uns  Freude, 
aus  dieser  Schrift  zu  sehen,  dass  der  geehrte  hochbejahrte  Herr 
Verfasser  immer  noch  rüstig  fortfährt,  ausser  durch  mündlichen 
Unterricht,  auch  durch  Schriften  den  Lernenden  sich  nützlich  zu 
machen. 


HT  antik- 


Gours  complet  ä l'usage  des  officiers  de  la  marin« 
marchande,  par  Levret  aine,  Professeur  d’Hydrogra- 
phie  de  premiere  classe  au  Havre.  Premiere  Partie. 
Arithraetiq  ue.  Paris.  1849.  8.  — Deuxieine  Partie.  Gd- 
ometrie.  Paris.  1850.  8.  — Troisieme  Partie.  Naviga- 
tion. Paris.  1850.  8.  Alle  drei  Theile  4 Thlr.  10  Sgr. 

Die  beiden  ersten  Theile  dieses  Werks  enthalten  die  ge»  iibo 
liehen  Elemente  der  Arithmetik,  der  ebenen  Geometrie,  der  Ste- 
reometrie und  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie,  ohne 
dass  dabei  auf  die  besondere  Anwendung  dieser  Wissenschaften 
in  der  Nautik  irgend  Rücksicht  genommen  worden  wäre,  was 
doch  namentlich  z.  B.  in  der  Stereometrie  hätte  hin  und  wieder 
der  Fall  sein  können , in  Bezug  auf  näherungsweise  Inhaltsberecb- 
nungen  u.  dergl.  Der  dritte  Theil  enthält  die  „Navigation1 
wie  die  Franzosen  sagen,  d.  h.  die  Stcuermannskumle  (Pilo- 
tage).  Die  erste  Abtheilung  enthalt  einen  „Precis  de  Pby- 
si  qu  e “,  worin  wir  in  ziemlich  bunter  Weise  das  Parallelogramm  der 
Kräfte,  die  allgemeine  Attraction,  die  Centrifugalkraft,  das  Prm- 
cip  des  Archimedes , das  Barometer , die  Pumpen , etwas  von  der 
Wärme  mit  Einschluss  des  Thermometers,  die  Magnetnadel,  die 
Gesetz»  der  Reflexion  und  Refraction,  die  astronomische  Stnh- 
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lenbrechung,  und  in  Verbindung  mit  dem  Vorhergehenden  die 
nautischen  Instrumente  (Sextant,  Spiegelkreis , Vernier,  Contpass) 
und  die  Dampfmaschine  linden.  Aber  über  die  für  den  Seemann 
•o  wichtigen  Elemente  der  Statik,  über  den  Schwerpunkt,  über 
die  einfachen  Maschinen  u.  s.  w.  kommt  in  diesem  „Precis  de 
Physique“  gar  nichts  vor,  was  gewiss  nicht  gebilligt  werden 
Uon,  wenn  tler  Verfasser  einmal  die  Grundlehren  der  Physik 
in  sein  Werk  aufnehinen  wollte,  wovon  wir  uns  Gelegenheit  zu 
nehmen  erlauben,  das  in  höchst  eleganter  ganz  elementarer  Weise 
(erfasste  Werkelten  des  berühmten  ftlou ge : „Traitd  elemen- 
taire  de  Statique  ä l'usage»dcs  ecoTes  de  la  marine  par 
Gaspard  Monge.  Cinquieme  edition.  Revue  par  M.  Ha- 
chette.  Paris  1810.  8.  hier  wieder  in  Erinnerung  zu  brin- 
gen, da  es  zu  unserm  grössten  Bedauern  fast  vergessen  zu  sein 
scheint.  Auf  den  „Prdcis  de  Physique“  folgt  ein  „Prdcis 
d'Astr on o ni ie“  der  uns  auch  nicht  mehr  als  der  „Prdcis  de 
Physique“  befriedigt  hat,  und  dann  kommt  auf pag.9‘2.bis pag. 232. 
die  eigentliche  „Navigation“  oder  „A s t ron  o m i e nautiuue“. 
Wir  glauben  uns  einer  ausführlichen  Inhaltsanzeige  dieser  Aufhel- 
lung enthalten  und  mit  der  allgemeinen  Bemerkung  begnügen  zu 
künnen,  dass  in  derselben  die  gewöhnlichen  Lehren  der  Steuer- 
mannskunde  in  einer  ziemlich  guten  Ordnung  und  in  deutlicher 
und  einfacher  Darstellung  enthalten  und  überall  durch  zweckmäs- 
sige Beispiele  erläutert  worden  sind,  so  dass  wir  diese  Abthei- 
lung dem  Seemanne,  der  nichts  Neues,  sondern  bloss  das  Gewöhn- 
lichste seiner  Wissenschaft  und  Kunst  sucht,  wohl  empfehlen 
künnen,  bemerken  jedoch,  dass  über  die  Aufnahme  von  Küsten 
u.  dergl.  gar  nichts  in  diesem  Werke  enthalten  ist.  Der  im  Li- 
terar.  Ber.  Nr.  LI.  S.  708.  kurz  augezeigte  Traite  elemen- 
tare de  navigation  a l’usage  des  olficiers  de  la  murine 
militaire  et  de  la  marine  du  commerce  pur  V.  Caillet. 
T.  I.  II.  Brest.  1848.  1846.  8.  enthalt  alles  dem  Seemann  zu 
wissen Notlüge  weit  vollständiger  und  in  wissenschaftlicherer  Dar- 
stellung als  das  vorliegende  Werk,  und  wir  erkennen  dessen  Vor- 
züge vor  manchen  anderen , namentlich  französischen  Werken 
desto  mehr,  je  mehr  und  je  langer  wir  uns  desselben  bei  eige- 
nen Studien  bedienen,  weshalb  wir  die  Liebhaber  der  Nautik  hier 
nochmals  auf  denselben  uns  aufmerksam  zu  machen  erlauben,  weil 
wir  insbesondere  a.  a.  O.  uns  nur  mit  einer  ganz  kurzen  Anzeige 
begnügen  mussten. 
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Prefsanfprabc 

der  Königlich  Dänischen  Gesellschaft  der  Wirtl 
schäften  zu  Kopenhagen 

für  IMI. 

Commentatione  doctissima  de  eclipsibus,  quam  anno  IMJi 
dit  Besselius»),  autor  celeherrimus  ostendit,  aequationent  <jl( 
horuni  phaenomenum  aptissimam  obtineri,  si  memioeris,  cnntad 
apparentem  duoruiu  corpormn  coelcstium  inaequaliter  a terra 
stantium  necessario  requirere,  ut  oculus  observatoris  in  ptn 
aliquo  superficici  conicae  sitns  sit,  ambo  corpora  involventi«. 
dcniquc  opere  problemata  diversa  ad  theoriam  eclipsium  pcrtil 
tia  copiose  tractavit,  sed  ita  tarnen,  nt  contactus  intcriures  l 
et  lunae  nec  non  ectipses  solis,  quae  efGciuutur  plancti*  inferl 
bus,  modo  generaliter  attigerit,  et  brevitatis  causa  nonntilla  n 
terierit,  quae  calculo  honnn  phaenomenum  contractioneni  a 
spernendam  afferre  posse  videantur.  Qund  cum  ita  sit,  desidcn 

nt_  auxilio  aequationis,  quam  opere  comrneroorato  t 
buit  Besselius,  eruantur  tormulac  computationi 
annularium  nec  non  transituum  jilanetariim  mftn» 
per  discuni  solarem  idoncae,  et  iliustretur  usus  form 
rum  inventarum  exemplis  apte  elcctis- 

Connnentationes  notandae  erunt  non  nomine  scripforis, 
serti  aliqua,  ndjiciemlaque  charta  ohsignata  eadent  tessera  so) 
quae  scriptoris  nomen  ordinem  domiciliumqiic  indicet. 

Commcntationes  intra  exitum  mensis  Augusti  t85I  Christ 
Oersted,  qui  Societati  alt  epistnlis  est,  transmissac  esse  deW 


*)  Astronomische  Untersuchungen  von  F IV.  Ressel.  Zweit"  fl 
Königsberg.  18-t'i.  *4°.  (Ar,  \.  Anulvso  der  Finsternisse.) 

Kann  deutsch  verfasst  werden. 

Preis  50  Dncaten. 
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Feber  die  Mittelpunkte  der  geometri- 
schen Gebilde. 

Von 

Herrn  Dr.  Anton  Müller, 

ord.  Professor  der  Math,  an  der  Universität  in  Zürich. 


Oie  Geometrie  überhaupt,  di«  höhere  wie  die  elementare,  ent- 
hält manche  Sätze,  welche  als  völlig  isolirt  dastehen,  im  Gegen- 
sätze zn  vielen  Sätzen,  deren  nähere  oder  entferntere  Verwand- 
schalt  mit  anderen  nachgewiesen  wird.  So  wird  z.  B.  gezeigt, 
dass  einem  Dreiecke  ABC  drei  Punkte  PQ II  zukommen,  von 
denen  jeder  der  gemeinsame  Durchschnitt  dreier  Linien  ist,  und 
«eiche  mit  einander  in  einer  geraden  Linie  liegen : die  drei  Linien, 
«eiche  aus  den  Eckpunkten  ABC  nach  den  Mitten  der  Seiten 
sehen,  schneiden  einander  in  einem  Punkte/*;  und  drei  zu  den  Seiten 
senkrechte  Linien  haben  einen  Punkt  Q mit  einander  gemein, 
«enn  sie  durch  die  Mitten  der  Seiten  gehen,  aber  einen  Punkt 
Ä,  wenn  sie  durch  die  Eckpunkte  gehen.  Dass  hei  Vierecken, 
Fünfecken  u.  s.  w.  Analoges  sich  linden  lasse,  ist  ausser  Zwei- 
fel: gleichwohl  geben  die  Lehrbücher  darüber  nicht  Aufschluss. 
Sehnliches  gilt  von  anderen  Eigenschaften.  Ein  solches  Isolirt- 
sein  einer  Einzelnheit  ist  immer  ein  Zeichen , dass  man  nicht  alle 
Seiten  kennt,  und  namentlich  jene  nicht,  welche  den  Weg  zur 
Antiindung  des  Ganzen,  dem  aas  Einzelne  angehört,  zu  zeigen 
geeignet  sind.  Hierin  lag  zu  allen  Zeiten  ein  mächtiger  Sporn 
vielseitigen  Betrachtung  einer  Sache,  um  auf  diesem  Wege 
die  Einsicht  |in  das  Ganze  zu  erlangen.  Es  sind  indess  vielfach 
aBe  Bemühungen  vergeblich;  nicht  selten  aber  bleibt  auch  eine 
Sache  ohne  Beachtung,  weil  man  von  dem  Werthe  derselben 
keine  Ahnung  hat,  während  die  Auffindung  des  Ganzen,  dem  die 
Sache  angehört,  zu  den  minder  schwierigen  Aufgaben  zu  zählen 
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ist.  ln  letzterer  Beziehung  bietet  der  Punkt  P eines  Dreieckes 
ABC,  in  welchem  die  drei,  aus  den  Eckpunkten  nach  den  Mitten 
der  Seiten  gehenden  Linien  einander  durchschneiden,  ein  merk- 
würdiges Beispiel,  dessen  nähere  Beleuchtung  einiges  Interesse 
gewähren  dürfte. 

Wenn  man  (Taf.  L Fig.  1.)  von  den  Seiten  eines  Dreieckes 
ABC  jede  in  drei  gleiche  Theile  theilt,  und  von  den  Theilungs- 
punkten  mn»..  jedes  Paar,  das  einer  Seite  zunächst  liegt,  durch 
eine  gerade  Linie  verbindet,  so  erhält  man  drei  Linien  rnq,  nr, 
Pf,  jede  derselben  ist  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  parallel,  und 
jl  zwei  von  ihnen  halbiren  einander ; folglich  gehen  alle  drei  durch 
einen  Punkt  P. 

Dieser  Punkt  P ist  eben  derselbe,  in  welchem  die  aus  den 
Eckpunkten  nach  den  Mitten  der  Seiten  gehenden  Linien  einan- 
der durchschneiden:  denn  eine  durchs  und  P gelegte  Linie  muss 
die  Seite  BC  halbiren.  Wir  haben  somit  eine  Bestimmung  des 
Punktes  P unabhängig  von  den  durch  die  Eckpunkte  gelegten 
Linien. 

Betrachten  wir  nun  (Taf.  I.  Fig.  2.)  den  Punkt  P als  auf 
die  erwähnte  Weise  bestimmt,  and  legen  durch  denselben  die 
Linien  Aa  und  Bb,  und  ausser  diesen  noch. eine  dritte  Linie 
MO,  welche  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht.  Diese  drei  Linien 
Aa,  Bb,  MO  haben  das  mit  einander  gemein,  dass  jede  durch 
P geht,  und  alle  drei  Seiten  durchscbneidet.  Nun  bestehen,  dem 
Vorhergehenden  zufolge,  zwischen  den  von  P ab  gezählten  Seg- 
menten der  Linien  Aa  und  Bb  die  bekannten  Sätze 

Pzl=2.Pa,  Pß  = 2.P6; 
mithin  auch  die  Sätze 


1 2 .1  2 . 

Pa~  PA  ODd  Pb  ~ PS' 

es  fragt  sich  also : welcher  Zusammenhang  besteht  zwischen  den 
Segmeuten  PM,  PN  und  PO  der  dritten  Linie  MOl 

Die  Antwort  liegt  in  dem  Satze 

PM~  PN+PÖ’  (“J 

dessen  Richtigkeit  auf  folgende  Weise  dargethan  wird. 

Man  betrachte  AB  und  AC  als  Transversalen  des  Dreieckes 
POa , so  hat  man  die  Sätze 


PA.ali  OMsz  PM.aA.  OB, 

PAjaC.  ON=  PNmA.  OC;  • 

■ jaJffv  .. 

, weil  aA—Z.Pa,  PA— 2. Pa , und  2.aB—2.aC—BC  ist, 
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, ••  OM  3.  OB 

/ >%  ' T>lQ'sz~T5c'’ 

OB  . 3.  OC 
7>N~  g<T  • 

Hierin  führe  man  ein: 

OM  = PO+PM, 
OJÜ—  PO — PN, 
OB=>OC  + BC 


and  subtrahire  dann  die  zweite  Gleichung  von  der  ersten,  so  er- 
giebt  eich 

PO  PO_ 

pm  pjy-1’ 

daher  ist  , 

J 1_  1 

PM—PN+PO’ 


was  bewiesen  werden  sollte. 

Durch  den  Satz  («)  ist  eine  erweiterte  Bedeutung  des  Punk- 
tes P gewonnen:  es  ist  ein  Gesetz  ausgedriickt,  das  lur  die 
Segmente  einer  jeden  durch  P gelegten  geraden  Linie  gilt.  Im 
besonderen  Falle,  wenn  eine  durch  ^gelegte  Linie  zugleich  durch 
einen  Eckpunkt  geht,  werden  zwei  Segmente  gleich  gross,  und 
wenn  die  Linie  zu  einer  Seite  parallel  ist,  so  wird  eni  Segment 
= ®,  und  die  beiden  anderen  sind  gleich  gross. 

Ehe  ich  die  gefundene  Bedeutung  des  Punktes  P benutze, 
um  einen  Schritt  weiter  zu  thun,  werde  ich  den  analogen  Punkt 
betrachten,  der  einem  Tetraeder  zukommt. 

Wenn  man  £Taf.  I.  Pig.  3.)  von  den  Kanten  eines  Tetrae- 
ders ABCD  eine  jede  in  vier  gleiche  Thcile  thcilt,  und  jede  Ter- 
nion  der  Theilungspunkte,  welche  einer  Seitenfläche  zunächst 
liegt,  durch  gerade  Linien  verbindet,  so.  erhält  man  zwölf  Linien, 
«nd  durch  diese  zugleich  vier  Ebenen  nbc,  a’c'd1,  a"d"bn,  b"'c"'d'". 
Jede  der  zwölf  Verbindungslinien  ist  zu  einer  Kante  parallel ; 
daher  durchschneiden  diese  Linien  einander  in  solchen  Punkten 

m n p ij wodurch  jede  einzelne  derselben  in  drei  gleiche 

Theile  getheilt  wird.  Weil  jede  der  Ebenen  nbc , n'c'd', ....  zu 
«iner  Seitenfläche  parallel  ist,  so  ist  jede,  zweien  dieser  Ebenen 
gemeinsame  Linie  zu  einer  Kaute  parallel.  Die  sechs  Durch- 
schnittslinicn  der  Ebenen  abc,....  gehen  aber  durch  die  Punkte 

”jn daher  müssen  jede  zwei  derselben  einander  halhircn. 

Hieraus  aber  folgt,  dass  die  sechs  Linien  mm',  rm‘,  pp',....  durch 
«Inen  einzigen  Punkt  P geben.  i 

1* 
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Lest  man  durch  den  so  bestimmten  Punkt  P und  durch  den 
Eckpunkt  A eine  gerade  Linie  AP,  so  muss  diese  der  gegen- 
überliegenden Seitenfläche  RCD  in  einem  Punkte  P begegnen, 
dem  vermöge  seiner  Lage  in  dein  Dreiecke  BCD  die  io  (a)  be- 
zeichnete  Eigenschaft  zukommt.  Werden  nämlich  von  A aus  durch 
p und  p'  die  Linien  AQ  und  AR  gezogen,  und  zugleich  Q in BC 
und  R in  CD  mit  einander  verbunden,  so  ist  die  neue  Linie  QR 
zu  pp“  parallel,  mithin  P die  Mitte  von  QR;  zugleich  ist  BQ 
von  BC,  und  DR  von  DC  der  dritte  Theil,  also  QR  zu  BD 
parallel;  folglich  hat  P die  erwähnte  Lage.  Endlich  ist  PA 
=4. PP,  und  PA  =3. PP,  oder 

_J 3 

PP~  PA' 

Man  lege  nun  (Taf.  I.  Fig.  4.)  durch  P eine  gerade  Linie 
LPO,  welche  zwar  nicht  durch  einen  Eckpunkt  geht,  aber  d«- 
noch  mit  jeder  Seitenfläche  einen  Punkt  gemein  hat.  Diese  Liaie 
liegt  mit  APP'  in  einer  Ebene,  welche  ebenfalls  jede  Seitenflfeie 
durchschneidet.  Es  seien  AM',  AA',  AO“,  L()‘  die  Durchschnitte 
linien  der  Seitenflächen  und  der  erwähnten  Ebene , und  rieOfe 
mäss  L AI  A O die  Punkte,  welche  die  Linie  LPO\m\t  den  Seil» 
flächen  gemein  hat.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man, 
AM',  AA' , AO'  Transversalen  des  Dreieckes  LPP  sind,  B 
Sätze 


und  subtrahire  dann  die 
von  der  dritten,  so  er 


5 


* PL  (pö  PH  pn)—apl 


( 1 _*  _! L.) 

\PO-  PM'  PN') 


+ 3. 


Dem  Gesetze  (a)  zufolge  ist  aber 


_L JL  . 1 

PO~  PM'  + PS1’ 


folglich  auch 

PÖ~  PL  f PH  * TN  W) 

Dieser  Satz  giebt  den  Zusammenhang  der  Segmente  PL,  PM, 
PN  und  PO  an. 

v 

Bei  der  Annahme  der  Linie  LPO  ist  überhaupt  eine  Richtung 
gewählt,  bei  welcher  die  Punkte,  in  denen  die  Linie  LPO  den 
Seitenflächen  begegnet,  von  einander  verschieden  sind;  iodess 
ist  die  Richtung  von  LPO  doch  eine  solche,  dass  auf  der  einen 
Seite  von  P der  Punkt  O allein  ist,  während  auf  der  anderen 
Seite  die  drei  Punkte  L M N liegen.  Im  Gegensätze  zu  dieser 
Richtung  der  Linie  LPO  steht  eine  andere  (Taf.  L Fig.  5.),  bei 
welcher  die  Punkte  LMNO  paarweise  vertheilt  sind,  auf  der 
einen  Seite  von  P die  Punkte  L und  M,  auf  der  anderen  aber 
JV  und  O liegen.  Man  bat  übrigens  iu  diesem  wie  im  vorher- 
gehenden Falle  die  Sätze 


3 LM_  4 ,L3t 
TM  ~ PM-  ’ 

3 .LN  4.  LA- 
PN  ~ PN'  ’ 


3.LO  i-LO1. 

PO  ~ PÖr> 

. 

und  hieraus  erhält  man , wenn  man  die  Werthe 


LM=  PL—  PM\  LM'=  PL- PM‘ , 


LN=  PL  + PN ; LN  = PL+PN, 
LO-PL  + PO-,LO‘-PL\PO‘ 


einführt,  und  dann  die  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  zwei- 
ten und  dritten  subtrahirt,  die  Gleichung: 

* 


3 PL  (pN  + PO—pm) -A  PL  (jpN  + PO'~ pm) 


if' ) + 3. 


Nach  (o)  int  aber 
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1.1 

WN  + V-O 


1 

T*M‘  ’ 


folglich  wird 


1 , 1 1 . 1 

Frt+~pö—PL  + pm  ‘ 


M 


Die  Sätze  (ß)  und  (y)  sind  zwar  verschieden,  wie  die  Fälle, 
welche  sie  Bezug  haben.  Bringen  wir  aber  diese  Gleichung«! 


auf*  welche 
auf  die  Form 


1 1 ' 1 1 

°—pl  + 7W+  7w+  -Ply 

o__  l . l . l , l . 

Pl + PM  + -PN* -PO' 


so  fallt  in  die  Augen,  dass  jeder  von  den  Sätzen  (ß)  und  (y)  m 
eine  specielle  Anwendung  eines  allgemeinen  Satzes  ist,  der  ab» 
lautet:  einem  Tetraeder  kommt  ein  Punkt  P von  solcher  Lage  niT 
dass  in  einer  durch  P gelegten  geraden  Linie,  welche  in  d« 
Punkten  L M N O den  Seitenflächen  begegnet,  die  von  P ab  ge 
zählten  Segmente  PL,  PM,....  in  der  durch  die  Gleichung 

n_l  1.1.1 

U—  PL*  PM  + PN + PO 


bezeichueten  Weise  Zusammenhängen. 

In  gleicher  Weise  kann  man  in  Bezug  auf  die  Segmente  einer 
geraden  Linie,  welche  durch  den  Punkt  P eines  Dreieckes  gelegt 
ist,  und  in  den  Punkten  MN  O die  Seiten  durchschneidet,  dea 
Satz  aufstellen ; 

0 = 7W+  PN*  PP 


.\ 


Nachdem  die  eigentliche  Bedeutung  des,  einem  Tetraeder 
ungehörigen  Punktes  P nachgewiesen  worden,  ist  es  leicht,  den 
Beweis  zu  liefern , dass  einem  Vierecke , oder  besser  ausgedrückt, 
einem  Aggregate  von  vier  geraden  Linien,  die  in  einer  Ebene 
liegen,  ein  solcher  Punkt  P zukomme,  wie  dem  Dreiecke,  älai 
nehme  an,  es  sei  der  einem  Tetraeder  ABCD  zukommende  Punkt 
P bestimmt,  und  es  seien  durch  P zwei  gerade  Linien  gelegt, 
von  denen  die  eine  in  den  Punkten  LMNO,  die  andere  m den 
Punkten  L‘M'N‘0'  die  Seitenflächen  durchdringt.  Diese  geraden 
Linien  LPO  und  L‘PO‘  liegen  in  einer  Ebene  E,  und  bestim- 
men daher  in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  vier  solche  gerade 
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Linien  LU,  MM',,...,  welche  ein  ebenes  Aggregat  constituiren. 
Man  nehme  weiter  an,  in  der  Ebene  E seien  durch  Pnoch  andere 
gerade  Linien  gelegt,  welche  in  den  Punkten  L"  M"  A"  O",  u.  s.  w. 
die  Seitenflächen  Durchschneiden,  in  sofern  die  Punkte  LMNO.. 
in  den  Seitenflächen  des  Tetraeders  liegen , hat  man  die  Sätze : 

* / 

1 11  1 

U~PL  + PA/f  ~FN+  TU’ 

l 1 1 l 

PU  f PM'  + Fff  + PU'  ’ 

1111 

0=  pjj,  -\r-pjfr  + pjy»  + pö7’ 


u.  s.  w. 

Nun  gehören  aber  die  Punkte  LM. auch  dem  Aggregate 

der  vier  Linien  LU,  MM',...  an;  es  hat  also  der  Punkt  P in  uem 
Aggregate  eine  solche  Lage,  dass  zwischen  den  Segmenten  irgend 
einer  geraden  Linie,  welche  in  dem  Aggregate  durch  den  Punkt 
P gelegt  ist,  der  in  den  vorstehenden  Gleichungen  bezeichnete 
Zusammenhang  besteht. 

Hiermit  ist  die  Beschränkung  auf  Dreieck  und  Tetraeder  be- 
seitigt, und  das  Bestehen  eines  allgemeinen  Gesetzes  angcdcu- 
tet,  das  sich  ungefähr  so  ausdriicken  lässt:  in  einem  Aggregate 
von  r geraden,  in  einer  Ebene  liegenden  Linien,  und  auch  in 
einem  Aggregate  von  n Ebenen  giebt  es  einen  Punkt  P von  sol- 
cher Lage,  dass  in  einer  geraden  Linie,  welche  durch  P geht, 
und  in  den  Punkten  At , A2....  A„  die  Bestandteile  des  Aggrega- 
tes durchschneidet.  die  von  Pah  gezählten  Segmente  PAlt  PA%,.. 
in  einem  durch  die  Gleichung 

0 = PAt  +FÄ^  + + RiT 

Gezeichneten  Zusammenhänge  stehen,  und  dass  diese  Relation 
in  Bezug  auf  die  Richtung  der  geraden  Linie  an  keine  Bedingung 
geknüpft  ist. 

ln  diesem  allgemeinen  Satze  ist,  in  so  fern  man  dessen  Gel- 
tung im  Voraus  zugiebt,  die  dem  Punkte  P beigelegte  Eigen- 
schaft rücksicbtlich  der  Segmente  einer  durch  P gebenden  gera- 
den Linie  ganz  unzweifelhaft;  dagegen  bleibt  unbestimmt,  obein 
^Bgvegat  nur  einen  einzigen  Punkt  P,  oder  aber  mehrere  solche 
“unkte  haben  könne;  und  eben  so  ist  ungewiss,  ob  das  Vorkom- 
men solcher  Punkte  P unbedingt,  oder  durch  die  Beschaffenheit 
der  Aggregate  bedingt  ist. 

Lässt  man  diese  Fragen  vorläufig  bei  Seite,  und  sieht  ledig- 
lich auf  die  dem  Punkte  P beigelcgte  Eigenschaft , so  kann  die 
Bemerkung  nicht  entgehen , dass  in  der  Angabe  derselben  gar 
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nichts  liegt,  was  eine  Beschränkung  auf  Aggregate  von  geraden 
Linien  und  auf  Aggregate  von  Ebenen  als  nothwendig  be zeich- 
nete ; es  ist  im  Gegentheile  unverkennbar,  dass  ein  solcher  Punkt 
P vermöge  der,  seiner  Lage  zukommenden  Eigenschaft  ganz 
wohl  einer  krummen  Linie,  uud  auch  einem  Aggregate  von  (gera- 
den oder  krummen)  Linien , die  in  einer  Ebene  liegen,  angehören 
kann , und  dass  das  Gleiche  auf  Flächen  und  auf  Aggregate  von 
Flächen  Auwendung  Qndet. 

Diese  Betrachtungen  führen  zwar  nicht  zur  Gewissheit,  ge- 
wahren aber  die  Einsicht,  dass  inan  bei  der  Frage  nach  dem 
Vorkommen  der  Punkte  P es  mit  einer  Eigenschaft  zu  thun  bat, 
welche  den  ebenen  Liniengehilden  und  auch  den  Flächeogebilden, 
also  überhaupt  den  geometrischen  Gebilden  zukommt.  Als  eine 
den  geometrischen  Gebilden  gemeinsame  Eigenschaft  kann  aber 
das  Vorkommen  der  Punkte  P schlechthin  nicht  isolirt  stehen: 
dasselbe  muss  mit  anderen  Eigenschalten,  welche  den  Gebilden 
ebenfalls  gemeinsam  sind,  irgendwie  zusammen  hängen,  in  dem 
Systeme  aller  Eigenschaften , welche  die  Gebilde  mit  einander 
gemein  haben,  eine  bestimmte  Stelle  einnehmen.  Will  man  also 
über  das  Vorkommen  der  Punkte  P zur  vollen  Klarheit  gelange«, 
so  muss  mau  sich  in  einem  ganz  anderen  Gebiete  umsehen , ah  4 
die  Elcmentarsätze  über  jene  Punkte  anzudeuten  scheinen. 


Seit  der  Einführung  der  Coordiuaten  durch  Descartes  wer- 
den die  krummen  Linien  und  eben  so  die  Flächen  nach  den  ihnen 
zukommenden  Gleichungen  in  Ordnungen  vertheilt,  in  der  W’eise, 
dass  der  Grad  ihrer  Gleichung  zugleich  die  Ordnung  einer  Linie 
oder  Fläche  bezeichnet,  und  demgemäss  alle  Linien  und  alle  Flä- 
chen, deren  Gleichungen  von  einerlei  Grad  sind,  als  zu  einerlei 
Ordnung  gehörig  betrachtet  werden. 

Hiernach  ist  es  ganz  richtig,  dass  die  Gleichungen  aller  zn 
einerlei  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen  nichts  weiter  sind 
als  Specialfalle  einer  allgemeinen  Gleichung,  d.  i.  einer  solche«, 
deren  Coefficienten  ohne  Werth-  und  Formbestimmung,  ledig- 
lich unbestimmte  Zeichen  sind.  Von  einer  solchen  Gleichung 
kann  man  aber  nicht  umgekehrt  sagen,  sie  sei  die  allgemeine 
Gleichung  aller  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien  oder  Flächen, 
aus  dem  einfachen  Grunde,  weif  die  Gleichung  ein  grösseres  Ge- 
biet umfasst,  das  ausser  den  Linien  oder  Flächen  auch  noch 
andere  Gebilde  enthält.  So  ist  es,  um  ein  Beispiel  anzuführen, 
schlechthin  ungenau , wenn  man  die  Gleichung  zwischen  den  Co- 
ordinaten  xy  vom  dritten  Grade  • ' 

0=#s-f  Ax%y  + Bxy1- (-  Cy3- f Dx3+ ... 

so  lange  ABC....  lediglich  Zeichen  für  die  Coefficienten  sind,  als 
die  allgemeine  Gleichung  der  Linien  dritter  Ordnung  betrachtet: 
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einem  Aggregate  von  drei  geraden  Linien , die  in  einer  Ebene  lie- 
gen, und  eben  so  einem  Aggregate  von  einer  geraden  Linie  und 
einem  Kegelschnitt  gehört  eine  Gleichung  zwischen  den  Coordi- 
naten  eines  seiner  Punkte  an,  welche  ebenfalls  vom  dritten  Grade 
ist,  und  jede  solche  Gleichung  ist  in  der  obigen  allgemeinen  als 
Specialfair  enthalten.  Uro  also  genau  zu  sein,  wird  man  sagen 
es  seien  alle  ebenen  Liniengebilde  dritter  Ordnung  in  der  obigen 
allgemeinen  Gleichung  begriffen. 

Eben  so  unbestreitbar  und  richtig  ist  auch,  dass  eine  Unter 
suchung  der  zu  einer  Ordnung  gehörigen  Linien,  wobei  die  all- 
gemeine Coordinatengleichung  des  entsprechenden  Grades  als 
Grundlage  dient,  nicht  mit  den  Linien  selbst  anfangen  kann.  Es 
fehlt  nämlich  die  Definition  dieser  Linien  als  solcher,  indem  das- 
jenige, was  durch  die  Coordinatengleichung  ausgedriickt  wird, 
sich  nicht  auf  diese  oder  jene  Gebilde  ausschliesslich,  sondern 
auf  alle  Gebilde  derselben  Ordnung  bezieht. 

Bei  einer  solchen  Auffassung  der  Bedeutung,  welche  den 
allgemeinen  Coordinatengleichungen  zukommt,  steht  schon  vor 
aller  Untersuchung  als  unzweifelhafte  Thatsache  fest,  dass  den  Linien- 
gebilden von  einerlei  Ordnung,  desgleichen  auch  den  Flächengebilden 
von  einerlei  Ordnung  viele  Eigenschaften  gemein  sein  müssen. 
Hiervon  ausgehend  habe  ich  in  derSchrift:  „D  ie  F undamental- 
gelsetze der  höheren  Geometrie“,  wovon  so  ebendie  erste 
Abtheilung  in  der  H allberger'schen  Verlagshandlung  in  Stutt- 
gart erschienen  ist,  in  mOglicb'grösster  Vollständigkeit  diejenigen 
besetze  zu  entwickeln  versucht,  welchen  die  gemeinsamen  Eigen- 
schaften sowohl  der  Linien  — als  der  Flächengebilde  unterworfen 
sind.  Hierbei  stellt  sich  die  Mannigfaltigkeit  und  die  verschieden- 
artige Natur  jener  Eigenschaften  heraus.  Es  finden  sich  solche 
Eigenschaften , denen  eine  unbedingte  und  unveränderte  Geltung 
zultommt,  weiche  also  von  der  besonderen  Beschaffenheit  der 
Gebilde  völlig  unabhängig  sind;  sodann  ergeben  sich  auch  Eigen- 
schaften von  veränderlicher  Natur,  welche  von  der  Beschaffenheit 
der  Gebilde  mehr  oder  weniger  ahhängen.  Insbesondere  erlangt 
man  in  Bezug  auf  Ueber-  und  auf  Unterordnung  der  gemeinsamen 
Eigenschaften  eine  solche  Einsicht,  dass  auch  nicht  der  mindeste 
Zweifel  obwalten  kann.  Indem  die  Untersuchung  auf  dies  alles 
eingeht,  und  namentlich  auch  auf  die  Modificationen,  welche  die 
veränderlichen  Eigenschaften  erleiden  können,  fuhrt  sie  Schritt 
fär  Schritt  tiefer  in  die  einzelnen  Theile  des  Gebietes  der  zu- 
sammenhörigen  Gebilde,  und  man  hat  endlich  die  individuellen 
Gebilde,  in  streng  logischer  Anordnung  aufgeführt 

Die  Art  und  Weise,  zu  den  gemeinsamen  Eigenschaften  der 
m einerlei  Ordnung  gehörigen  Gebilde  zu  gelangen , ist  ziemlich 
einfach.  Durch  die  Voraussetzung  der  Coordinatengleichung  des 
nt«n  Grades  hat  man  zunächst  das  Mittel  zur  formellen  Benand- 
,.n?  ^er  Frage  nach  denjenigen  Punkten,  welche  eine  gerade 
time  mit  einem  Linien-  oder  Fläcbengebilde  der  nten  Ordnung 
gemein  haben  kann.  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  bekannt, 
"Ii *"■  ?r‘is8er  a*s  n ’ un,l  man  findet  die  einzelnen  Punkte  nicht 
allein  durch  Ermittelung  ihrer  Coordinaten,  sondern  auch  auf  zwei 
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andere  Weisen,  welche  darauf  beruhen,  dass  die  Lage  einer  ge- 
raden Linie  bestimmt  ist  sowohl  durch  einen  ihrer  Punkte  und 
durch  ihre  Richtung,  als  auch  durch  zwei  ihrer  Punkte.  ' 

Indem  man  die  Lage  einer  geraden  Linie  oder  einer  Trans- 
versalen T,  welche  ein  Gebilde  L der  nten  Ordnung  durchschnei- 
det, durch  Voraussetzung  ihrer  Richtung  und  eines  Punktes  O 
derselben  bestimmt,  ist  die  Möglichkeit  dargeboten,  die  Punkte 
At , A2 An,  welche  das  Gebilde  L mit  uer  Transversalen  T 

femein  hat,  durch  ihre  Lage  gegen  O anzugeben:  man  hat  Dir 
ie  Segmente  OA, , OA2....ÖA»  zu  bestimmen.  Wenn  aber  A 

irgend  einer  von  den  Punkten  At,  A. A„ , also  OA  eines  der 

Segmente  OA,,  OAt,....  OAn  ist,  so  lassen  sich  die  Coordinaten 
des  Punktes  A einzeln  darstellen  durch  das  Segment  OA,  durch 
die  Coordinaten  von  O,  und  durch  die  Elemente  der  Richtung 
der  Transversalen  T ; die  Substitution  dieser  Werthe  der  Coordi- 
naten  von  A in  der  vorausgesetzten  Coordinatengieichung  führt  zu 
einer  Gleichung  für  OA  von  der  Form 

0=  M0.  OA « + Mi . OA— « + ....+  Mn-y.OA  + M..  • 


Die  Coeflicienten  M{)  My ...  dieser  Gleichung  enthalten  dreierlei 
Grössen:  die  Coeflicienten  der  vorausgesetzten  Coordinatengtei- 
chung,  sodann  die  Coordinaten  des  Punktes  O,  und  endlich  die 
Elemente  der  Richtung  der  Transversalen  T;  zugleich  Hisst  sich 
die  Art,  in  welcher  die  Coeflicienten  MaMl  aus  den  erwähnten 
Grössen  gebildet  werden,  durch  ein  Gesetz  ausdrücken.  Im  Faüe 
L ein  Liniengebilde  nter  Ordnung  ist,  dessen  Gleichung  zwischen 
senkrechten  Coordinaten  durch  den  Satz 

0=  S(x,y)  w 


angezeigt  wird,  hat  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  |jj  die 
Coordinaten  des  Punktes  O seien,  und  dass  die  Transversale  f 
um  den  Winkel  u zur  Ase  der  x geneigt  sei,  das  BilduugsgeseU: 


Mr~ 


cos*"— *■  *-r  (n— r)*!-1  d—r5($,  tj) 

- ' 


2. 

o 


1*1 1 ' d^—.drf ' ** 


Diesem  völlig  analog  ist  dos  Bildancrsgesetz  von  Mr  für  den 
Fall,  dass  das  Ciebildc  L ein  Flächcngebilde  ist. 

Nach  vorstehender  Bildungsnorm  ist  Mr  in  Rücksicht  der  Co- 
ordinaten | r\  eine  Grösse  der  rten  Dimension,  so  dass  in  M0  die 
Coordinaten  |t \ gar  nicht  Vorkommen,  in  J/,  nur  die  ersten  Poten- 
zen derselben,  u.  s.  w. 

*•„  ’ . I • 

Die  Segmente  OAt,  0A2 sind  die  Wurzeln  der  obigen 

Gleichung  mr  OA;  daher  hat  man  zwischen  diesen  Segmenten 
und  den  Coeflicienten  M0  My ....  jener  Gleichung  ein  System  von 
n Sätzen,  dessen  allgemeines  Glied  durch  die  Gleichung 


(OAi  0/4,..0A,)b>>=(— Jjf.jg? 
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bezeichnet  wird,  vorausgesetzt , dass  der  Ausdruck  links  die 
Summe  der  Verbindungen  aus  OAx,OA zu  p Elementen  an- 

deute. 

Der  Punkt  O ist  hierbei  als  angenommen  betrachtet.  Ob  die 
Annahme  eine  directe  oder  eine  mittelbare  ist,  bleibt  ausser  der 
Beachtung.  Unter  den  mittelbaren  Annahmen  von  O ist  aber  auch 
jene  zulässig,  welche  festsetzt,  der  Punkt  O soll,  wie  die 
Punkte  At ,At..A„  auch  liegen  mögen,  gegen  diese  Punkte  in  der 
Transversalen  T eine  solche  Lage  hauen,  dass  zwischen  den 
Segmenten  OAx,OA% die  Gleichung 

(OAlOAt OA,)W  = 0 (0) 


stattfindet.  Dieser  Forderung  nämlich  genügen  nach  dem  Vorher- 
gehenden die  Coordinaten  aes  Punktes  O,  wenn  sie  solche 
Wertbe  haben,  dass  Mh  = 0 wird.  Im  Falle  also  das  Gebilde  L 
ein  Liniengebilde  ist,  so  muss  der  Forderung  (C)  gemäss  sein 


„ PP  dt»-*— .dtp 


• tgu*- 


(D) 


’ »t.  Diese  Gleichung  zwischen  £ und  77  ist  vom  Aten  Grade  und 
gehört  einem  Liniengebilde  der  Aten  Ordnung  an.  Von  diesem 
Liaiengebilde  muss  also  O ebenfalls  ein  Punkt  sein,  wenn  O 
durch  seine  Lage  in  der  Transversalen  T der  gestellten  Forde- 
rung (C)  genügen  soll. 


Weil  das  Gebilde  (D)  von  der  /den  Ordnung  ist,  so  kann 
dasselbe  A Punkte  mit  der  Transversalen  T gemein  haben.  Des- 
halb enthält  die  Transversale  T zwischen  den  Punkten  Al,Ai..Am 
nicht  bloss  einen  Punkt  O,  sondern  A solche  Punkte  O,  von 
denen  jeder  durch  seine  Lage  die  Forderung  (C)  befriedigt. 

Die  Coordinaten  £>j  in  der  Gleichung  (D)  beziehen  sich  über- 
haupt auf  einen  Punkt  des  Gebildes  (U),  aber  nicht  nothwendig 
und  ausschliesslich  auf  O.  Aus  diesem  Grunde  enthält  die  Glei- 
chung (D)  von  der  Transversalen  T lediglich  den  Winkel  u.  Es 
muss  also  jede  Transversale,  deren  Richtung  durch  u angezeigt 
ist,  von  dem  Gebilde  (D)  in  A solchen  Punkten  geschnitten  wer- 
den, von  denen  jeder  in  seiner  Linie  T der  Forderung  (C)  genügt. 

' < ‘ 1 ■ 1 1 - ‘ 

Wegen  dieser  Eigenschaft  nenne  ich  das  Gebilde  (D)  einen 
zur  Richtung  u gehörigen  Diameter  der  Aten  Ordnung  des 
LiuiengebildeS  h.  \ 

Wenn  die  Gleichung  (D)  auch  nicht  für  jeden  Werth  von  u 
einem  Liuiengebilde  angeliört,  so  sind  unter  aen  möglichen  Wer- 
tben  von  « doch  solche , bei  deren  jedem  die  Gleichung  (D)  ein 
Liniengebilde  bezeichnet 

Ein  Liniengebilde  L der  ntcn  Ordnung  hat  demnach,  und 
zwar  unbedingt,  Diameter  der  Aten  Ordnung.  Dies  gilt  aber  für 
jeden  der  Werthe  A = l,  2,  ... n — 1;  mithin  kommen  einem Linicn- 
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gebilde  L der  nten  Ordnung  Diameter  der  ersten,  zweiten  , ..... 
....  (n — l)ten  Ordnung  zu.  * 

Dieser  Satz  gilt  auch  für  Flächengebilde  der  nten  Ordnung, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  alsdann  die  Diameter  melkt 
Linien  sondern  ebenfalls  Flächeugehilde  sind. 


Ich  betrachte  nun  im  Besonderen  die  Diumeter  der  (n  — l)teo 
Ordnung,  weil  diese  über  das  Vorkommen  der  Punkte  P,  von 
denen  oben  die  Rede  war,  bestimmten  Aufschluss  geben. 

Indem  man  h — n — I setzt,  erhält  man  aus  dem  obigen  Satze 
(D)  für  den  zur  Richtung  u gehörigen  Diameter  der  (n — l)tee 
Ordnung  die  Gleichung  , ’ * 


mi)+dSM) 

<4  du  ^ 


(a) 


Hiernach  sind  die  Gleichungen  jener  Diumeter,  welche  zu  des 
Richtungen  u=0  und  «=9üg  gehören,  folgende: 


(b) 


n -dS&n) 

u_  dn  ' 


(c) 


t 


Diese  zwei  Diameter  können  einander  durchschneiden  io  einer 
Anzahl  von  Punkten,  welche  möglicher  Weise  bis  zu  (»—!)*  an- 
steigt.  Es  ist  aber  offenbar,  dass  die  Coordinaten  jener  Punkt', 
welche  die  Diameter  (b)  und  (c)  mit  einander  gemein  haben,  auch 
der  Gleichung  (a)  genügen,  und  zwar  unabhängig  von  u.  Daher 
sind  diejenigen  Punkte,  in  welchen  die  Diameter  (b)  und  (e)  eia- 
ander  durchschneiden,  allen  Diametern  der  (n— l)ten  Ordnung 
gemein. 


Diese  Punkte,  von  denen  jeder  allen  Diametern  der  ( n — I)ten 
Ordnung  gemein  ist,  nenne  ich  die  Mittelpunkte  des  Linien- 
gebildes L. 

Es  sei  O ein  Mittelpunkt  des  Gebildes  L;  durch  O sei  nach 
beliebiger  Richtung  hin  eine  Transversale  T angenommen,  und 
es  seien  Aly  die  Punkte,  welche  T mit  L gemein  bat. 

Dieser  Annahme  gemäss  ist  O ein  Punkt  des  zur  Richtung  von 
T gehörigen  Diameters  der  (n — l)ten  Ordoung,  daher  muss,  dem 

obigen  Satze  (C)  zufolge,  zwischen  den  Segmcnteu  OAl , OAt 

OAn  folgende  Gleichung  stattfinden : 


0=(Ozl1  OAa...  OAnY"- 
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Dieser  Gleichung  geschieht  Genüge,  und  zwar  ganz  unab- 
hängig von  der  Richtung  der  Transversalen  T,  wenn  O ein  Dop- 
pelpunkt des  Gebildes  L ist:  denn  in  diesem  Falle  sind  unter 

den  Segmenten  OA,  ,OA.j....  irgend  zwei  =0.  Demnach  ist  jeder 
Doppelpunkt  des  Gebildes  L zugleich  ein  Mittelpunkt. 

Im  Falle  O nicht  ein  Doppelpunkt  des  Gebildes  L,  also 
überhaupt  nicht  ein  Punkt  von  L selber  ist,  kann  man  die  voran- 
gehende Gleichung  durch  das  Product  aus  allen  Segmenten  divi- 
diren , und  es  entsteht  der  Satz 

0=ö37+  Ö4T+ + ö/i7 ' 

Hierdurch  wird  nun  klar,  dass  die  früher  besprochenen  Punkte 
P nichts  anderes  sind  als  Mittelpunkte  der  Gebilde.  Eben  darum 
sind  jetzt  auch  die  Mittel  bezeichnet,  durch  welche  man  in  jedem 
gegebenen  Liniengebilde  jene  Punkte  P wirklich  finden  kann. 

Da  die  Bestimmung  der  Punkte  P , wie  mir  scheint,  nicht 
okne  Interesse  und  Nutzen  ist , und  dieser  Gegenständ  in  meiner 
oben  erwähnten  Schrift  nur  kurz  berührt  werden  konnte,  so  dürfte 
ein  näheres  Eingehen  in  die  Sache  nicht  unerwünscht  sein.  Ich 
«erde  mich  jedoch  aul  Aggregate,  welche  aus  geraden  Linien 
bestehen,  beschränken,  und  insbesondere  die  Bestimmung  der 
Punkte  P mittelst  Zeichnung  erläutern. 


Ein  ebenes  Liniengebilde  L sei  aus  n geraden  Linien  zusam- 
mengesetzt, und  es  sollen  diese  Linien  alle  einander  durch- 
srhneiden. 


Die  Anzahl  der  Punkte,  in  welchen  die  n Linien  einander 

dsrchschneiden  , ist“ — T"  ' ^et'er  von  diesen  Punkten  ist  ein 

Doppelpunkt,  also  auch  ein  Mittelpunkt  von  L.  Die  Anzahl  aller 
dem  Gebilde  L zukommenden  Mittelpunkte  ist  aber  =(rr — 1)*,  da- 
her ist  die  Anzahl  der  dem  Gebilde  L angehörigen  Punkte  P, 
d-  h.  jener  Mittelpunkte,  welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte 
sind,  1 


, n.(n-l)  (n— 1)(m— 2) 

(«-!) 172  — 172  ' 


Hiernach  hat  also 

ein  Aggregat  von  3 geraden  Linien  1 Punkt  P, 


II 

»*' 

II  ^ f» 

„ 3 Punkte  P, 

»» 

„ 5 „ 

„ 6 

„ P, 

»> 

U.  8.  W. 

„ io 

„ P , 
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Die  Gleichung  des  vorausgesetzten  Gebilde«  L hat  die  Form : 
0= (.z— y .cotA-,  +/,  )(ar— y.  cotA,-fV*) . ...  (*— y.cotkn+ln) . 

Setzt  man  also  zur  Abkürzung 


£— ij.cot Jc.  + l,=F,, 
so  ist  in  unserem  Falle 

S(S,V)=Fl.Ft.Fl....Fn, 

folglich  die  Gleichung  (a)  des  zur  Richtung  u gehörigen  Diame- 
ters  der  (n — l)ten  Ordnung  jetzt  folgende: 

d(Ft.Ft...Fn)  ■d(Ft.Ft..Fn) 

°= 31 cotw  + (I) 

Diese  Gleichung  ist  vom  (n  — l)ten  Grade,  und  gehört  einer 
Linie  der  (»— l)ten  Ordnung  an.  In  dieser  Linie  liegen  alle  Mit- 
telpunkte von  L;  sie  geht  also  durch  alle  Punkte,  in  welchen  die 
Bestandteile  von  L einander  durchscbneiden , und  enthält  n- 

gleicb  die  ™ Punkte  P.  Man  hat  also  nur  zwei 

solche  Linien  der  (n — l)ten  Ordnung  zu  zeichnen,  um  die  Punkte 
P zu  erhalten.  „ 

Man  kann  aher  noch  leichter  zum  Ziele  kommen.  Bezeichnen 
wir  nämlich  die  Grössenreihe  F,,Ft,...Fn,  indem  wir  nicht  vonFlt 
sondern  überhaupt  von  einem  Gliede  t\,  derselben  zu  zählen  an- 
fangen , durch 

FV,F ph  ,Feit- Fp+a-j, 

wobei  also  Fri » mit  Ft  einerlei  ist,  und  bemerken,  dass 

rZ (f’p./'p fi  .... F^f«_1)  = /,p.<Z(Fpf-,.F (>f * — Fpf.,_,) 

+ ff  In  • f'e+s • dFt 

ist,  so  erhalten  wir  aus  (I)  die  Gleichung: 

o=Ff.  . cot«  + d(pHl 

-f  Fpf  | . Fp+j .... Z pf-»— x .(cot u — cotAf). 

Wird  nun  u=kv  angenommen,  so  folgt  hieraus 

0 = Fe . . cohtp  + WüLjf 

Der  zur  Richtung  u—kf  gehörige  Diameter  der  (n — l)ten  Ordnung 
ist  hiernach  ein  Aggregat,  bestehend  aus  der  geraden  Linie 
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und  aas  der  Linie  der  (n—  2)ten  Ordnung,  welcher  die  Gleichung 

0=^rcn-.fto> . C0ÜC(  + dSln\-I^=A  (H.) 

ansehört.  Die  Linie  t\=0  ist  ein  Bestandteil  von  L , and  ent- 
hält daher  n— 1 Doppelpunkte;  die  übrigen  Doppelpunkte  60  wie 
die  Punkte  P müssen  also  in  der  Linie  (II)  liegen. 

Hiernach  reichen  zwei,  nach  der  Vorschrift  des  Satzes  (II) 
gebildete  Linien  bin,  um  die  Punkte  P zu  bestimmen.  Ihrer  Glei- 
chung zufolge  wird  aber  eine  Linie  (II)  auf  folgende  Weise  ge- 
funden : man  betrachtet  irgend  welche  n — 1 Linien  oder  Bestand- 
teile des  Gebildes  L als  ein  besonderes  Aggregat,  und  sucht 
für  dieses  einen  Diameter  der  (n — 2)ten  Ordnung,  und  zwar  jenen, 
welcher  zur  Richtung  der  nten , in  das  neue  Aggregat  nicht  auf- 
genommenen Linie  von  L gehört. 


# 

Ich  wende  mich  nun  zur  Bestimmung  der  Punkte  P mittelst 
Zeichnung.  ■#  ■ , , 

Zunächst  kommt  es  auf  die  Gewinnung  derjenigen  Mittel  an, 
durch  welche  die  Auflösung  einer  Aufgabe  möglich  wird , welche 
so  lautet: 

Das  aus  n geraden  Linien  zusammengesetzte  Gebilde  L 
werde  von  mehreren,  zu  einander  parallelen  Transver- 
salen TVT"  ...  durchschnitten,  und  zwar  von  T in  den 
Punkten  A1Ax....Ah,  von  T‘  in  den  Punkten  A\A't..A'K, 
von  T in  den  Punkten  A‘\  A"t...  A“» , u.  s.  w. ; man 

soll  in  jeder  von  dieseu  Transversalen  TT ' jene 

Punkte  angeben,  durch  welche  der,  zur  Richtung  dieser 
Transversalen  gehörige  Diameter  der  (n — l)ten  Ordnung 
gehen  muss. 

Behufs  der  Auflösung  dieser  Aufgabe  bezeichnen  wir  vorläufig 
durch  O eineu  von  jenen  Punkten,  welche  die  Transversale  1 
mit  dem  gesuchten  Diameter  gemein  hat,  eben  so  durch  O'  einen 
von  jenen  Punkten , welche  I"  mit  dem  Diameter  gemein  hat, 
u.  s.  w.  Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  als  Anhalt  die 
Gleichungen: 

0=(OAl  OAt....OA,,y—l\ 

0 = (0'A\  0,A'i...O'A'ny—lK 
0 -(O"/!",  0"A,/s...0“A",)<’-1) , 
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'Man  wähle,  nach  Willkühr,  in  T einen  Punkt  Ä,  in  T einen 
Punkt  X',  in  T"  einen  Punkt  X ",  u.  s.  w„  so  ist,  algebraisch 
genommen , 


OA,=  XAr-XO,  OAr=XAr-X'(r, 

0"A“r=  X"A"r  — X"  O", 

Fährt  man  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe  für  OAt, 

(>A, in  den  vorangehenden  Gleichungen  ein,  so  ergehen  sich 

folgende  Sätze: 

•-1  (n ( y»l — i 

0=  £.  <— Ip.JTO-— > . V J-:,  . (XA,  XA,..  XA.pi, 

■-I  (n— IW-1 

0=  £.  (— \)'.X'(J*—yv  -.‘j-y-  .(X'A\  XA',...  X’f.p, 

o Ä*‘ 


O.  S.  W. 

Die  Punkte  AtA,....,  A\A', — sind  in  jedem  Falle  gegeben; 
da  nun  die  Punkte  X X'....  durch  beliebige  Annahme  festgestellt 

werden,  so  sind  in  jedem  Falle  die  Segmente  XA,,  XA, 

X'A'i,  X'A', ebenfalls  gegeben.  Die  vorstehenden  Gleich* 

gen  geben  also  direct  die  Werthe  der  Grössen  XO,  X'O' — E» 
ergeben  sich  aber  für  jede  dieser  Grössen  it— 1 Werthe,  u*l 
durch  diese  sind  io  jeder  Transversalen  diejenigen  n — t Piwhtf 
bestimmt,  durch  welche  der  zugehörige  Diameter  der  («—1)1» 
Ordnung  geht 

Die  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichungen  wird  vereinfacht 
wenn  man  die  Punkte  XX'....  so  wählt,  dass 

* % 

(A A,  XA, XA,)!‘>  =0i 

(X'A\  X'A',...X'A\y'>=ol  (III) 

u.  s.  w.  I 

Unter  dieser  Bedingung  liegen  die  Punkte  XX’  X" in  ein^ 

geraden  Linie,  in  dem  zur  Richtung  der  Transversalen  TTT*— 
gehörigen  Diameter  erster  Ordnung  des  Gebildes  L;  es  werde" 
daher  dorch  zwei  Punkte  XX'  die  übrigen  bestimmt.  Um  »her 
diese  zwei  Punkte  zu  linden,  nehme  man,  nach  Willkühr,  b>  ' 
einen  Punkt  U und  in  7V  einen  Punkt  LJ'  an,  und  bemerke,  d&ss 

X Ar  = UAr—  UX,  X'A'r=  V'A\-  VX' 

ist , so  fällt  in  die  Augen , dass  den  Gleichungen  (III)  gewiss 
siein  muss 


n.  UX  = UA , + UA,  + + UAn  ) 

n . U'X-  U'A'i  + U'A' , + + U'A‘. 


(IV)I 


Digitized  by  Googh 


17 


'Ier  Annahmen  (lll)  fallen  in  den  obigen  Gleichungen 
XO,  X'O1,...  die  zweiten  Glieder  weg,  und  man  hat  demnach 

0=n . AO->  + (n— 2) . AO3 . (AA,  XA, ....  AA„)<  S) 
-(»-3).XO«^.(X41  XAt....XA,y3) 

+ (n— 4) . AO—a.  (XA,  X X,  ....  X A,)tt> 


und  eben  solche  Gleichungen  für  X 'O',  X"  O" 

Wegen  (III)  ist  aber  auch  / 

- 2.(XAl  XAa ...  XA.)<V  = XA,*  + XAt * + ....  + XA„* , 

+ 3.(XA,  XA,...  A4.)(»)  = XA,»  + XA,3  + ....  + XA«3, 

— 8.(XA,  XA,...XA.)<*>=2.(XAl«+A-‘<»4+  ...  + XA,,«) 

- (XA,*+XA,*+<-.+  XA**)*, 

0/  8.  W. 

mithin 

* 

0 = AO»— 1 — ^ . AO-MAd,H  XA,*  + ....  + A A,*)  (V) 

n Q 

-•  — .AO«-*.(Ad1*+AA1»+.,..+AA,») 

-^4.X0-».  i2.(XA,«  + XAJ+-.+XAS)  ) , 

I-(A4HM!+...+^.y  j 

. i > ’ i— “ j . . 


Die  Coefücienten  dieser  Gleichung  lassen  sich  nun  leicht  auf 
diejenige  Form  bringen,  welche  für  die  Auflösung  am  passend- 
sten ist 

Man  zeichne  (Taf.  I.  Fig.  6.)  einen  Winkel  ZXQ  von  be- 
liebiger Grösse,  nehme  auf  dem  einen  Schenkel,  von  der  Spitze 
A’  ab  gerechnet,  ein  Stück  AZ  von  beliebiger  Grösse,  und  trage 
dann,  ebenfalls  von  X ab,  auf  jedem  Schenkel  eines  der  Seg- 
mente auf.  Angenommen,  es  sei  das  Segment  XAr  auf  jedem 
Schenkel  aufgetragen,  und  dadurch  auf  dem  einen  Schenkel  der 
Punkt  Ar,  auf  dem  anderen  der  Punkt  Q bestimmt,  also  A Q 
— \Ar,  so  verbinde  man  Z mit  Q,  und  ziehe  durch  A,  die  Linie 
ArZrll>  parallel  zu  ZQ:  ferner  verbinde  man  Z mit  Zr(|),  und 
ziehe1,  parallel  zu  ZZra>,  durch  Ar  die  Linie  ArZri **;  weiterhin 
verbinde  man  Z mit  ZA-K  und  ziehe  wieder  durch  Ar  die  neue 
Linie  ArZAJ)  parallel  zu  ZZ,(4) ; u.  s.  w. 

Theit  XVI.  a 
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Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  zwischen  dem  Segmente 
XAr,  der  willkfihrlichen  Länge  XZ,  und  den  Stücken  XZ-A'. 

XZ/-'1) , ...  XZ/f)  folgende  Gleichungen: 

XAr.XAr  = XZ.XZr<l>. 

XAr  ■ A'Zr<1>=  XZ.XZA* , 
XAr.XZrW=XZ.XZA*\ 


XAr-XZ/e-v  = XZ.XZA&; 

und  wenn  man  diese  durch  Multiplicatioo  verbindet,  so  ergiebt 
sich  der  Sat2: 

XAfe+^XZe.XZ/O. 

Verfahrt  man  also  in  Bezug  aul  jedes  der  Segmente  XAV- 
in  der  angegebenen  Weise,  behält  aber  die  willkührliche  Lin« 
XZ  unverändert  bei,  und  sucht  nur  die  entsprechenden  Stücke 

X Z,  (?) , XZM, , so  ergiebt  sich  für  die  Uebertragung  der 

Summe  gleicher  Potenzen  von  den  Segmenten  XAlt  XAt ...  dir 
Norm: 

A^,e+1  + ....+A/4«f+1  = XZ(.(XZA(A-XZtW)  +...+XZ.V), 
wobei  zu  bemerken,  dass  in  der  Summe 

XZ,  tf>  + AZ*(?  > + ....+  XZ.W) 

das  Stück  XZA&  eben  das  Zeichen  -f  oder  — erhält,  welches 
der  Potenz  XArf  +*.  zukommt. 

Diese  Redfuctionsart  in  ihrer  Anwendung  auf  die  Coeflicienten 
der  obigen  Gleichung  (V)  für  XO  führt  dahin,  dass  jeder  Coeffi- 
cient  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

az?.a  ■"  ; ' , : 

ersetzt  werden  kann . wo  A eine  einfache  Linie  von  bestimmter 
Länge  ist,  und  die  Gleichung  für  XO,  wenn  man  XZ=p  seht' 
in  Rücksicht  auf  Form  und  Beschaffenheit  der  CoefBcienteo  fol- 
gende wird: 

0 = AO»-1  -p.a-XOTt— p».b.XO"-*  — p\c. XO—» (VI) 

Es  kommt  schliesslich  darauf  an,  die  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung durch  Zeichnung  zu  finden. 

Zn  diesem  Ende  betrachtet  man  die  Gleichung  (V)  als  da- 
durch  entstanden,  dass  aus  zwei  Gleichungen  mit  zwei  unbekann- 
ten Grössen  x y die  eine  dieser  Grössen  eliminirt  worden.  I<t 
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die  eine  dieser  Gleichungen  vom  mten,  die  andere  vom  m'ten 
Grade,  so  wird  die  aus  der  Elimination  bervorgehende  Gleichung 
vom  m.m'ten  Grade,  oder  auch  vom  (m.m'— l)ten,  wenn  der  Coel- 
ficient  des  letzten  Gliedes  =0  ist.  Man  hat  also  vor  Allem  die 
Werthe  von  in  und  m'  so  festzusetzen,  dass  m.m'  entweder  =n  — 1, 
oder  doch  =n  wird.  Die  Coefßcienten  der  einen  und  der  anderen 
Gleichung  sind  aber  so  zn  wühlen,  dass  das  Resultat  der  Elimina- 
tion  mit  (VI)  einerlei  wird. 

Jede  dieser  zwei  Gleichungen  betrachtet  man  nun  als  einer 
krummen  Linie  angehörig,  in  der  Weise  aber,  dass  die  Coordi- 
natenaxen  der  einen  zugleich  die  Axen  der  anderen' Linie  sind. 
Diese  Linien  zeichnet  man  so  weit  als  nüthig,  um  die  Duich- 
schnittspunkte  derselben  zu  linden.  Von  den  Coordinaten  die- 
ser Durchschnittspunkte  sind  die  zu  einer  Axe  gehörigen  zugleich 
die  Werthe  von  XO,  und  zwar  die  x oder  die  y,  je  nachdem  y 
oder  x durch  Elimination  entfernt  werden  muss , um  die  Gleichung 
(VI)  als  Resultat  zu  erhalten. 

Die  nüthigen  Constructionen  gestalten  sieh  in  de»  Anwendung 
ziemlich  einfach.  Zunächst  ist  klar,  dass  man  die  willkührliche 
Linie  ÄZ=p  lur  alle  Transversalen  TVT“ — . unverändert  bei- 
behalten kaun.  Ferner  kann  man,  wenn  XO—y  gesetzt  wird, 
als  die  eine  der  beiden  Gleichungen  folgende  nehmen 

0=y*— px, 

so  dass  man  lur  alle  Transversalen  auch  mit  einer  einzigen  Pa- 
rabel ausreicht,  und  nur  noch  die  zn  jeder  Transversalen  gehö- 
rige zweite  krumme  Linie  zu  bestimmen  bleibt. 

Zur  Erläuterung  mag  die  Betrachtung  einiger  Fälle  folgen. 

Erster  Fall.  Wenn  n=3  ist,  so  erhält  man  aus  (VI) 

O—XO^—p.a^ 

In  diesem  Falle  ist  das  Product  p.a  durch  ein  Quadrat  A*  zu 
ersetzen,  und  es  sind  dann  -f-  A und  — h die  Werthe  von  XO. 

Zweiter  Fall.  Wenn  n=4  ist,  so  wird 

Q=XO*—p.a.XO—p*.b. 

Diese  Gleichung  ist,  wenn  man  XO=y  setzt,  das  Resultat  der 
Elimination  von  x aus  den  Gleichungen; 

0=y* — p.x , 

0 = x%  Ly9  — (p+a)x  — b.y ; 


voo  welchen  die  zweite  einem  Kreise  angehört,  dessen  Mittel- 
punkt eine  solche ‘Lage  hat,  dass 

2* 
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seine  Abscisse  (x)  = 


p+a 

2 ’ 


Ordinate  (y)  =%  ■ 


Der  Kreis  gebt  durch  den  Scheitel  der  Parabel , von  dem  ab  die 
Coordinaten  gezählt  werden;  daher  ist 


der  Radius  des  Kreises 


Dritter  Fall.  Wenn  n=5  ist,  also  nach  (VI)  die  aufzu- 
lösende  Gleichung 


0 = XO* — p.a.XO2  —jAb.XO — p*.c, 


so  sind  die  Hülfsgleichungen: 

0=y® — pjc, 

0= x®  -fy*— (p+a)x—  b.y — p.c ; 

die  zweite  gehört  wieder  einem  Kreise  an,  von  dessen  Mit- 
telpunkt 

ü-f  a 

die  Abscisse  (x)  = - » 

b * 

„ Ordinate  (y) 
ist,  und  dessen  Radius 

= V/((£Ü2M^+,.C). 

Vierter  Fall.  Die  zu  n=6  gehörige  Gleichung 

0 =:X0>-p.a.XO3-p*.b.X0*-p*.c.XO-p*d 

ist,  wenn  man  XO=y  setzt,  das  Resultat  der  Elimination  ton 
x aus  den  Gleichungen 

0=y*  — pa, 

Q=x3—ax* — bxy—p.c.x — p.d.y 


u.  s.  w. 


> 


* 
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Id  Taf.  II.  Fig.  1.  ist  ein  Aggregat  von  vier  geraden  Linien 
AA',  BR,  CO,  DD“  vorausgesetzt,  welche  alle  einander  durch- 
schneiden.  Ein  solches  Gebilde  hat’  neun  Mittelpunkte,  unter 
diesen  aber  nur  drei,  welche  nicht  zugleich  Doppelpunkte  sind. 

Behufs  der  Bestimmung  dieser  Punkte  sind  zwei  Diamcter 
dritter  Ordnung  des  Gebildes  zu  Hülfe  genommen , und  zwar  jeue, 
welche  zu  den  Richtungen  der  Linien  AA'  und  BIS  gehören. 
Der  erste  von  diesen  Diametern  besteht  aus  der  Linie  AA'  und 
aus  dem  zur  Richtung  von  AA'  gehörigen  Diameter  zweiter  Ord- 
nung des  Aggregates  der  Linien  BB‘,  CO,  DD‘;  der  zweite 
besteht  aus  der  Linie  BR  und  aus  dem  zur  Richtung  von  BR 
gehörigen  Diameter  zweiter  Ordnung  des  Aggregates  der  Linien 
AA',  CO,  DIS.  Die  erwähnten  Diameter  zweiter  Ordnung  sind 
Hyperbeln,  und  zwar  sind  na  und  «V  die  Zweige  der  einen,  ßß 
una  ß'ß'  die  Zweige  der  anderen  Hyperbel.  Diese  hyperbolischen 
Zweige  durchschneiden  einander  in’  den  Punkten  P RF",  und 
diese  sind  die  gesuchten  drei  Mittelpunkte  des  vorausgesetzten 
Gebildes. 

Um  die  genannten  Hyperbeln  graphisch  zu  bestimmen , sind 
zunächst  die  zu  den  Richtungen  AA'  und  BB'  gehörigen  Diame- 
ter erster  Ordnung  aa'  und  66'  gesucht  worden,  nach  Anleitung 
der  Sätze  (IV)  für  den  Fall  *i=3.  Der  Diameter  aa'  giebt  in 
jeder  zu  AA'  parallelen  Transversalen  des  Gebildes  (BR,  CO, 
DD')  unmittelbar  den  Punkt  A an,  von  welchem  ab  die  verschie- 
denen Segmente  gezählt  w’erden;  das  Analoge  gilt  von  dem  Dia- 
meter 66°  in  Bezug  auf  die  Transversalen  des  Gebildes  (AA', 
CC,  DR). 

Angenommen,  das  Gebilde  (BB',  CC',  DR)  werde  von  einer 
zuAA'  parallelen  Transversalen  in  den  Punkten  A,  Aa  A,  geschnit- 
ten, so  hat  man,  weil  X in  aa'  liegt,  * 

AA,  + AA,  + AA, =0 


«ad  nach  (V) 


0=  AO*  - ^ . ( AA,*  + AA,*  -f  AA,*)  - 

Sind  nun  die  Punkte  A,  A2  A3  von  einander  verschieden,  so  sucht 
man  durch  Zeichnung  die  Hypotenuse  L des  rechtwinkligen  Drei- 
eckes, dessen  Katheten 

AA,  und  V(AA,*+  AA,*) 

»iod,  sucht  ferner  den  sechsten  Theil  L'  von  L,  und  bestimmt 
endlich  die  Hypotenuse  1 des  rechtwinkligen  Dreieckes , dessen 
Katheten  einander  gleich , jeder  aber  = L'-V 3 , so  wird 

AOs— A*=0,  d.  i.  AO=±A. 

Fallen  von  den  drei  Punkten  A,  A,  A3  zwei  zusammen,  d.  h. 
geht  die  Transversale  durch  einen  Doppelpunkt  des  Gebildes 


1 
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(BB‘,  CC\  DIV),  so  ist  keinerlei  Zeichnung  nCthig.  Wenn  näm- 
lich XA9szXAs  = )l  ist,  so  ist,  ohne  Rücksicht  anf  Vorzeichen, 
XAi  =2A',  folglich 

AO*-i*=0. 

Das  in  Bezug  auf  den  Diameter  des  Gebildes  (BR,  CC, 
Dü')  Bemerkte  gilt  auch,  mutatis  mutandis,  für  das  Gebilde 

(44‘,  CO.  DD). 

In  Bezug  auf  die  Lage  der  Punkte  P P“  P"  ist  noch  Folgen- 
des zu  bemerken.  Durch  die  Linien  44',  BB‘,  CO,  DD"  wer- 
den drei  Flächenstückc  bestimmt,  zwei  Dreiecke  und  ein  Viereck, 
welche  neben  einander  liegen , so  dass  keines  als  Theil  des  an- 
deren genommen  werden  kann.  In  jedem  dieser  Flächenstücke 
liegt  aber  einer  von  den  Punkten  P P P", 

An  einem  Gebilde  von  fünf  geraden  Linien,  welche  alle  ern- 
ander  durch  schneiden,  und  zwar  io  10  verschiedenen  Punktes, 
kann  man  sechs  solcher  Flächenstücke  unterscheiden,  welche 
neben  oder  ausser  einander  liegen,  und  in  jedem  dieser  Flächeo- 
stücke hat  einer  von  den  sechs  Mittelpunkten,  welche  dem  Gt- 
bilde  zukommen,  seine  Stelle. 

Aehnliches  gilt  von  der  Lage  der  Mittelpunkte  eines  Gebil- 
des von  sechs  und  mehr  geraden  Linien. 


4», 


* 


Digitized  by  Google 


23 


11. 

Einige  Bemerkungen  über  loxodro- 
mlsclie  Breiecke  im  Allgemeinen. 

t 

Von 

dem  Herausgeber. 


ln  meiner  „ L oxod rom  ischcn  Trigonometrie.  Ein  Bei- 
Dagtur  Nautik.  Leipzig.  1849.“  habe  ich  nur  solche  loxo- 
dromische'Dreiecke  betrachtet,  die  auf  der  Oberfläche  des  Erd- 
ellipsoids  von  einer  loxodromischen  Linie  und  den  beiden  zwischen 
deren  Endpunkten  und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  lie- 
genden Meridianbogen  begränzt  werden.  Dies  ist  ganz  mit  Ab- 
sicht geschehen,  weil  nur  solche  loxodromjsche  Dreiecke  in  der 
Nautik  zur  Betrachtung  kommen  und  für  den  praktischen  Gebrauch 
io  derselben  von  Wichtigkeit  sind,  ieh  aber  dabei  auch  die  Ana- 
logie mit  der  Sphäroidischen  Trigonometrie  im  Auge  batte,  wo 
Van  zunächst  auch  nur  solche  Dreiecke  zu  betrachten  pflegt, 
welche  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  von  einer  geodätischen 
oder  kürzesten  Linie  und  den  beiden  zwischen  deren  Endpunkten 
und  dem  positiven  Pole  des  Erdellipsoids  liegenden  Mendianbo- 
geu  begränzt  werden.  So  wie  man  aber  namentlich  in  neuerer 
Zeit  bekanntlich  viele  merkwürdige  Untersuchungen  über  von 
drei  geodätischen  oder  kürzesten  Linien  begränzte  Dreiecke  an- 
gestellt hat,  so  führt  auch  die  Betrachtung  von  Dreiecken,  welche 
*uf  der  . Oberfläche  des  Erdellipsoids  von  drei  loxodromischen 
Linien  ei  »geschlossen  werden,  zu  manchen  nicht  ganz  uninteres- 
sonten  Resultaten,  die  aber  für  die  nautische  Praxis  keine  Bedeu- 
tung  haben,  und  daher  der  Tendenz  meiner  oben  genannten,  na- 
meiitlidi  auch  für  wissenschaftlich  gebildete  Seeleute  bestimmten, 
jwd  deshalb  vorzugsweise  nur  das  auf  der  See  Anwendbare  ge- 
•ii  ^ "’ohrilt  fern  Ingen.  Des  theoretischen  Interesses  wegen 
ich  aber  in  dem  vorliegenden  Aufsätze  einige  Eigenschaften 
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solcher  allgemeineren , von  drei  loxodromischen  Lini« 
Oberfläche  des  Erdellipsoids  eingeschlossenen  loxodroni 
Dreiecke  entwickeln,  und  werde  mich  freuen,  wenn  dadurch 
leicht  einer  oder  der  andere  Leser  des  Archivs  diesem  G 
stände  weiter  nachzugehen  veranlasst  werden  sollte,  da  mir 
jetzt  das  wirklich  in  der  Praxis  Anwendbare  näher  liegt 

Es  mögen  daher  jetzt  A0,  A.,  At  drei  durch  loiodroi 
Linien  auf  der  Oberfläche  des  Erdellipsoids  verbundene, 
her  die  Spitzen  eines  allgemeinen  loxodromischen  Dreieck* 
stellende  Punkte  sein.  Die  Längen  und  Breiten  dieser  f 
sollen,  indem  ich  alle  in  meiner  „Loxodromischen  Tri; 
metrie“  gebrauchten  Bezeichnungen  wenigstens  in 
Weise  auch  hier  beibebalten  werde,  respective  durch 
Li , Bl\  L.j, , /?£  bezeichnet  werden.  Den  von  einer 
sehen  Linie  mit  den  sämmtliclien  Meridianen  eingeschla 
Winkel , welcher  nie  grösser  als  180°  und  stets  so  — 
wird,  dass  er  von  den  Meridianen  aus  nach  der  Seite,  _ 
eher  im  Aequator  die  Längen  vonÜ0  bis  360°  gezählt  werden, 
loxodromischen  Linie  aus  nach  der  Seite  des  positiven  Pols  dl 
ellipsoids  hin  liegt,  habe  ich  a.  a.  O.  S.  1/.  Nr.  4.  den  Ci 
nannt.  Nach  diesem  Begriffe  sollen  im  Folgenden  die  da 
(1  römischen  Linien  oder  Distanzen 

AlA%=s0,  AfAg—s j,  A(tAl~st 

entsprechenden  Curse  respective  durch  0O,  0t,  8t 
werden.  Die  Längen  sollen  in  der  Ordnung  Lq,  L,,  Lj 
g enden  aufsteigend  oder  wachsend  geordnet  sein. 

ln  Taf.  11.  Fig.2.  ipt,  wenn  wir  uns  die  Längen  von  4,  4 
der  Seite  von  Ai  und  A.2  hiu  gezählt  denken,  nach  der 
eigenschaft  der  loxodromischen  Linie  offenbar 

ä£A2  Aq  Aq~8 1 — 

AA%  Ax  Ao  = 180° — (0O — 0j), 

^Aq  Aq  Ai  = 0q  — 0| 


oder 


*>ib  ||r.iifl 
»Itcif  oyu/ 
| li-jldamt 
iliilmog  1» 

i.'lbn'l  im 


A J Aq  A 2 — 0*2 Ö,  , 

Z.A2  Ai  A0=  180°  — (02 — 0O), 

Aq  Aq  Ai  — 0j  — 0O ; 

also,  wenn  mau  in  beiden  Fällen  addirt: 

A I Aq  dj  -f  z^d|d]  Aq  ^Aq  Aq  Ai  — 18t)41, 

oder,  «enn  wir  der  Kürze  wegen  die  Winkel  des  loxodronk 
Dreiecks  AqAiA2  bloss  durch  A0,  At,  At  bezeichnen: 

Aq  A-  Ai  Aq—  180°, 

welche  Eigenschaft  also  das  allgemeine  loxodromisebe  D" 
mit  dem  ebenen  Dreiecke  gemein  hat. 


A 
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wer  ist  nach  den  Formet«  36“),  meiner  „Loxodroml- 

Trigonometrie.  S.  32.“: 

» • • . 

^ **)t*n8®o  j*  Cosö(l— e*sinö2)  ’ 

B* 

^ ®*) tang cosö  (1—  e*sinö*)' 

B„ 

PB  05 

Lo—Li—  (1  «*)  tang  cosö(,  _,l8inöt) 

B, 

I ! % > 4»  •«  ..  J • . ■ • * 


a(l — «*)  PBi  0w 


• t*  i*1  i 


_ «(1— e7)  /‘B 

**  COS0!  _ 


) rB- 

t 

,*)  /‘B,.  05 

ilt/  (1—  easinö!,)i  ’ 


*°  co»0o  J (1 — eVmu*) 

Bi 

{ 

1 «(1— e2)  /**■  2ö 


_ «(1—  c2)  />«._  2iö 

**  cosö,  J (1  — e2sinö*' 

B. 


9*’ 


r /»b,  05 

(L,  - L»)  cot  ö0_ tl— e2)/  cosö  (1 — eVmö2)  ’ 

/*«.  es 

AjJcotö,  =(1— e*)y  cosö  (1 — e2sinö2)  ’ 


(Lo-L^cotö^d-e2)  f 

..  f . . 


'Bo 


0(0 


B. 


cog(0  (1 — e*sin(0*) 


f*Bt  05 

io  cosö0  = a (1  e1)!  (•1_e48in-ö5)«> 

; Bt 

d(5 

i,  cosöi=  a(l  e2)y  (i_easin(l)ijr 


«, 

PB,  05 
i4CO80t  = o(l-C2)/ 

B0 
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Also  ist,  wie  man  sogleich  durch  Addition  6ndet: 

(JLj  -L*)cot0o  + (L*-  A.)cot0,  + (Lo-L,)  cot0,=O 

und 

JOCO80O  — Jj  COS0,  +*,CO80a  = O 

oder 

Xo  cos  0O  + Ja  cos  0* = * , cos 0j , 

wo  man  auch  die  Analogie  dieser  letzten  Gleichung  mit  einer  bekann- 
ten Formel  der  ebenen  Trigonometrie  sogleich  erkennen  wird. 

Ferner  ist  nach  der  Formel  52)  meiner  „Loxodromischen 
Trigonometrie.  S.  39.“: 

Itang(i5°  + .Ui) 

I j 

tang  (45°  + ^ B%)  l 

1 ft-f  «sin/?,)(l — esinBj) 

~2  eIÖ—  «sinfii)(l  + csinßj)' 

I tang  (45«  + ^*) 

l 1 

tang  (45° -F^ -Bo) 

1 (1  +esin  Bj)  fl— «sin  B0) 

2 e (1  — «sin  B»)  (t  + e^inB0) 

I tang  (45®+  ’ * 

, j 

taug  (45°+  sB,) 

. I 

1 (1  + esin B0)  (t  — esin/?, ) 

— 2 e (1-  esin/?0)(l  + esinB,) 


also  durch  Addition: 


O=tang0o 


tang  (45°  + ^ß,)  j 

, I 

tang  ('45°+ ^ Ba)  > 

(l  + esin  Bi) (1 — esin/?j)  I 
(I  — esinB,)(l+eskn,ßa)] 
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lang  (45° +32?*) 

, ' — “ 

+ tang®,  ( fang  (45°  -f  ^ ß0) 

| 1 ■ (1  -f  c sin /£,)(!— esinß0)l 

[ $ e (l — esinß*)  (l-|-csinß0)J 


tanc(45°+  \bo) 

1 — j 


+ tang  0,  ( tang  (45°  + § Bi) 

|_I  , (1  + esinß0)(t — esinß,) 

[ 2e  (1  — esin B0) (1  -f  «stoß,) 

„ 

Ffir  e—0,  d.  h.  lur  den  Fall  der  Kugel,  ist: 


L,  — L#=tang0ol 


tang  (45°  + \b,) 
t«Dg(45°+Jß*) 


tang  0,1 


tang  (45° -f 
tang  (45°  -f  ^ ß0) 


Lo—Li  = tang  0*1- 


tang(45°  + ?ß0i 


tang  (45°  + £ Bt) 


und  wenn  man  addirt: 

■* 


tang(45°  +|ä,)  tang(46°+  Iß.) 

O=tang0ol y—  + tang  0,1 * j 


tang  (45°  -f  ^ ß*) 


tang  (45°  + ^ ßo) 


+ tang  0*1 


tang  (45° 

tang(45°+|ß,) 


oder 
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0 = (tag  0O  - tang  0,)  1 tang  (45°  + 
f (tang  0,  — lang  0,)  I tang  (45°  + ?,  B0) 

-f  (tang  0t — tang  0O)  I tang  (-15°  + ^ Bi)  > 


oder 

0=sin  (0O — 0t)  cos  02 1 tang  (43°  + * Bi) 
+ sin(01  — 0j)cos  0oltang(43°+.2  B0) 
4-  sin  (04  — 0O)  cos  0t  I tang  (43  0 + Bt). 


Für  e=0,  d.  i.  für  den  Fall  der  Kugel,  ist  auch  nach  der  Formel 
63)  meiner  „Loxodromiscben  Trigonometrie.  S.  4t.“ 

*u  = a(B*—Bi)ae  c0o, 

$l=.—a(B0— B^sec  0i, 
i2=  a {Bt  — B0)  sec  02 ; 


woraus : 


..  «(ß*-«i)  „ a(B0-Bj  ...ö  «M: 

COS0O= >COS0,=->- C 080* — * 


also  nach  dem  Obigen: 

O=^^-^-sin(0o  — 01)ltang(45°  -f  \b<£ 
+ B%~%  sin  (0,-0*)  I tang  (45°  -f  \ß0) 
— ^2 — 9*  sin  (08  — 0„)  1 tang  (45°  + 5 Bt ) 

oder 

®?bin  (&t  _ 0O)’|  tang  (45«  + J B,) 

*1  “ 

—Msz. zSk  sin  (0J  _ 0*)  I tang  (45°  + B0) 

+ ^ sin  (0„  - 0t)  I tang  (450  + J 

folgt. 
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Wir  wollen  jetzt  auch  den  Flächeninhalt  loxodromischer  Drei- 
ecke, die  auf  der  Oberfläche  einer  Kugel  liegen  ,,  bestimmen,  und 
in  dieser  Beziehung  zuerst  bloss  solche  toxodromische  Dreiecke 
betrachten,  welche  von  einer  loxodromischen  Linie  und  zwei 
durch  deren  Endpunkte  und  den  positiven  Pol  der  Kugel  gehen- 
den Meridianbogen  eingeschlossen  werden. 

i . « ,i 

Der  Flächeninhalt  der  der  Breite  o entsprechenden  sphäri- 
schen Calotte  ist  nach  bekannten  Elementarsätzen  von  der  Kugel, 
nenn  wir  den  Halbmesserder  Kugel  wie  früher  durch  a bezeichnen: 

2 a®  n — 2a  n . asi  n ö =2a®  n(  1 — sin  5) 

= 2a®  n 1 1 — cos  (90°  — ö) j = 4a2  n sin  (45  0 — ^ (3)*. 

— . • ' j 

Sind  nun  a>,  w die  Länge  und  Breite  des  Endpunkts  (in  dem 
Sinne  der  Richtung  genommen,  nach  welcher  die  Längen  gezählt 
werden)  der  das  loxodromische  Dreieck  von  der  obigen  Beschaf- 
fenheit, dessen  Flächeninhalt  wir  durch  S bezeichnen  wollen, 
theilweise  begränzenden  loxodromischen  Linie;  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  Betrachtung  sehr  Jeicht,  dass  mit  desto  grösserer 
Genauigkeit,  je  näher  A“  und  A u der  Null  kommen, 

AS=4a®Jtsin(45°  — ^5)®.  — ^-rcosö  im.rAS 

oder 


A 5— 2a®  sin  (45°  — | w)*  A w — r®  cos  u A “>  A t>. 
also 

t , | I 

||  =2a®sin  (450  _ > ö)®||-  \ r* cos  5 A®> 

• : . \ — ..  • , * -ni*'  ■ ‘ * 

jri-  Lässt  man  nun  A«  8ich  der  Null  nähern  und  geht  zu  den 
Gränzen  über,  so  erhält  man  auf  der  Stelle  die  Gleichung 

' ' BS_  fMa  1 _ 8o> 

g==2a®s.n(45«-2«)»g=. 

Jeil  nun  aber  nach  der  Formel  26)  meiner  „Loxodromischen 
»rigonome  trie.  S.  28.“  im  Falle  der  Kugel,  d.  h.  für  a—b, 

•j  Beo  tang0 

„ , V 8ö~  cosö 

*(ti  ,•>  - • < ! 

**•  *o  ist  nach  dem  Vorhergehenden 

i.i  * ' BS  n _ , I_._tang0 

cm  1 2 ' cos  o 

oder 
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sin  (46° -J  5)« 

3S=2aatang  0 So, 

!•> ii  tlilil  'iiiljj  H9ll"Htiulinl»'/-<li  lölli  **1 

_ 

>vo  natürlich  S eine  constante  Gtüsse  ist.  Also  ist,  wena  Ä 
die  Breiteil  der  beiden  Endpunkte  der  das  loxodromische  P 
tlieilweisc  begrünzenden  loxodromischen  Linie  sind, 

I 

^.in(4S07j5)» 

.$  = 2aatang  SJ  —= So, 

B 


‘ 

!!•  i .,;i,  ,r  jr  . mjinil  tiiiMldliVl 


oder,  weil  nach  dem  Obigen 

- 

sin  (45»  ^ q )*= ^(1— siaü)  , 

■ ’ ' 1 • ' 1 * 

also  ii  1 ■ 


1 


. tili  •«  '!•  1 
mi  j l_  isfifiii  i> 


ist : 


sin(43°—  2U)*  \ 

- =r  (sec  o — tangt?) 

cos«  2'  67 

S=a* tangö^^^  sec  ööu  — ^ 'tangüaö^- 


Nun  ist  aber 


* »•  I •*  I l*f  M I • 

|\:  I ..I  ! 


y1  _ Pcosodo  P Ssino 

■«'"s“=yras3»=yr=üEr« 

1 , PS sinö_  P SaXiiÖ  } 
~ 2(J  l+atnü  V 1—  sinö  ' 

- i < ) nictnti  - . s 

=S  ?.  |l  (1  + sin  Ö)  — 1(1  — sinö)) 

£ 


Ij+sinö  ! cos(45o-g5)» 

2 1-8»«  Ü sin  (45o _ * ö)* 

- 

= I cot  (45°  —.2«).=  I tang  (45°  + ^ 5) 


und 
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coso ; 


-IH 

tang  (45°  + ^ Ä,) 


pa,  _ _ ia,1s  v*’  t 

■*  / sec  Ö5  0 0 = 1 

^ B fang  (45°  + 

n-.:  -.  j . ö * 

* (|-ii 

>£*'<  angöaö=-lC^-; 

- - B 

' 

folglich  nach  dem  Obigen 


• *»4ltf  •!*#%  ‘ -1 


„ *:  „ cos/?,  . tang (46« + 2^)1 

S=oatang0<|-^^^-  + l j 

tang(45o+^)l 


I cos  Bi  tang  (45°  + ö -®i) 

S=a2tang0I . . 

cos  B tang  (45°  ^ B) 

• Ir  I I <• 

Es  ist  aber  auch 

, - I 1 \ 

cos.B=sin(900  + /y)=2sin  (45°  + 2 ^ 008  (^5°  + 2-®)» 

cos ß,  = sin (90°  -f  .ff,)  ==  2 sin  (45°  cos(45°  + 

folglich 

cos  B tang  (45®  + ^B) = 2 sin  (45°  + ,y  ff)2, 

1 1 

cos 2?,  tang(45°  -J-£ff,)=2sin  (45° A)*» 

<md  daher  nach  dem  Obigen:' 

• A ■ sin  (45°  + \ßj) 

S=  2a*  tang  01 Y 

,,!>  rni  >o(45° + 5£) 

'•*Wi  1-  • AU  ii.lll  ••**•  •*. 
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oder 


M • I 


'■vj#  V. 


3 iföyni 

cos  (45°  — \b1) 
2 


£=2«*  tang  01 j 

cos(45°  — g ^ 


Bezeichnen  wii*  jetzt  den  Flächeninhalt  de«  loiodi 
Dreiecks  A0Al  ,12  inTaf.  11.  Fig.3.  durch  F,  so  ist  in  dem 
beiden  in  der  Figur  dargestellten  Fälle  nach  dem  Vorbei 

, v\  - 


dem  VorbergeW 


W-JlUi)  \ 1 

/ /|#A  ■ * 


cos  Äs  tang  (45 0 + ö A) 

F = a*tang  0, 1 j 

cosß0  tang(45°  + ^Ä0) 


-oatang0ol 


cos /?,  tang  (45°  + fr/?*) 
* 

cos  Bv  tang  (46°  +2®i) 
cos  Bi  tang  (45°  + gßt) 


— aa  tang  0*1 

cos  B0  tang  (45°  + ^ B, ) 

l 4i*£,  . * 

■ \ . ^ V\  m»'» 


also,  wie  sogleich  in  die  Angen  fällt : 

. COS/?!  , £___a  .COsfi* 


F=  n*  jtang  0O I ^ + tang  0, 1 + tang  0*1  ^ 


— a^tang©,,! 


+ tang  0*1 


+ tang  0,1 


tang  (45°  + 2^> 
tang  (45°  + ^/?i) 

taug  (^5*  + ^r.ßo)[ 
tang  (45°  + j ß») 

tang  (45°  .+  -«1) 

tang(45°  + |-Äo>  i 


Nach  dem  Obigen  verschwindet  aber  der  ganze  z"': 
gezogene,  Theil,  und  es  ist  also: 
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:b*  I *"« 1 Bn 1 Sil + *"*?• 1 ^ + *«*  «• 1 SS?  I • 

uch  findet  -man  mittelst  des  Obigen  sogleich : 


F=  2aa  (tang  80 1 


sin(45° 

sin(45°  d- jjBj) 


+ tang0,l 


+ tang0al 


sin  (45»  + 2^1 
sin(45»  + iß0) 

sin(45»+iJB0)| 
sin  (45°+  jA,)  j 


F±=2ö*|ta«g®0l 


+ tsng  #,l 


-f  tang»,l 


cos  (dS^-g-Äj) 
cos  (45°  — jBj) 

cos  (45®— 
cos  (45-  - 

cos  (45<>  ~\B0) 


cos  (45  ° — ^B{) 

£££' iD  ^ FigUr  darSes*ellten  Fälle 

cosß2tang(45u  + ^ßs) 


F—  o*  tang  8 0 1 


+o2tang  &2 1 


cos  Bt  tang  (45°  +^-Z?j) 

cosÄ,  tang  (45®  + \ßx) 
cos  Ba  tang  (45  u -f-  ^ Bu) 


Ul. 
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also.  *i«  tv*z1eU--b  erhellet: 


i 


f er*  :ta»2 0 J 


taag(4S.  + 2 ß*) 


I lau?  0 , I 


lang  (43  * + jß,)  j 
tang  (45®  + ^ß„  ' 


tang(45®  + jßt  | 

tang(45°  + 7 ß,  I 

+ tang0,l " 

ta»g(45° -f  ^-ß«)  / 

also,  weil  nach  dem  Obigen  der  zweite  Tbeil  v er  Schwindel: 

_ . i cos/i.  . , COSÄ,  . _ .CO s/f. 

F=-fl*  j lange,, I + lang  0,1  — ^ + lang  0,  I^J, 

Auch  limlet  man  mittelst  des  Obigen  sogleich: 


F — — 2a*|tang0ol 


| tang0, 


+ fang  04 1 


sin(45“  + 7 ß,) 

I J 

sin  (45°  + r,ß4) 

sin(45°+^ß,)( 
sin  (45°+  ,jß„)| 

sin  (45°  + 7 ß„) 
sin(45°+^ß,) 


oder 
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F=  — 2 «2  |tang  0„  I 


+ tang  0, 1 


-f  tang  0^1 


cos(45° .}/?,) 

cos  (45* — ^J32)  j 

cos(45°  — 
cos(45°— |ß„)| 

cos(45° — ^ B0) 
co.s  (45°  —cj  Bi) 


Folglich  ist,  wenn  man  nur  immer  das  Zeichen  so  nimmt,  dass 
r positiv  wird,  allgemein: 


oder 

O i 

s1h(45°+(jß1)  ^ 

F’=±2a*ttang0o  I . 

sin  (45*  -f-  ,j  Ä2)  I 

siu(45*+-i-Ä4)[ 

+ taug  6»,  1 j- > 

sin  (45*  -|-tyB0)[ 

sin(45°  + yß0)  j 

-f  tang  02 1 r ! 

sin  (45*  +2  ßj)  1 

»der 


a* 
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cos  (48» — % \ 

F=  ± 2«*  Itang  0OI  T 

co.(45°-fBj 

cos  (45®  — ^-B*) 
+ tang  0, 1 j- 


+ tangS*  I 


cos  (45°  — 2-®o)| 
cos  (45®—  g-B0) 


cos  (45°  — g-B,) 

- , - l.  /cos B,  YH"8e°  . . /cosB,\»«g®,  , fcosB,\* 

F=±fl3  Hsnü  +lUüs;;  +lWJ 


Auch  ist 


oder 


„ . j/cosB,  \ lang e./cosß^^ lang 0i/cO8ÄoY“!’t3 


odor 


F=±  a*  1 {cos  Z?0'®0*-  'E®^sß  cosB/^l 


oder 


<in(0o-»,)  w»(9i~V 

F=  ± aaI  {cosß0C05®«0O*®i  cosB,t;o»»0co.elCOSß#c<«Si'«^| 
Weil  nach  dem  Obigen 

tangö0= 


Lx-L% 


tang©,  =■ 


tang(45°+ jß,) 

I j 

tang  (45°  + ^ B,) 

L.-Lp 


taog(45°+  j Bs) 

1 j 

tang(45e+5B0) 
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tangö,  = - 


Lp-L, 
1 


tang(45°  + 2-ßo) 

tang(45°  + Iß,) 


ist,  so  ist  auch 


F=±2*\(L0-Ll) 


rin(45°+g-  Bo) 
sin(45<>+|ß1) 
tang(45°+i  B0) 

1 r— 

tang(45°+2  Äj) 
sin  (45»+ J-ß,) 


K 


sin  (45°  + <yß2) 

+ (Lx-i,)— -= 

tang(45°+2^) 


tang(45°+  ^ßj) 

- 1 

sin  (45°  + g 


f (^i  ~B„)  - 


sin  (45°+%  Bq) 


1 , 


taug(45°+„ß2) 

i i , 

tang(45“+2Äl,) 


. * 


oder 
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I sin(45°+  i B0 ) — I ein  (45  “+  ß, ) 

F=  4 2«*!(L„-4,) 1 ^-= • 

ltang(45  4 jßj— Dang(45»  + ^ß,)  I 

lsin(45<)+  ^ßI)-lsin(45*  + .j  ßj  f 

• + (ßi—ßj)  1 j , 

I tang (■lo"  +2  ßi) — I tang(45°  f .y  Bt) 

1811.(45»+  lsin(45"  4 ^ß„)  \ 

+ ( ß* ß«)  1 j I 

Itaog  (45°  + j ß,)— itaog(45<>+^  ß„) 

Durch  diese  bemerkenswertbe  Formel  wird  also  der  Flächen- 
inhalt des  loxodrnmischen  Dreiecks  aof  der  Kugel  bloss  durch 
die  LängendifTerenzen  und  die  Breiten  seiner  drei  Spitzen  aasgedrückt 

Ich  will  jetzt  diese  Betrachtungen,  ungeachtet  ihres  theoreti- 
schen Interesses,  nicht  weiter  fortsetzen , weil  sie  eine  praktische 
Anwendung  nicht  darbieten,  bemerke  aber  noch,  dass  sich  and 
der  Flächeninhalt  eines  allgemeinen  loxodromiseben  Dreiecks  aal 
der  Oberfläche  eines  Ellipsoids  ganz  auf  ähnliche  Art  wie  vorher 
« bei  loxodrnmischen  Dreiecken  auf  der  Kugel  ermitteln  lasses 
würde;  indess  können  die  Integrale,  auf  welche  diese  Untersn- 
* ebung  führt,  nur  durch  unendliche  Reihen  dargestellt  «erden, 
und  ich  will  daher  die  Mittheilung  derselben  lieber  einem  spätem 
hesnndern  Aufsatze  vorbehaltenjAwenn  es  mir  gelungen  sein  winl. 
durch  das  Vorhergehende  das  Interesse  der  Leser  für  diese  Un- 
tersuchungen vielleicht  einigermaassen  in  Anspruch  zu  nehmen. 
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111. 

Heber  die  Aufstellung1  des  Messtisches 
über  einem  auf  der  Erde  gegebenen 
Punkte. 

Von  dem 

• , 

Herausgeber. 


Der  Gebrauch  des  Messtisches  erfordert  bekanntlich  last 
immer,  denselben  so  aufzustellen,  dass  ein  auf  <i  :m  Tische  gege- 
bener Punkt  tothrecht  über  einem  auf  der  Erde  gegebenen  Punkte 
sich  befindet,  dabei  aber  auch  zugleich  der  Tisch  horizontal  stellt, 
und  eine  durch  den  auf  dem  Tische  gegebenen  Punkt  gehende 
gegebene  gerade  Linie  auf  dem  Tische  nach  einem  zweiten  auf 
äer  Erde  gegebenen  Punkte  gerichtet  ist.  Zur  Losung  dieser 
Aufgabe  bedient  man  sich  bekanntlich  des  einfachen  Instruments, 
»eiche«  man  eine  Einloth- (Jabel  oder  Einloth -Zange  zu  nennen 
pflegt.  Wer  aber  mit  der  Messtisch -Praxis  gehörig  vertraut  ist, 
»ird  mir  hoffentlich  darin  beistimnien,  dass  auch  ungeachtet  des 
(Jebrauchs  der  Gabel  oder  Zange  die  genaue  Lösung  dieser  Auf- 
gabe immer  mit  Schwierigkeiten  verbunden  ist,  und  dass  man 
sich  meistens  mit  einem  blossen  „Beinahe“  zu  begnügen  gc- 
'■"ungenist.  Auch  sagt  ja  u.  A.  schon  Böhm  in  seiner,  praktischen 
Feldmessern  immer  noch  zu  empfehlenden  Gründlichen  Anlei- 
tung zur  Messkuust  auf  dem  Felde.  Dritte  Auflage 
v°n  J.  G.  J.  dümmerer.  Frankfurt  a.  M.  1807.  S.  191.: 
..Ben  Messtisch  in  dem  Punkte  B auf  der  Erde  so  aufzustellen, 
nass  derselbe  zu  gleicher  Zeit  horizontal  stehe,  wenn  der  Punkt 
b auf  dem  Tische  über  B auf  dem  Felde  und  die  Linie  ab  de« 
Tische«  in  einer  bestimmten  durch  bB  gehenden  Vertikalebene  liegt, 
s«i  ein  e allerdings  nicht  ohne  Üchun  g und  grosse  Auf- 
m erksa  mk  c it  a ufz  u lö  s en  d c A uf  gab  e.“  DerGrifjid  der  Sch  wie- 
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rigkeit  dieser  Aufgabe  liegt,  wie  ein  Jeder  gleich  übersieh»,  ledigticbiu 
•lern  Umstande,  dass  sieh  der  Tisch  nach  der  gewöhnlichen  Ein- 
richtung nur  um  seinen  Mittelpunkt,  d.  b.  bloss  centrlscb,  nicht  auch  ex- 
eentrisch  drehen  lässt,  und  es  bat  daher  nicht  an  Vorschlägen  gefehlt, 
diesem  (ehe! stände  durch  verschiedene  besondere  Einrichtungen  de» 
Tisches  abzuhel  fen.  Mau  bat  da»  Tisch  Matt  in  eine  tu  Rahmen  verschieb- 
bar gemacht,  ein  Vorschlag,  der,  wenn  ich  mich  recht  erinnere, 
zuerst  ton  Bug  ge  gemacht  worden  ist,  nnd  sich  bei  mehreren 
älteren  Messtischen,  die  mir  vargekommen  sind,  iti  Ausführung 
gebracht  findet;  ja  mag  hat  sogar  vorgeschlagen,  den  Messtisch 
nach  Art  einer  Znllniannischen  Scheibe  zu  gebrauchen,  d.  h.  alle 
Winkel  mittelst  des  Diopterlineals  oder  der  Kippregel  an  den 
Mittelpunkt  des  Tisches,  in  welchem  ein  Stift  eingeschlagen  wird, 
auzntragen , und  dieselben  dann  durch  Parallellinieti  mittelst  der 
dazu  erforderlichen  bekannten  einfachen  Werkzeuge  (M.  s.  z.  B, 
Neueste  Versuche  zur  Er  leiehterou  g der  praktischen 
fcieoiuetrieyron  Voigt,  Conrector  vn  Quedlinburg.  Leip- 
zig. 1792.)  oder  mit  Hülfe  eines  dreibemigen  Zirkels  (M.  s.  z.  B, 
Beiträge  zur  Beförderung  geometrischer  una  geogra- 
phischer Messungen  für  diejenigen,  «eiche  Jerglei- 
chen  Geschäfte  zu  leiten  haben,  von  Tabor.  Frankfurt 
a.  M.  180-1.)  an  die  auf  dein  Tische  gegebenen  Punkte  zu  über 
tragen.  Wie  unpraktisch  Vorschläge  der  letzteren  Art,  und  «rit 
wenig  forderlich  dieselben  der  grossen  Genauigkeit  sind,  weiche 
•ich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtische  allerdings  errei- 
chen lässt,  übersieht  ein  Jeder  auf  den  ersten  Blick,  und  solche 
künstliche  mechanische  Einrichtungen,  wie  die  ersteren,  halte,  ich 
für  eben  so  wenig  praktisch,  da  sie  der  so  überaus  nötbigen  und 
wichtigen  Festigkeit  und  8olidii.it  des  Tisches  schaden,  und  doch 
auch  nicht  alle  von  ihnen  gehoffte  Bequemlichkeit  und  Sicherheit 
darbieten.  Dass  der  Tisch  Muss  um  seinen  Mittelpunkt  drehbar 
sei  und  bleibe,  scheint  mir  eine  Einrichtung  zu  sein,  die  mail  nie 
und  nimmermehr  verlassen  darf,  wenn  man  nicht  der  Genauigkeit 
der  so  vielen  schönen  Arbeiten,  «eiche  sich  mit  dem  Messtische 
au.- führen  lassen,  wesentlichen  Eintrag  thun  «ill.  Aber  dann 
freilich  bleibt  immer  die  Nothwendigkeit  einer  zweckmässigen  Lö- 
sung der  fraglichen  Aufgabe;  denn  sich  mit  einem  blossen  „Bei- 
nahe“ zu  begnügen,  und  sieh  bei  der  ziemlich  allgemein  verbrei- 
teten Meinung  zu  beruhigen,  dass  eine  eioigermassen  exeentiiscbt 
Aufstellung  des  Messtisches  der  Genauigkeit  der  Operationen 
nicht  schade,  scheint  mir  wenigstens  dem  Wesen  einer  strengen 
Wissenschaft  nicht  angemessen  zu  sein,  indem  man  gar  nicht 
wissen  kann,  wie  weit  bei  oft  so  complicirten  Operationen  kleine 
Fehler  in  der  Aufstellung  des  Tisches  sich  fortpfianzen.  Ich  stehe 
nicht  an,  die  Ucherzeugung  auszusprecheu,  dass  eine  stets  genas 
richtige  Aufstellung  des  Messtisches  über  dem  eigentlichen  Sta- 
tionepuukte  der  Genauigkeit  und  Sicherheit  der  Operationen 
(z.  B.  bei  Aufnahmen  aus  dein  Umfange)  mit  diesen,  be- 
sonders bei  seinen  neueren  schönen  Einrichtungen  zur  flo- 
nzontalsteiluag  der  Plancbette,  zur  feinen  HorizontalbeweguML 
bei  den  neueren  Verbesserungen  der  Kippregel,  dass  »an  z.  ft 
nicht  das  Ocuiar  nebst  seinem  Fadenkreuze,  sondern  vielmehr 
'das  Objectiv  mittelst  einer  feinen  Schraube  beweglich  einrichtet, 
u.  s.  w.,  in  vielen  Beziehungen  so  ausgezeichneten  und  der  geo- 
metrischen Schärfe  sich  so  sehr  nähernden  Instrumente  wesentlich 
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förderlich  seift  wird.  Ja  ich  glaube  mit  Recht  sagen  za  können, 
dass  sich  bei  richtigem  Gebrauche  mit  dem  Messtische  mit  einer 

Geissen  Eleganz  arbeiten  lässt,  und  eben  um  diese  Eleganz 
i den  Messtischarbeiten  zu  erhöhen,  habe  ich  michi  .wie  ich 
sieht  leugne,  ziemlich  lange  damit  beschäftigt,  ein  zweckmässiges 
nod  cölln*  sicheres  Verfahren  zur  richtigen  Aufstellung  des  Ti- 
sches aufzulinden.  Manches  hat  sich  mir  seit  dem  öfter  wieder- 
holten Nachdenken  über  diesen  Gegenstand  dargeboten;  aber  end-’ 
lieh  bin  ich  bei  einem  Verfahren  stehen  gebheben,  welches  ich 
im  Folgenden  in  der  Kürze  beschreiben  will,  ohne  dass  ich  es 
fös  nötbig  halte,  mich  auf  die  Erläuterung  seiner  Gründe  einzu- 
lassen, da  es  an  sich  so  höchst  einfach  ist,  dass  die  Gründe  ein 
Jeder  sogleich  selbst  übersehen  wird.  So  einfach  die  Sache  auch 
wv  sich  ist,  so  halte  ich  sie  doch  für  hinreichend  wichtig,  um  die 
Mittheilnng-  des  in  Rede  stehenden  Verfahrens  an  diesem  Orte 
zu  rechtfertigen,  und  glaube  überzeugt  sein  au  dürfen,  doss  ein 
Jeder,  wer  dieses  Verfahren  bei  seinen  Arbeiten  nur  einmal  in 
Anwendung  gebracht  hat,  es  nie  wieder  verlassen  wird.  Es  sollte 
»eh  fast  nicht  wundern,  wenn  dasselbe  schon  bekannt  wäre,  was 
mich  aber  nicht  hindern  kann,  es  hier  mitzutheilen,  da  ich  wenig- 
stens mich’  nicht  erinnere,  in  der  mir  zu  Gebote  stehendem  ziem- 
lich reichen  Literatur  desselben  schon  früher  Erwähnung  gethan 
gefunden  zu  haben. 

Der  Mittelpunkt  des  Tischblattes  muss  genau  bezeichnet  sein, 
wozu  aber  zwei  kleine  sich  durchkreuzende  Bteistiftlinien  völlig 
Knreichen.  Unten  am  Stative  zwischen  den  Füssen  des  Tisches, 
»öglichst  genau  im  Mittelpunkte  der  Drehung  des  Tisches,  und 
*ho  übereinstimmend  mit  dem  auf  dem  Tischblatte  bezeichneten 
Mittelpunkte  desselben,  den  wir  im  Folgenden  der  Kürze  wegen 
M nennen  wollen , muss  ein  Hfickcheu  oder  eine  andere  derartige 
einfache  Einrichtung  angebracht  sein,  um  daran  ein  fast  bis  auf 
■en  Erdboden  reichendes  Loth  aufhängen  zu  körnten. 

Der  Stationspunkt  auf  dem  Erdboden  sei  A,  und  B sei  ein 
zweiter  Punkt  auf  der  Erde,  nach  welchem  von  A ans  die  gerade 
Linie  Aß  gerichtet  ist  Ein  auf  dem  Messtische  gegebener,Punkt 
sei  a und  ab  sei  eine  von  demselben  ausgehende  gerade  Linie, 
welche  gleichfalls  auf  dem  Messtische  gegeben  ist.  Man  soll  den 
Tisch  so  aufstelten,  dass  das  Tiscbbiatt  horizontal  ist,  der  Punkt 
® sich  lothrecht  über  A befindet,  und  di*  gerade  Linie  ab  auf 
<jem  Messtische  der  Linie  AB  auf  dem  Felde  entspricht,  oder 
«ie  Linie  ab  auf  dem  Tische  nach  den»  Phnkte  B auf  dem  Felde 
wientirt  ist. 


Dies  zu  bewerkstelligen,  stelle  man  den  Tisch  mittelst  des 
Mittelpunkte  der  Drehung  hängenden  Lothes  so  auf,  dass  der 
idelpunkt  M der  Plancbette  lothrecht  über  A steht,  und  bringe 
18  Tischblatt  mittelst  der  bekannten  drei  Messing  - Schrauben 
zur  fehlen  Horizontalstelluna,  die  bei  der  hier  vorhabenden 
Dperntion  wo  möglich  nicht  fehlen  dürfen  , und  des  Ni- 
reaus  in  horizontale  Lage , zwei  Erfordernisse,  denen  mit  der 
grössten  Leichtigkeit  und  Genauigkeit  zugleich  entsprochen  wer- 
den kapn.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel  an  ab  und  orientire 
den  Tisch  mittelst  der  Mikrometerschraube  oder  der  Schraube 
ohne  Ende  genau  nach  B.  Dann  lege  man  die  Kippregel  an  aM, 
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uml  trage  die  Linie  nM  von  AI  au«  auf  der  entgegengesetzten  Seite 
dieses  Punktes  an  die  Kippregel  an,  wodurch  man  in  der  Rich- 
tung der  Kippregel  auf  dein  Messtische  einen  auf  der  entgegen- 
gesetzten »Seite  von  M ebenso  weil  von  AI  wie  a entfernten  Punkt 
a‘  erhält  Diesen  Punkt  «'  lothe  man  mittelst  der  Gabel  auf  deo 
Erdboden  ab,  wodurch  mau  auf  letzterem  den  dem  Punkte  a'  ent- 
sprechenden Punkt  A‘  erhalt.  Nun  uehme  man  den  Messtisch 
weg,  stelle  ihn  vermittelst  des  im  Mittelpunkte  der  Drehung 
hängenden  Lothes  so  auf,  dass  der  Mittelpunkt  AI  der  Planchette 
lothrecht  über  A‘  steht,  und  bringe  das  Tiscbldatt  mittelst  der 
bekannten  drei  Schrauben  und  des  Niveaus  in  horizontale  Lage. 
Endlich  lege  man  die  Kippregel  wieder  an  ab  und  orientire  den 
Tisch , ohne  denselben  sonst  im  Geringsten  zu  verrücken, 
genau  nach  B,  so  wird  man  jederzeit  zugleich  das  Loth 
der  in  den  Punkt  a gebrachten  Gauel  mit  aller  irgend  erforder- 
lichen Genauigkeit  über  dem  auf  dem  Erdboden  gegebenen  Stations- 
punkte A einspielen  sehen,  und  hierdurch  also  eine  völlig  genaue 
Aufstellung  des  Tisches  bewirkt  sein.  Angenommen  wird  hier- 
bei, dass  der  Punkt  B eine  merklich  grosse  Entfernung  von  dem 
Punkte  A habe,  was  man  aber  bei  Operationen  mit  dem  Mess- 
tische, namentlich  bei  Anwendung  der  mit  einem  Fernrohr  ver- 
sehenen Kippregel,  anzunehmen  gewiss  immer  vollkommen  berecfa 
tigt  sein  wird. 

Bemerken  will  ich  übrigens,  dass  man,  nachdem  man  den 
Mittelpunkt  des  Tisches  lothrecht  über  A gebracht  und  das  Tiscb- 
blatt  horizontal  gestellt  hat,  wenn  man  mit  völliger  geometrische» 
Strenge  verfahren  wollte,  eigentlich  erst  durch  AI  eine  Parallele 
mit  ab  auf  dem  Tischblatte  ziehen,  die  Kippregel  an  diese  Paral- 
lele legen,  den  Tisch  nach  B orientiren,  und  dann  weiter  wie? 
vorher  verfahren  müsste.  Das  Unpraktische  dieser  Procedur  liegt 
aber  zu  sehr  auf  der  Hand,  als  dass  ich  darüber  noch  ein  Wort 
verlieren  sollte,  und  auch  durch  das  erstere  Verfahren  wird  man 
sich  hoffentlich , wenn  nur  der  Punkt  B ziemlich  weit  entfernt 
ist,  was  die  zuletzt  erreichte  vollkommen  richtige  Stellung  des 
Tisches  betrifft,  stets  vollkommen  befriedigt  finden. 

Freilich  aber  wird  man  gegen  das  angegebene  Verfahren  so- 
gleich zwei  Einwände  machen. 

Erstens,  wird  man  sagen,  iit  das  zweimalige  Aufstellen  des 
Tisches  auf  demselben  Stationspunkte  zeitraubend.  Hierauf  kann 
ich  nichts  weiter  entgegnen , als  dass  nach  meiner  Erfahrung  die- 
ses zw  eimalige  Aufstellen  des  Tisches  auf  demselben  Stationspuukte, 
in  der  W’eise  nämlich  wie  es  oben  gelehrt  w orden  ist,  nicht  zeitraubender 
ist  als  das  gewöhnliche  Verfahren  durch  mehrfaches  Probiren  und 
das  dadurch  nüthig  gemachte  öftere  Verrücken  des  Tisches,  dass 
aber,  wenn  auch  selbst  das  vorgeschlagene  neue  Verfahren  etwas 
mehr  Zeit  als  das  gewöhnliche  kosten  sollte,  man  dafür  durch  die 
völlig  regelrechte  und  sichere  Procedur  bei  dem  neuen  Verfahren 
und  die  grössere  Genauigkeit  des  Endresultats  vollkommen  ent- 
schädigt wird. 


* 
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Zweitens,  wird  man  einwenden,  entspricht  das  Uebertragen  der  Ent- 
fernung aM  nach  a'M  an  der  an  aM  liegenden  Kippregel  nur  wenig 
einer  gesunden  Praxis.  Auch  dies  zuzugeben,  bin  ich  im  Ganzen 
geneigt,  glaube  aber,  dass  sich  diesem  Uebelstande  durch  eine 
neue  Einrichtung  der  Gabel  vollkommen  abhelfen  lässt.  Ich 
würde  nämlich  derGabel  etwa  die  in  Taf.  II.  Fig.  3.  dargestellte  Ein- 
richtung geben.  An  der  gewöhnlichen  Gabel  ist  ein  Lineal  oder 
eine  Regel  yV  angebracht,  die  in  ihrem  Mittelpunkte  a und  in  zwei 
andern  zw  eckmässig  gelegenen  Punkten  ß,  ß'  drei  ganz  kleine  völlig 
gleich  lange  Spitzen,  mit  denen  die  Regel  an  die  Kipprcgel  an- 
gelegt werden  .kann,  hat,  und  eine  hinreichend  w’eit  getriebene 
Maasseintheiluug  trägt,  die  ihren  Nullpunkt  bei  a hat  und  von  da 
an  näch  y und  y‘  hin  aufgetragen  ist.  Oer  Punkt  5,  in  welchem 
da«  Luth  hängt,  muss  bei  dem  Gebrauche  der  Gabel  an  der  hori- 
zontal gestellten  Planchctte  genau  vertikal  unter  der  Spitze  a lie- 
gen. Oer  obere  Arm  der  Gabel  muss  aber  in  einer  Nuthe,  an  der 
eigentlich  die  Regel  befestigt  ist,  etwas  verschiebbar  sein,  und 
»ich  mittelst  einer  oder  besser  zweier  Schrauben,  die  in  der  Figur 
angedeutet  sind,  in  der  Nuthe  feststelleu  lassen,  weil  ohne  diese 
Einrichtung  die  Spitze  a nicht  genau  an  den  Mittelpunkt  M der  Plan- 
rhette würde  gebracht  werden  können,  was,  wie  sich  gleich  nach- 
her zeigen  wird,  erforderlich  ist.  Der  Gebrauch  dieser  Einrich- 
tung der  Gabel  bei  dem  in  Rede  stehenden  Uebortragen  von  aM 
nach  a’M,  wobei  natürlich  die  Regel  an  der  an  aM  gelegten  Kipp- 
regel und  die  Spitze  o an  dem  Mittelpunkte  M des  Tischblattes 
liegen  . muss,  unu  dem  darauf  folgenden  Ablothen  des  Punktes  u‘ 
auf  den  Erdboden,  wodurch  man  auf  letzterem  den  a‘  entsprechen- 
den Punkt  Ä erhält,  wird  einem  Jeden  sogleich  erhellen,  ohne 
dass  ich  darüber  noch  Etwas  zu  sagen  brauehe.  Die  richtigen 
Verhältnisse  der  einzelnen  Theile  der  Gabel  zu  den  Dimensionen 
der  Planchette  w ird  jeder  geschickte  Mechanikus  gleichfalls  selbst 
zu  treffen  wissen.  Nur  auf  den  folgenden  Punkt  darf  ich  nicht 
unterlassen  noch  aufmerksam  zu  machen. 

Bei  dem  Ablothen  eines  auf  dem  Tische  gegebenen  Punktes 
auf  den  Erdboden  sind  nämlich  oft  die  Füsse  des  Tisches  und  * 
andere  Theile  des  Stativs  hinderlich.  Dieser  Fall  kann  also  auch 
eiutreten,  wenn  man  bei  dem  in  Vorschlag  gebrachten  neuen  Ver- 
ehren den  Punkt  a‘  auf  den  Erdboden  ablothen  soll,  um  den 
neuen  Aufstellungspunkt  Ä des  Mittelpunkts  des  Tisches  zu  er- 
halten, aber  auch  nur  dann,  weil  das  neue  Verfahren  sonst  das 
Ablothen  keines  auderen  Punktes  auf  den  Erdboden  in  Anspruch 
nimmt.  Diesem  Uebelstande  lässt  sich  aber  bei  dem  neuen  Ver- 
fahren sehr  leicht  begegnen , wenn  man  nur  an  der  an  a M lie- 
genden Kippregel  einen  underen  Punkt  als  a'  aufsucht,  welcher 
-'ich,  ohne  jenes  Hinderniss,  bequem  auf  den  Erdboden  ablothen 
lässt,  und  hei  zweckmässiger  Einrichtung  des  Stativs  des  Mess- 
tisches gewiss  immer  gefunden  werden  kann.  Bezeichnen  wir 
diesen  Punkt  durch  a" , und  lothen  ihn  auf  den  Erdboden  ab,  wo- 
durch wir  auf  letzterem  den  Punkt  A"  erhalten,  so  brauchen  wir 
n',r  an  der  Skale  der  Regel  der  Gabel,  die  an  der  Kippregel  liegt, 
die  Entfernung  des  Punktes  a"  von  a‘ , d.  h.  die  Linie  a"a',  zu 
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gehörigen  Richtung  hin  abzumessen,  so  ist  der  Endpunkt  dieser 
abgemessenen  Linie  der  gesuchte  Punkt  A',  wie  auf  der  Stelle 
erhellet.  Also  aueh  dem  bei  dem  gewöhnlichen  Verfahren  öfterseintre- 
tenden Uebelstande,  dass  die  Küsse  des  Tisches  oder  andere 
Theile  des  Stativs  einem  genauen  Ablothen  der  Punkte  auf  dem 
Tische  auf  den  Erdboden  hinderlich  sind,  wird  durch  das  neue 
Verfahren  so  gut  wie  ganz  abgeholfen,  was  demselben  vielleicht 
auch  zu  einiger  Empfehlung  dienen  wird. 

• 

Ich  glaube,  dass  man  dem  hier  besprochenen  Gegenstände 
in  neuerer  Zeit  zu  wenig  Aufmerksamkeit  geschenkt,  und  sich  za 
sehr  bei  dem  Glauben  beruhigt  hat,  dass  nicht  sehr  grosse  Exce»- 
tricitnts fehler  bei  der  Aufstellung  des  Tisches  der  Genauigkeit 
der  Operationen  keinen  wesentlicfien  Eintrag  tbun*).  Ich  halte  den 
Messtisch  bei  richtiger  Anwendung  und  recht  zweckmässiger  Ein- 
richtung für  ein  sehr  genaues  geometrisches  Constroctions-Instrumeot, 
und  bin  daher  der  Meinung,  dass  man  alle  Quellen , aus  denen 
Fehler  entspringen  können , soviel  als  irgend  möglich  zu  versto- 
pfen suchen  muss.  Ein  kleiner  Mehraufwand  von  Zeit,  wenn  der- 
selbe sich  wirklich  ergeben  sollte,  darf  dabei  nicht  in  Anschlag 
gebracht  weiden.  Leider  wird,  wenigstens  in  einigen  Ländern, 
der  Messtisch  jetzt  bei  Weitem  nicht  inehr  so  häufig  hn  Anwen- 
dung gebracht  wie  früher,  und  droht  fast  ganz  durcn  andere  In- 
strumente, namentlich  durch  die  Boussole,  verdrängt  zu  werden. 
Ohne  manche  von  der  Boussole,  bei  welcher  allerdings  namentlich 
Excentricitäts fehler  in  der  Aufstellung  nicht  Vorkommen  können, 
dargebotene  Vortheile  irgend  in  Abrede  stellen  zn  wollen,  vermag 
ich  die  Einführung  dieses  Instruments  auf  Kosten  des  Messtisches 
doch  nicht  für  einen  Fortschritt  in  den  Vermessungsgescbäflen  zn 
erkennen,  und  wünsche  sehr,  dass  der  Messtisch  wieder  allge- 
meiner in  Gebrauch  kommen  möge,  wie  dies  auch  in  manchen 
Ländern,  so  viel  ich  weiss  z.  B.  in  Sachsen  und  Hessen , auch  in 
Oesterreich , mit  Hecht  immer  noch  der  Fall  ist-  Die  obigen  Zei- 
len haben  ihren  Zweck  erreicht,  wenn  sie  dazu  Einigen  beizutra- 
. gen  geeignet  sein  sollten. 


•)  In  dem  Handbuch  des  Feld  messen«  und  KI  ve  Hi  real 
in  den  gewöhn  liehen  Fällen  vonCrelle.  Berlin.  1826.  8.  9. 
82.  heiiat  ea  z.  B : „Da  ea  aber  anf  eine  solche  Genauigkeit  leitet sn- 
kommt,  indem  es  In  den  meisten  Fällen  nur  einen  unmerk liehen  Unter- 
schied macht,  wenn  der  Punkt  nuf  dem  Messtische  sei  bst  am  einen 
Fuss  seitwärts  Aber  dem  zugehörigen  Punkte  am  Boden  liegt,  so  ist  die 
Einlothzange  eigentlich  in  der  Regel  nicht  nöthig,  und  ihr  Gebrauch 
verursacht  nur  Aufenthalt“  eine  Ansicht,  'der  ich  durchaus  nicht  bei- 
stimmen kann,  denn  die  Natur  des  Messtisches  erfordert  geometrische 
Genauigkeit.  Die  so  sehr  grosse  Genauigkeit  und  Sorgfalt  erfordernden 
Umfangs  - Messungen,  die  inan  doch  öfters  nicht  umgehen  kann,  habe 
ich  schon  oben  besonders  hervorgehoben. 
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IV. 

Heber  die  Bewegung  einer  Magnet- 
nadel unter  dem  Kinflusse  eines  un- 
begcanzten  galvanischen  Stroms. 

Von 

Herrn  Doctor  J.  Dienger, 

Profexor  an  der  pnlytechniichcn  Schule  tu  Carlaruhe. 


§.  1. 

.ZVS  fTal.  II.  Fig.  4.)  sei  eine  Magnetnadel,  deren  Mitte 
0 sei,  OPf  z=  OS=l;  in  Ii  stehe  auf  der  Ebene  der  Figur,  in 
der  allein  die  Nadel  sich  drehen  könne,  ein  unbegrenzter  Draht 
senkrecht,  in  welchem  ein  positiver  galvanischer  Strom  abwärts 
»teige.  Ist  Pf  der  Nordpol  der  Nadel,  S ihr  Südpol,  so  sucht 
der  Strom  den  Pol  Pf  senkrecht  auf  PfR  nach  aussen  (rechts), 
den  Pol  S,  senkrecht  auf  RS  nach  aussen  (links)  zu  bewegen, 
wt  (i  eine  Konstante,  so  ist  die  in  N wirkende  Kraft  bekanntlich 

gleich  Jtß , die  in  S wirkende  Ist  der  Winkel  PfOR, 

den  am  Ende  der  Zeit  t die  Nadel  mit  der  Linie  OR,  die  wir 
'ds  Axe  der  x annehmen,  bildet,  gleich  o,  und  nehmen  wir  OB 
*1*  Axe  der  y an,  so  ist 

PiRtz=dt+ 1*  — 2a/cosor,  JVS*=  o®  + P + 2o/coso,  (1) 

wenn  ORr^a  gesetzt  wird. 

Die  Koordinaten  des  Punktes  R sind  /cos«,  Zsiua;  somit  ist 
die  Gleichung  der  Linie  RPf: 


Digitized  by  Google 


46 


» - /sinn  = jJ^_a  (*  - /cos«) . 

«He  Gleichung  der  im  Punkte  N darauf  Senkrechten  somit 
..  n — /cos«,  , 

V - fein«  = - ( x— /cos«) . (2) 


Fällt  man  vom  Punkte  O auf  diese  letztere  Linie  eine  .Senkrechte, 
so  ist  deren  Länge : 


/*sin*o  — a/cosa  + P cos *a 


/sic 


■V  i + (—'““V 


= ± 


/*  — a/cos« 


= ± 


/sin«  / 

/(/ — neos«) 


(3) 


+ a*  — 2a/ cos«  V"/*  + a* — 2a/cosa 


Man  zerlege  nun  die  in  iV  wirkende  Kraft  in  zwei  andere,  «roroc 
die  eine  P senkrecht  auf  (/ZV,  die  andere  Q nach  OJV  gerichtet 
ist.  Das  Moment  der  ersten  in  Bezug  auf  O ist  PI.  Dieses  Mo- 
ment  wird  auch  gefunden,  wenn  man  die  Kraft  in  X multiplizier 
mit  der  Länge  (3),  d.  h.  es  ist 

f«  / (/  — a cos «) 

— V «2  + P — 2a/ cos«  V/*  +a*  — 2a/cosa 

fi/(/  — acosc) 

a*  + /*  — 2a/cosa 

JI  I 

Um  das  Vorzeichen  zu  bestimmen,  setze  man  « = 0,  so  ist  dar 
Moment : 

. f »/(/  — a) 

* («-ft*  ’ 

Da  dasselbe  die  Nadel  rückläufig  (d.  b.  umgekehrt,  wie  die  Zei- 
ger einer  Uhr)  zu  drehen  strebt,  und  a>/,  so  ist  das  obere  le- 
chen zu  wählen,  so  dass  das  Moment  (Kräftepaar),  welches  « 
A*  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt,  ist: 

f i/(/ — acosa) 
a*+  P — 2a/cos«  ’ 

Ganz  eben  so  findet  man  für  das  Kräftepaar,  das  in  S die  Nadel 
rechtläufig  zu  drehen  strebt: 

— fi/  ( / + neos«) 
aa+/®  + 2a/cos« 

Das  Gesammtmoment , das  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt, 
ist  also 
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lil(l — •acosa)  fxl(l  fncn.s«)  2/a/(f2  — a2)acnse 

a*  -J-  P — 2ofcosa  (P+P  + 2a/cosa  (n*  4 P)2 — 4a2/2co*>an 

Da  diese  Grösse  negativ  ist,  so  sucht  «also  die  Nadel  sich  rück- 
läufig zu  bewegen,  d.  h.  den  Winkel  « zu  vergrössern.  Ist  somit 
k das  Trägheitsmoment  der  Nadel,  in  Bezug  auf  U,  so  ist  die 
Gleichung  der  Bewegung: 

ö2«  2g  /(«* — P)acosa  2ft/(a2 — P)acoaa  , 

* W~  (a2^f  P )2  — 4«2  P cos2«-  (a* — /*)*  -f  4a2/2sin2«  ' (4) 

Hieraus  folgt: 

k /0<A2 / 2n/sino\ 

— arcVtg— o2— z*>)  + C- 

Set 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  ( = -gp  im  Anlänge  der  Bewe- 
gung, für  welche  a—y  sei,  Null,  so  ergiebt  sich 


£ /0c\*  _ / 2 n/(«2 — f2)  (sinn — siny)  \ . 

2fx  \dt ) arC\  (az  — f2)2-!-  dn'-^sinasiny )/ ’ 


durch  welche  Gleichung  die  Winkelgeschwindigkeit  (=t^,  in  so 

ferne  sie  a zu  vergrössern  strebt)  gegeben  ist.  Daraus  folgt  nun 
zunächst,  dass,  wenn  l—a,  d.  h.  wenn  der  Punkt  R auf  dem 
Umfange  des  Kreises  ist,  den  die  Pole  der  Nadel  beschreiben, 
keine  Bewegung  Statt  hat,  wo  auch  anfänglich  die  Nadel  sich  be- 
finde, so  dass  sie  also  in  jeder  Lage  in  Ruhe  bleibt,  was  auch 
aus  (4)  folgt.  Ist  ferner  a > l,  d.  h.  der  Punkt  R ausserhalb  des 
Kreises,  so  folgt  aus  (4),  dass  die  Nadel  anfangt  sich  nach  rechts 

zu  bewegen  (rückläufig),  wenn  y < ^ ’ und  aus  (5)  folgt,  dass 

immer  a>y  sein  wird.  Ist  dagegen  a </,  d.  h.  R innerhalb  des 
Kreisumfangs,  so  wird  die  Nadel  sich  anfänglich  links  bewegen, 

wenn  y<  und  immer  a<y  sein.  Aus  (5)  ergiebt  sich  ferner, 
dass  wenn 


°Nf,  die  Nadel  zwischen  «=y  und  a—n—y  hin -und  herschwankt, 
».  » ,,  a=y  ,,  tr=—  (»+r)  ..  » 

Im  letztem  Falle  wird  aber  der  Draht  die  Bewegung  der  Nadel 
hemmen , wenn  nicht  y schon  negativ  ist.  R liegt  dabei  immer 
*°f  der  Linie  OA. 

Aus  (5)  folgt  nun 
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V*-/*; 


arc . (tg 


da 

ial (a*  — P)  (sine  — siey)  ’ 
(a2 — /*)*  + 4a2/*sinasiny ' 


(6) 


woraus  die  Zeit  f bestimmt  wird  Ist  a > l,  so  ist  die  Zeit, 
welche  von  einer  äussersten  Lage  zur  andern  verschwindet: 


da 


'lal(a * — f*T(sincr  — einy) 
arc  ( 8 (o* — #•)*  -f  4oV*sinosil»7 


(7) 


Für  den  besonderen  Fall,  dass  y—  0,  ist  diese  Grösse: 


2 al  sina 
a*— /* 


) 


01 


Aus (5)  folgt,  dass  die  rückkehrende  Bewegung  der  hingehendes 
gleich  ist,  ja  dass  die  beiden  Hälften  jeder  dieser  Bewegungen 
gleich  siud.  d.  h.  die  Bewegung  ist  der  eines  Pendels  ähnlich. 


$■  2- 

Im  Vorstehenden  nahmen  wir  den  Punkt  R (Draht)  (Taf.  II. 
Fig.  5.)  als  fest  an,  und  untersuchten  seine  Wirkung  auf  eiae 
bewegliche  Nadel.  Nunmehr  wollen  wir  die  Nadel  NS  als  unver- 
änderlich' betrachten,  während  der  Punkt  ß seinen  Ort  ändern 
könne.  Wir  nehmen  die  Are  der  Nadel  OH  als  Axe  der  y,  and 
die  darauf  Senkrechte  OF  als  Axe  der  x an;  zugleich  mögen  z, 
y die  Koordinaten  des  Punktes  R sein.  Die  Gleichung  der  Linie 

F — y = ^-(X— x) , 

die  Gleichung  der  im  Punkte  N darauf  Senkrechten: 


Fällt  man  vom  Punkte  O aus  auf  diese  eine  Senkrechte,  so  i*< 
deren  Länge: 


f(/-y) 

V^i2 + (/-*)•' 
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Uie  Kraft,  die  iu  A senkrecht  auf  RN  wirbt,  ist 


V>  + (/— y)*' 

Das  Drehungsmoment  derselben  in  Bezug  auf  O ist 


m-y) 

*■  + (*-*)  *’ 


(8) 


insofern  als  die  Bewegung  wie  die  Zeiger  einer  Uhr  als  recht- 
läufig angesehen  wird.  Zerlegt  man  die  Kraft  in  A in  zwei  andere, 
die  eine  senkrecht  auf  OA,  die  andere  nach  ON  gerichtet,  und 
betrachtet  man  die  Kräfte  als  positiv,  welche  die  Koordinaten  zu 
vergrOssern  streben,  so  findet  man  die  erstere,  wenn  man  (8) 
durch  l dividirt,  so  dass  die  beiden  sind: 


p(l-y)  

**+  0— y)a ' x% + (f—y)* * 


(9) 


Für  die  in  S wirkende  Kraft  erhält  man  eben  so  das  Drehungs- 
moment: 


— pl(l+ y) 
**  + (f+y)a’ 


(10) 


und  die  beiden  Kräfte: 

f *(f + .»/) 


ar*+(f— y)*'  x2  + (l— y)*' 


(11) 


Fasst  man  diese  Resultate  zusammen , so  erhält  man  als  Wir- 
kungen des  Punktes  R auf  die  Nadel: 


(1-2) 


а ) das  Kräftepaar 

. •» 

_ pl(l+y)  _ 2/py(A— x*— y*) 

•T*+(/— ;/)*  x*~+(  ffy)*  y)2]  [*H(f+yj3r 

welches  die  Nadel  rechtläufig  zu  drehen  strebt; 

б)  die  Kraft 

_ W+«*~ y«)  n 

x'+d-y?  * *»+(/+y)*  ~ (*H(f-y>a)(**+(f+y)a)  ’ ' ' 

welche  den  Punkt  O parallel  der  Axe  der  x,  nach  der 
Richtung  der  positiven  x zu  bewegen  strebt; 

c)  die  Kraft 


\lx  u.r  4| ulxy  /li4 

x*+(l—y)*  ~ iHÜW  = [*»+</— 3>*j[x»+</+y)*]  * (14) 
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welche  den  Punkt  O parallel  mit  der  Axe  der  jr,  nach 
der  Richtung  der  positiven  y zu  bewegen  strebt. 

Fasst  man  die  Kräfte  (13)  und  (14)  zusammen,  so  erhält  man 
eine  einzige  Kraft  P,  die  mit  der  Axe  OF  den  Winkel  ß macht, 
bestimmt  durch : 


COsß 


2/f.  VI?»  + x*-y*)2  I-  4 x2f 

[*a+(/-y)*][**+(/+3t)*I  ' 


(15) 


P |-  x2—ya  ^ 

V (f*  + x2— y*)*+  Ax2yv  sin,3  ~ V ((*+x»— y*)»+  4*y' 


Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  das  Gesagte  gilt,  wo  auch 

R liege. 

Hieraus  lassen  sich  nun  folgende  Schlüsse  ziehen : 

I)  Die  Nadel  NS  sei  nur  beweglich  um  eine  auf  der  Ebene 

der  Figur  senkrechte  Axe,  und  cs  befinde  sich  der  Punkt  /»  im 

Raume 

FCNH,  so  ist  P-x2 — y4<0,  y>0,  also  gebt  i V von  R weg, 
und  S gebt  gegen  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

LINDE,  so  ist  P — x11  — y4<0,  y>0,  also  geht  N gegen  P. 
und  S kommt  von  II  iin  Anfänge  «1er  Bewegung ; 

EDSG,  so  ist  P — x2 — y4<0,  jy<0,  also  kommt  N von  R,  und 
<S  geht  gegen  II  im  Anfänge  der  Bewegung; 

GSCF,  so  ist  P—x2—y2  <0 , y<fi,  also  geht  N gegen  R,  und 
5 kommt  von  R im  Antange  der  Bewegung; 

CON,  so  ist  /*— x2— y*>0,  y>0,  also  geht  N gegen  R,  und 
iS  kommt  von  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

NOD,  so  ist  P — .r*  — y4>0,  y>0,  also  kommt  N von  R,  und 
<S'  gellt  gegen  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

DOS,  so  ist  P — .v®  — y4>0,  y<0,  also  geht  N gegen  R,  und 
■S  kommt  von  R im  Anfänge  der  Bewegung; 

SOC,  so  ist  P — x2 — y4>0,  y<0,  also  kommt  N von  R,  und 
S geht  gegen  R im  Anfänge  der  Bewegung. 


Liegt  11  auf  dem  Kreise  um  O selbst,  so  ist 
P — x * — y2  — 0, 

also  hat  keine  Bewegung  Statt;  dasselbe  bat  Statt,  wenn  R auf 
der  Axe  der  x liegt. 

11)  Die  Nadel  sei  senkrecht  aufgehängt  an  einem  Faden , sei 
also  nur  beweglich  parallel  mit  der  Axe  x. 

Durch  die  Pole  N und  S (Tal.  II.  Fig.  fl.  ) ziehe  man  die 
zusammengehörigen  Hyperbeln  , deren  Gleichung 
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P\X*'—U*=Z  0 (Ifl) 

sei  und  es  liege  U 

1)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANB , CSD,  so  ist 

<0, 

also  wird  die  Nadel  (der  Punkt  O)  sich  nach  der  Seite 
der  negativen  x (links)  bewegen,  d.  h,  scheinbar  von  U 
abgestossen  werden,  wenn  R sich  im  ersten  nnd  vier- 
ten, angezogen,  wenn  er  sich  im  zweiten  nnd  dritten 
Koordinatenwinkel  befindet; 

2)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln,  also  im  unbeerfinzten 
Raume  ANBDSC ...  Alsdann  ist 

also  gebt  O nach  der  Seite  der  positiven  x (rechts) , d. 
h.  die  Nadel  wird  scheinbar  augezogeu,  wenn  R sich 
im  ersten  und  vierten,  abgestossen,  wenn  er  sich  im 
zweiten  und  dritten  Koordinatenwinkel  befindet; 

3)  auf  einer  der  Hyperbelu  selbst,  so  ist 

P\xx — y*=0, 

also  hat  keine  Bewegung  Statt. 

III)  Endlich  nehme  man  an,  die  Nadel  schwimme  auf  Was- 
ser , könne  sich  also  in  ihrer  Ebene  frei  bewegen  und  untersuche 
die  Bewegungsrichtung  des  Punktes  O.  Es  liege  nun  R 

a)  innerhalb  der  Hyperbeln  AMB,  CSD,  und  zwar: 

t)  im  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosß<0,  sin(3>0, 
d.  h.  O bewegt  sieh  in  den  zweiten  Koordinatenwiukel; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosj3<0,  sinß<0. 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  dritten  Koordinatenwiukel; 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosß<,0,  sin/3>0, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  zweiten  Koordioatenwinkel ; 

4)  im  vierten  koordinatenwinkel,  so  ist  cosd<0,  sin/}<0, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  dritten  Koordinatenw  inkel ; 

b)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln,  also  im  Raume 
AM B DSC....,  und  zwar: 

1)  im  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosfl>0,  sinp^O, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  ersten  Koordinatenwiukel ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosjS>ü,  sin0<O, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  vierten  Koordinatenwinkel; 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosd>0,  sin/3>0, 
d.  h.  O bewegt  sich  iu  den  ersten  Koordinatenwirkel ; 

4* 
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4)  im  vierten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosfl>0,  sin(J<0, 
d.  h.  O bewegt  sich  in  den  vierten  Koorainatenwinkel ; 

c)  auf  den  Hyperbeln  und  zwar: 

1)  in)  ersten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosß=0,  sinjS=l, 
d.  b.  O bewegt  sieb  gegen  N ; 

2)  im  zweiten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosj9=0,sinß=: — 1, 
d.  h.  O bewegt  sich  gegen  S ; 

3)  im  dritten  Koordinatenwinkel,  so  ist  cosß=0,  sin0=J, 
d.  h.  O bewegt  sich  gegen  N-, 

4)  im  vierten  Koordinatenw  inkel,  so  ist  cos0=O,  sin0= — I, 
d.  h.  O bewegt  sich  gegen  S; 

d ) auf  der  Axe  der  x,  und  zwar: 

1)  auf  dem  positiven  Theil,  so  ist  cosß  = l,  sin/J=0, 
d.  h.  O bewegt  sich  nach  F; 

2)  auf  dem  negativen  Theil,  so  ist  cosj3=  1 , sio|3=0, 
d.  h.  O bewegt  sich  nach  F,  wie  so  eben; 

e)  auf  der  Axe  der  y,  und  zwar: 

«)  innerhalb  der  Hyperbeln  ANB,  CSD ; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  cosß= — 1, 
sinp  = 0,  d.  h.  O bewegt  sich' nach  E; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  cos/?= — 1, 
sinj3=0,  d.  h.  O bewegt  sich  nach  E; 

ß)  zwischen  den  beiden  Hyperbeln ; 

1)  im  positiven  Theil  der  Axe  der  y , so  ist  cos(J=l, 
sinp  = 0,  d.  h.  Ö bewegt  sich  nach  F; 

2)  im  negativen  Theil  der  Axe  der  y,  so  ist  cosß=l, 
sinf3  = ü,  d.  h.  O bewegt  sich  nach  F. 

Aus  diesen  Angaben  wird  man  nun  leicht  die  scheinbare  An- 
ziehung oder  Abstossung  ableiten  können. 

Für  den  Fall  II)  wird,  je  nach  der  Lage  von  R,  die  Spannung 
des  Aufhängefadens  vermehrt  oder  vermindert  (14).  Ist  R näm- 
lich im  ersten  oder  dritten  Koordinatenwinkel,  so  wird  dieselbe 
vermindert  um 

4 y-lry 

ist  aber  R im  zweiten  oder  vierten,  so  wird  sie  vermehrt  uui 
4p/V  x‘xy* 

(**  K/-3,)»)(**+(/  + y)*)’ 

worin  natürlich  fi  ein  Gewicht  anzeigt,  gleich  der  Einwirkung  des 
Drahtes  auf  einen  Pol  in  der  Entfernung  1. 
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«■  3. 


Ist  im  Falle  der  Formel  (7)  y nahe  an  j,  a > /,  so  ist 

sinn  — siny  beinahe  immer  Null,  man  wird  also  ungeßihr  setzen 
können: 


2o/(a*— /*)(sino — siny)  2<i/(a*  — ^Hsina  — sinv) 

arc(te  =^r»)«+4ä:^sinasin7>= J^TW x 

Daraus  folgt,  dass  die  Zeit  einer  Schwingung  von  einem  Aeusser- 
sten  zum  anderen  ist: 


Ä a*  + P f**-v 

* 2f*  ‘ \T2al(a*-P)J  \ 


Sa 

V sina — 


siny 


2 


a/(a*  — P)n‘ 


wenn  C eine  Konstante  ist.  Daraus  folgt , dass  die  Schwingungs- 
dauer  im  YTerhältniss  zu  V o steht,  ein  Satz,  der  bekanntlich 
nach  der  Lehre  vom  Pendel,  die  für  diesen  Full  anwendbar  ist, 
zeigt,  dass  die  wirksame  Kraft  im  umgekehrten  Verhältuiss  zu  a 
ateht,  was  eben  der  Satz  ist,  von  dem  wir  ausgingen. 

Für  den  Fall,  dass  l klein  ist,  so  dass  man  P gegen  tt*  ver- 
nachlässigen kann , giebt  (7)  ebenfalls 


yfl-yfif’ 

r 

1 4 / n/c  Pn-y 

Jij  \ 


da 


V «in« — siny 
da 


8ina  — siny 
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V. 

Heber  die  Periodicität  der  Decimal- 
brftche. 

Von 

Herrn  W.  Loo ft. 

Uircrtur  <ie<  Herzoglichen  llcdlgjnina.imn*  m Gut  ha. 


In  meinem  „Leitfaden  für  den  Unterricht  im  prakti- 
schen Rechnen  und  in  der  Arithmetik,  erster  Cursus, 
Gotha  1850“  habe  ich  in  einem  Excurse  aber  die  Periodicität 
der  Decimalhrüche  eine  Tabelle  derjenigen  Primzahlen  rnitgetheilt 
welche  als  Kenner  eines  gemeinen  Bruch«  eine  Periode  von  be- 
stimmter Stellenzahl  geben.  Die  bei  der  Herausgabe  meines 
Leitfadens  begonnene  Arbeit  habe  ich  fortgesetzt,  wobei  mir  ein 
Auszug  aus  den  Bu re k hardt’schen  Tafeln  der  Primzahlen,  welcher 
mir  durch  die  Güte  des  Herrn  Professor  Dr.  Jacobi  rnitgetheilt 
wurde,  sehr  zu  statten  kam.  Ich  erlaube  mir  daher  diese  Tabelle 
in  grösserer  Ausdehnung,  als  ich  sie  in  meinem  Leitfaden  gege- 
ben, hier  mitzutheilen , nachdem  ich  die  wenigen  uotbwendigen 
Sätze  vorausgeschickt  habe. 

I)  (siebt  der  Bruch  - eine  Periode  von  k Stellen  und  be- 
n 

zeichnet  man  die  Periode  der  Decimalstelien  mit  P,  so  ist 


10*  — t—nP. 


Es  müssen  daher  alle  Eactorcn  von  10*  — I eine  Periode  von  k 
Stellen  geben.  Eine  Periode  vou  einer  Stelle  giebt  daher  10 — 1=0, 
also  3 und  9.  Um  die  Primzahlen,  welche  eine  Periode  von  2, 
3,  u.  s.  w . Stellen  geben,  zu  linden,  braucht  man  nur  die  Factoren 
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vou  — g — aufzusuchen.  Eine  Periode  von  2 Stellen  giebt  da- 
her nur  II,  von  3 Stellen  37  als  Factor  von  111,  von  4 
Stellen  101  als  Factor  vou  1111,  von  9 Stellen  41  und  271  als 

108—  l 

Factoren  von  11111.  Bei  6 Stellen  kann  man  — g—  durch 

3,  II  und  37  dividiren.  Der  Quotient  91  ist  =7x13,  die  ein- 
zigen Primzahlen,  «eiche  eine  Periode  von  6 Stellen  geben. 

Für  sieben  Stellen  müssen  die  Factoren  von  1111111  gefun- 
den werden.  Da  aber  nur  eine  solche  Primzahl  n eine  Periode 
von  p Stellen  geben  kann,  welche  um  1 verringert  durch  p theil- 
bar  ist,  so  ist 


folglich 


n — 1 = mp , 


n = mp  -J-  1 . 

Ist  p eine  ungerade  Zahl,  m ebenfalls  eine  ungerade  Zahl,  so 
ist  mp  eine  ungerade,  folglich  mp  -f  t eine  gerade  Zahl,  die  nicht 
Factor  von  lllt....  sein  kann.  Man  braucht  daher  für  m nur  ge- 
rade Zahleu  zu  setzen.  Ist  daun  m = 2c,  so  künoeu  nur  solche 

Primzahlen  Factoren  von  — — g — (p  eine  ungerade  Zahl)  sein, 

«eiche  die  Form  'iep  + 1 haben.  Für  sieben  Stellen  also  musste 
der  Versuch  mit  allen  Primzahlen  von  der  Form  14p  -f  l bis  zu 
VTTlim  gemacht  werden.  Hieraus  ergab  sieb 

239x4049  = 1111111. 

10*» — I 

Für  die  Perioden  von  gerader  Stellenzahl,  z.  B.  8,  kann  — g — 

durch  11  und  101  ohne  Best  dividirt  werden,  daher  nur  10001  in 
die  Factoren  73  und  137  zu  zerlegen  war. 

Für  11  Stellen  giebt  es  129  Primzahlen  von  der  Form  22r+l, 
von  welchen 


21649X513239=11111,111111. 

Für  13  Stellen  wurde  die  Untersuchung  dadurch  bedeu 
tend  erleichtert,  dass  von  den  Zahlen  vou  der  Form  26r+l  schon 
53  und  79  aufgingen.  Der  Quotient  265371653  ist  nach  einer 
durch  162  Divisionen  geschehenen  Ermittelung  eine  Primzahl. 

In  der  uachfolgenden  Tabelle  sind  die  mit  ? bezeichneten 
Zahlen  noch  nicht  als  Primzahlen  ermittelt. 
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Periodenzahl.  Zahl. 

1 

3 so  wie  3*  oder  9. 

2 

11. 

3 

37. 

4 

101. 

5 

to 

6 

7.  13. 

7 

239.  4649. 

8 

73.  137. 

9 

333667. 

10 

9091. 

11 

21649.  513239. 

12 

9901. 

13 

53.  79.  265371653. 

14 

90909t. 

15 

31.  2906161. 

10 

17.  5882353. 

17 

n 

18 

19  , 52579. 

19 

?**) 

20 

3541,  27961. 

21 

43,  1933,  10838689. 

22 

23.  4093.  8779. 

23 

11111,  111111,  111111,  111111. 

24 

99990001. 

25 

100001000010000100001.  ? 

26 

859.  1058313049. 

27 

757.  440334654777631.  ? 

28 

29.  281.  121499449. 

29 

3191.  x. 

30 

21t.  241.  2161. 

31 

2791.  398105020104303515267327521.  ? 

32 

353.  449.  641.  1409.  69857. 

. . . : - • . • * ii 

*)  Bei  IT  «ind  die  Unlerauchungrn  mit  allen  Primzahlen  bi»  230000 
ahne  Erfolg  geweaen. 

**)  Bei  19  haben 
keinen  Erfolg  gehabt. 

die  l'nterauchungen  aller  Primzahlen  bia  IOOOOH 

Digitized  by  Google 

57 

Periodeozahl. 

Zahl. 

33 

67.  1344628210113298373t 

34 

103.  4013.  21993833369? 

35 

71.  12676184367477604353521? 

36 

999999000001? 

37-40 

t 

41 

83.  1231. 

42 

127.  2689.  459691.  (7-*.  11*.  1:3*). 

43 

173.  J-. 

44 

89.  1112470797641561909? 

45 

299700000299700299999703  ? 

46 

47.  139.  2531.  54979718449191? 

47 

t r 

* 48  - 

9999999900000001?  . S 

49 

? 

50 

251.  6051.  717061202105779291? 

51 

613.  146965889217112709610099495907? 

52 

521.  1900381976777332243781? 

53 

107.  x. 

54 

999999999000000001? 

55 

1321.  x,  , / .(i 

56 

7841.  127522001020150603761?  i 

57  „ 

, -•  » 

i.  i 

58 1" 

59.  154063204930662557781201849.  ? 

59 

f r 1 . j«. 

60 

/ . . - » 

* * 1 
*1.1-  » • 

..  »:*  • i 

61.  1655736019181983604901641. 

..(  . 1 • -i  ....... 

-'•J  * 1 1*  . * * _ J1»  ' .» 

*.  .1  1 .1  il  1 

. •:  . - . . v 

'!  » »•  - »*.•_•  . i 

• • , • r i 

' mi/  ii  • i, 

. .i.  . ii . *.  .i*i  .’i 

■»  ••  i .r  • » * i . I . ' >»'••  - • . . 1 1 •*« 

.!*.•*  .‘*  r v Ml*  ...  • » • 

..  i . m ... . • . 

1 » 4i*  i‘.  v 

1 I • i* i • • .*  >•; 

* •. 

. ...  1 - . 1 • 1 ,•  , ./  • !.*  - ■ . j..' 

»t  *1.  **** 

\ 
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VI. 

Kiiie  allgemeine  Auflösung  der  Glei- 
chungen des  vierten  Grades- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  W.  Schlesicke, 

Lehrer  am  Gymnaainni  zu  Luc  kan. 


In  Thl.  XII.  Nr.  XII.  des  Archivs  ist  bereits  eine  Auflegung  der  Glei- 
chungen des  vierten  Grades  gegeben  worden,  welche  im  Wesent- 
lichen darauf  beruht,  d ass  x—u  -f  r ges  et  z t und  in  derso  transformirtcn 
und  nach  u geordneten  Gleichung  die  Summe  des  zweiten  und  des 
vierten  Gliedes  als  verschwindend  angeuommen  wurde.  Dem  am 
angeführten  Orte  angewendeten  Verfahren  liegt  aber  die  Voraus- 
setzung zu  Grunde,  das«  das  zweite  Glied  der  gegebenen  Glei- 
chung, wenn  ein  solche«  vorhanden  war,  bereits  fortgeschafft  sei.  Eis 
lässt  sich  indess  die  ganze  Rechnung  vollkommen  in  derselben  Weise 
auch  ohne  vorhergegangeneFortschaffung  des  zweiten  Gliedes  in  völli- 
ger Allgemeinheit  anstellen;  nur  ist  man  in  diesem  Falle  genö- 
tnigt , ausser  der  gewöhnlichen  Hülfsgleichung  des  dritten  Grades 
noch  eine  andere  vom  zweiten  Grade  aufzulösen.  Dennoch  scheint 
die  allgemeine  Methode,  welche  in  dieser,  übrigens  der  früheren 
durchaus  folgenden,  Abhandlung  gezeigt  werden  soll,  an  Einfach- 
heit die  aus  den  Formeln  24)  und  25)  in  Theil  XII.  Nro.  XII.  sieb 
ergebende  einigermassen  zu  übertreffen,  und  zugleich  wird  aus  der- 
selben erhellen,  dass  die  Fortschaffung  des  zweiten  Gliedes  we- 
nigstens zur  Auflösung  der  Gleichungen  des  vierten  Grades  unwe- 
sentlich ist. 
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Die  gegebene  Gleichung  des  vierten  Grades  sei : 
t)  x*  f ax*  + bx*  t cx  -\-d =0. 

Setzt  man  in  dieser  Gleichung 

2)  j=u  + p, 

so  erhält  man 

(u -4 c)4 -f-  a(u f e)*  -4  6(u+o)*  + c(u  4c)4-rl  = 0; 
d.  i. 


3)  u4  f (4c  fa)u*  + (Öj^+Sac+ft)«*, 

■4  (4cs-4  3ao*  + 2 Ae  + c)uj  =0 . 

+ o4  + «c*  -f-  6c*  f ev  -4  <Z 


Oie  tvillkührlichen  Grössen  1 1 und  v nullen  wir  nun  so  zu  bestim- 
men suchen,  dass  in  der  Gleichung  3)  die  Summe  derjenigen  Glie- 
der, welche  die  ungeraden  Potenzen  von  u enthalten,  verschwin- 
det; so  dass  also 

» 1 . » ‘ 

(4o  +a)us  4-  (4c34-3nc*4-26e-4c)  «=0, 

oder  i _ 

4)  m(  (4c4-o)n®  4- dc,4'3<ic* -4  2Ac-4e|=0 

ist.  Dieser  Gleichung  wird  genügt,  wenn  man  entweder 

u=0  oder  (4o4-a)Ma-4de*4-3fica4-26c-4c=0 

annimmt.  Die  erstere  dieser  Auflösungen  würde  nach  2)  x — v 
geben ; mithin  würde  man  durch  dieselbe  in  die  gegebene  Glei- 
chung fÖr  die  unbekannte  Grösse  nur  ein  neues  Symbol  eiofiihren, 
ohne  dass  man  zu  etwas  wesentlich  Xeuem  gelangen  könnte.  Wir 
werden  daher  die  zweite  Auflösung  anzuwenuen  versuchen  müssen 
und  daher 

• '■  : -v  ■ 

5)  (4o-4a)u*  4-dc*-f  3ac*-426c  + c=0 

annehmen.  Hieraus  ergiebt  sieb 

ß)  4c1-4$gB*4-26p-f  c 

' u 4c  4-  a 

und  wenn  man  diesen  Ausdruck  in  die  Gleichung  3)  eiiifiihrt: 

»*•  • ■!..  .*».  * 

/4e*  4-  3«e*  -4 2&r  4c\*  . ..  4c*43«ea+2Ae4c1 

( —Tr T" ~)  ~ (0r  1 iat’  ' 4o~4n J =0, 

f + av 3 4*ca4-  cv  f f/( 
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oder,  indem  man  mit  (4p -fa)*  multiplicirt: 

7)  (4p* f 3aoa-|-26p  +c)a — (4u+a)(6e*-|  3ap+6)(4p,+3aB*-J-26B-|-c)|  ^ 

-f-(4o  + n)a(n4|-a»3 + 6d*+cp  +-  d)' 

Entwickelt  man  aber  diese  Gleichung,  so  erhält  man 

8)  64p«  + 96an» + (48a*  + 326)p«  + (8a*  + 32a6)p*i 
+ (8a*6+4ac+46a — 16</)r*  f (2a6a+2aac — 8 ad)  rj  = 0 , 

+ u(ic — a*d — c* 

oder , n ie  auf  der  Stelle  erhellet : 

9)  (4f * -|-  2«p  + j 6)3+(ac — g 6* — 4d)(4pa+  2av  +g6) 

1 2 8 =0*), 

-f  go6c — aad  — 2}6a  +jW  — ca 

d.  i.  wenn  man 

r ' i * ••  •«  *.  *'  i.’l»  • 

2 

10)  4p1  + 2ap  + g 6 = o> , 

11)  ac — g6a— 4d=ß, 

. - | *■<.,(  i 

12)  gaöc — a*d — gj6*+g6d— c*=:  y 


set/.t: 


13)  ®»  + /3w  1 y=0.**) 


*)  K»  möge  noch  bemerkt  werden,  dass  man  die  Gleichung  8)  auch 
auf  eine  andere  Form  bringen  könnte;  setzt  man  nämlich 

4p*+2ap=», , 

so  erhält  man  an»  8)'  I t < 


w , * +2  bui , * + ; ac  b • —id)tu , + abc—a'd — c*aa  « , 

eine  Gleichung,  welclio  allerdings  etwa«  einfacher  iat,  in  welcher  aber 
dns  zweite  Glied,  welche«  in  9)  fehlt,  noch  vorkommt.  Nimmt  man  in 
dieser  Gleichung  a als  versehe iudend  an,  «o  erhält  man  dio,  mit  Glei- 
chung 9)  in  Thcil  XII.  Nro.  Xll.  übereinstimmende,  gewöhnliche  Hülfs- 
gleichung  des  dritten  Grade«.  , , f 


**)  Die  oben  in  10)  durch  tu  bezeichncte  Grösse  erhält  man  offen- 
bar aus  dem  Coeffieienten  von  U*  in  der  transformirten  Gleichung  8), 
2 

wenn  man  denselben  mit  - muHi)>licirt.  Bezeichnet  man  nämlich  die 

• 3 i 


Coeffieienten  der  einzelnen  Glieder  dieser  Gleichung  der  Reihe  nach 
durch  V,  , V,  , V,  und  V ; so  dass  also 
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Somit  sind  wir  zu  einer  Gleichung  des  dritten  Grades  gelangt, 
auf  welche,  weil  in  derselben  das  zweite  Glied  fehlt,  zur  Bestim- 
mung von  ca  die  gewöhnlichen  Auflüsungsmetboden  für  Gleichun- 
gen dieses  Grades  unmittelbar  angewendet  werden  können.  Hat 
man  vermittelst  einer  dieser  Methoden  ca  bestimmt , so  erhält  man 
e aus  der  Gleichung  10) 


2 

4r*  f-  2ac  -f  j h — co . 

Hieraus  folgt 

\ 1 12 

(2c  f j «)*=“  + f — 3 *• 

; . -w  ; - 

oder,  wenn  wir 

1 2 

14)  ca  +4-0* — g b—k 

setzen: 

15)  «’=§|-<2«±VTj, 

und 


«H  f,H»+lr»«’+l,l«+l'=0 

Ut;  *0  wird  aus  Gleichung  7): 

V-i.v.i'.-f  n',*=o. 

Nun  ist  alter 

V.^=(j»V+0'+rtc-^1-^if)  K,. 

V,+«‘-|ä)V, 

~VS  4 JlT,  + (^-d*)l  +i(oc-I^-4cOK, 
-\abc+a'd\  ^ -iArf+c». 

Demnach 

1 2 8 
+ - abc—  a*d—^b'+-bd-ct 

welches  wieder  die  obige  Gleichung  9),  oder  wenn  inan  die  oben  ge- 
brauchten Zeichen  einführt,  die  Gleichung  13)  ist. 


Digitized  by  Google 


62 


16)  4 r+«=  + iV*. 

Fähren  Mir  nun  aber  Für  m seinen  Werth  aas  14) 

in  die  Gleichung  I 3)  ein  und  setzen  auch  für  ß and  j ihre  eDt- 
sprechenden  Werthe,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 


17)  *»  + (»- *«»)*»  + (]$<**— «*6  + «w  + 6*-4d)ij 


I 


1 


— % °* — 2 "^c- 


1 


=0. 


Diene  Gleichung  ist  keine  andere  als  diejenige,  welche  wir  erhal- 
ten haben  würden , wenn  wir  nach  Fortscbaffuog  des  zweiten  Glie- 
des in  der  gegebenen  Gleichung  1)  des  vierten  Grades  nach  den 
in  Tbeil  XII.  Nro.  XII.  gegebenen  Formeln  gerechnet  hätten-  Aus 
der  Beschaffenheit  des  letzten  Gliedes  dieser  Gleichung  folgt  aber, 
dass,  wenn 


1,1. 

£«*—  2«*A+c=0 

ist,  ein  Werth  der  Grösse  k ebenfalls  verschwindet ; dass  dage- 
gen, wenn 

ga*  — J nA+c^O 

ist,  es  jederzeit  einen  reellen,  positiven  und  nicht  verschwinden- 
den, \Verth  der  Grösse  k giebt.  Nehmen  wir  nun  zuerst,  indem 
wir  zunächst  den  letzten  Fall  betrachten,  an,  es  verschwinde  die 
Grösse 


1 , 1 , , 

g-a3— 2 no  + « 

nicht,  so  erhellet,  dass  sich  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
auch  aus  der  Gleichung  13)  jederzeit  ein  Werth  ftir  ro  wird  finden 
lassen , so  dass 

ist.  Denken  wir  uns  den,  dieser  Bedingung  genügenden,  Werth 
von  eo  zur  Bestimmung  der  Grösse  k in  1-1)  gewählt,  so  erhalten 
wir  offenbar  nach  15)  zwei  reelle,  von  einander  verschiedene, 
Werthe  für  v.  Setzen  wir  nämlich,  wozu  wir  nach  dem  Bisheri- 
gen offenbar  berechtigt  sind. 
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I«)  *=4ö2, 

so  erhalten  wir  nach  15) 

19)  r=- jo±5> 

oder 


4o-f  «=1  4m. 

Aus  der  Gleichung  6) 

a 4c3  ■+  3«p2  f 26p  -f-c 

U 4r  + a 


ergeben  »ich  demnach 
scbiedene  Werthe  für 
findet : 


ebenfalls  zwei  reelle  von  einander  ver- 
u2.  Es  ist  nämlich , wie  man  sogleich 


4o*-f2(/>  — ga2)  o ± (gn3  — gab  + c) 


oder,  wenn  wir 


4u 


20)  b — g n3=A, 

21)  g -a* — ^-n6+c=Zf 


setzen : 


22)  u 


a_  4us  + 2.4w4;i? 


4o 


und  folglich 

2:1)  «= 

mithin  nach  2),  19),  23) 


w- 


4g>8  -f-  2 Au  4:  B 

S 


2/fö  ± B 
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24)  x — 


\—  ja±u+f 


IV- 


4&)J-f  2/4o  +ß 


u 


I 

4 


. . _ 1 *f  45*4-2/40  ±ß 

-T“+“-2  V 


a 


Gleichung  des  vierten  Grades  gelangt.  Dieselben  sind 
von  einander  verschieden,  wenn  keine  der  Grössen 


Somit  sind  wir  unter  der  gemachten  Voraussetzung , dass  B wdf 


verschwindet , zur  Bestimmung  der  vier  Wurzeln  der  gegebc*» 

j n ■ i _a  t\». ii J gammfliA 


4«.)*  f + B und  4a>*4-2/45 — B 
verschwindet.  Sie  sind  sämmtlich  reell,  sobald 

45*  -f-  2AÜ  + H ^ n 45*  -f-  2/liö—  Ii  w „ 


ist;  dagegen  sämmtlich  imaginär,  wenn 

45*  f 2.-15  4- fl  45*4-2,45 — B 

5 ^ ’ 5 


4 

<0 


ist.  Ferner  sind  zwei  reell  und  zwei  imaginär,  wenn  entweder 

4ö*4-2/4ö4-fl  ^ 45*4-2/40 — B 

~ ö >ü’  — 5 i 

oder 


4u*4-2z4u4ß 4u*4-2/4o— B^  „ 

<W,  • — >0  j 


<•> 


ist.  Endlich  sind  zwei  derselben  reell  und  gleich,  wenn  eotwcd# 
4ös4-2.<4ö4-Z?  = 0, 


oder 


4u*4-2/lu  — ß=0 


ist;  die  anderen  beiden  Wurzeln  sind  dagegen  reell  oder  inap- 
när,  je  nachdem  respective 

45*  4- 2/15 — j 45*  f -2A5+B  ^ „ 
5 <°  und 5 <° 

ist.  Uebrigens  kann  man  sich  davon  , dass  man  in  jedem  Falb 
wirklich  alle  W'urzeln  der  gegebenen  Gleichung  durch  die  obirr* 
Formeln  24)  erhält,  völlig  in  derselben  Weise  überzeugen, 
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dies  in  Theil  XII.  Nm.  XII.  gezeigt  ist,  weshalb  wir  hier  diese 
Untersuchung  fuglieh  übergehen  zu  künncn  glauben.  Zuni  Schlüsse 
haben  wir  nur  noch  den  Fall  zu  betrachten,  wenn  die  Grösse 

ga3 — g-a6-fc  = i? 

verschwindet.  In  diesem  Falle  ist,  wie  wir  das  bereits  oben  ge 
sehen  haben,  ein  Werth  von  k und  mithin  auch  von  4p  + a Null. 
Für  diesen  Werth  von  4e+a  ist  offenbar  eine  Auflösung  der 
Gleichung  5) 


(4p  -J-  a)u*  + 4p3+3apl  + 26p  + c = 0 

in  der  oben  6)  durchgcfuhrten  Weise  unstatthaft,  weil  sowohl  die 
Grösse  (4p  + rt)u®,  als  auch  die  Grösse 

4es+3«c*+26p  -fc=:g-  ns  — a6+  c=B 

für  sich  verschwindet.  Wir  sind  daher  genüthigt,  zur  Bestimmung 
von  u auf  die  Gleichung  3)  zurückzugehen,  weiche  aber,  weil  so- 
wohl das  zweite  als  das  vierte  Glied  derselben  für  sich  verschwin- 
det, die  einfachere  Gestalt 

«4+  (6ca+3ar  -f- 6)u®  + c4-fop*  + 6p*  + cp  -f  d — 0 , 

oder , wenn  wir  auch  hier  fiir  e seinen  Werth  — ja  einführen, 
die  Form 


u4  + (6  — a*)a® — a4  + jg  «*6  — j ac  + d =0 

annimmt,  und  mithin  wie  eine  quadratische  Gleichung  aufgelöst 
werden  kann.  Behalten  wir  die  oben  20)  für  6 — g-a*  gebrauchte 
Bezeichnung  bei  und  setzen  wir  ferner 

235  ~ 2^6 "4+  T7j0*ö  — Tnc+  d=C- 

so  erhalten  wir 

26)  u4M«*  + C=0. 

Aus  dieser  Gleichung  ergiebt  sich 

\~s[[  |-d±Vd*-4C(. 

Tlieil  XVI.  Ä 
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VII. 


Heber  die  Abel’schen  Funktionen. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Curlsrnhe. 


In  den  nachfolgenden  Zeilen  sollen  die  Additionstheorerae  die- 
ser Funktionen  nachgewiesen  werden,  mit  Zugrundelegung  der 
Abel’schen  Abhandlung:  Remarque  sur  quelques  proprid- 
tes  gendrales  dune  certaine  Sorte  de  fonctions  trans- 
cendantes.  (Crelle's  Journal  Bd.  III.),  Einige  Anwendungen 
mögen  als  weitere  Ausführung  folgen. 


§.  1. 


Es  sei 

0(x)=ao+alx+n2xt  + + a„x",  ) 

ei(x)=c0+c1x-\-ctx9  -f  cmxm;  > ^ ' 

ferner  seien  <px(x),  zwei  ganze  Funktionen  von  x; 

cpl(x).<p2(x)  = <p(x) 

also  ebenfalls  eine  solche  Funktion;  a eine  konstante  Grösse; 
öo  > A|  t ••••  An  j C o » C\  t ••••••  Cm 

entweder  alle  «der  doch  einige  von  ihnen  veränderlich ; endlich 
setze  man:  ■ «• 
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t\.l)  — UK-*') ) Vt  (0  — «*i  (j))Vi(j)  = A(x—x,)  (x — Xf)  ...  (JT — Xr) , (2) 


«o  werden  .r, , ja,....xr  bloss  von  a„,  o,, a„;  Cq,  c, c_  und 

den  als  konstant  vorausgesetzten  Koeffizienten  in  <p,(x)  und  <p*(t) 
abhängeu,  und  eben  so  A von  x unabhängig  sein.  Bezeichnet 
uuii  x,  irgend  eine  der  Grössen  x,  ,....xri  so  ist  identisch: 

F(X')  =0,  (3) 

worin  xe  eine  Funktion  von  den  Grössen  a und  c ist  Eben  weil 
aber  die  Gleichung  (3)  eine  identische  ist,  hat  man  bekanntlich 
auch: 

F(x,)=0.  (4) 

Diese  letztere  Gleichung  liesse  sich  ohnehin  auch  leicht  nach- 

weisen.  Denn  man  gebe  den  Grössen  a„ , a, , ......  c„ , c, die 

willkiihrlichen  Zuwächse  n'0l  a‘, und  sei  x't  der  daraus  her- 
vorgehende Zuwachs  von  xe,  so  ist  offenbar  auch 


d.  h. 


F{x.  +x',)=0. 


also  nach  (3): 


F'(xf)+'|?F"(x,)  + ...=0, 

woraus  leicht  (4)  geschlossen  wird. 

Die  Grösse  F(x,)  enthält  o,  c„,  c, c.  explizite, 

nebst  x,,  also  kann  (4)  auch  folgendermassen  dargestellt  werden: 


8F(xr) 

Öx, 


dxe  -f 


BF(x.)„  . 8F(X') 

~S^~da°  +~S^~ 


da,  + 


....=0. 


wenn 

SF(xe)  d F(xt) 
dx,  ’ ca0  

die  Differenzialquotienten  von  F(xe)  in  Bezug  auf  x.,  o0,....,  in- 
sofern  diese  explizite  in  F(xt)  enthalten  sind,  bedeutet.  Diese 
Gleichung  kann  auch  unter  der  Form: 

c.F(x.) 

-j~dxe  +Ö.F(X')= 0 (5) 

dargcstellt  werden , wenn  ö das  vollständige  Differenzial  in  Bezug 
auf  die  Grossen  a0,  a,  ....ep.ci insofern  sie  explizite  in  F(x,) 
enthalten  sind,  bezeichnet. 
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Aus  (2)  folgt  aber: 

S.  F(xt)  ='2.6(x,)<pl  ( x,).i.0(xe)  — 20j  (xe).rpi(xe)-i.6l  (x,) , (6) 

also  aas  (6)  und  (5): 

F'(.r.)  .S-r« ='2[  0,  (xc)<f^(Xe)i.  (xe) — 0(xe)9P,  {x,)6.0(x')] . (7) 

Nach  (3)  ist  aber: 

(0(*.))*<p,  (Xe)  - (0,  (x.))*tp,(Xe)  = 0 , 

d.  h. 


6(X,)  . V <p,  (X,)  = te  0,  (Xe)  V <Pt(Xe)  , 

wenn  te  entweder  + ] oder  — 1 , je  nachdem  die  Beschaffenheit 
der  bezüglichen  Funktionen  diess  zulässt.  Hieraus  ergiebt  sieb, 
wenn  man  beachtet,  dass  (pi(x)  .q>t(x)  = ip(x): 


6(x.).g>l(x»)  = f,  0,  (Xe)  V Cp(Xe).  i 
0,  (Xe)  <p-t(Xe)  = f «,  0 (ar,  ) V q>(x,).  ) 

Setzt  man  diess  in  (7),  so  erhält  man: 


F'(Xe)dXe  = 2 C,  [6(Xe)S.Bi  (Xe)  — 0t  (x,)6.6(xe)  ] V" <p(x,)  . 
Hieraus  folgt,  wenn  f(x)  irgend  eine  ganze  Funktion  von  x ist: 


=2 


f f(Xe)Sxr 

(xe — o)  V <p(xt) 

[ 6(xe)S  ■ 0,  (Xe)  — 0,  (xe)Ö . 0(j,)1 

(Xe-O)F(Xe)  >{Xt) 


(9) 

Uxe) 

(x,—a)F'(x,Y 


wenn  man  zur  Abkürzung  setzt: 

!(*)  = 2 [0(-r)d.0,  (x)-6,  (x)d.  fi(x)]f(x) , 


so  dass  i(.r)  immer  eine  ganze  Funktion  von  x ist. 

Bezieht  sich  nun  das  Summationszeichen  £ auf  die  Werthe 
x, , x.j,,....Xr,  so  folgt  aus  (9): 

2 . (101 

(*.-«)  V^x.)  (x.—tt)t'(xe) 

Setzen  wir 


*(*)-*(«) 
x — a 


= A,(x) 
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so  folgt  aus  (10): 


tcf{xe)  d.Te 


(xe  — ö)  V <i>(Xt)  X.  ) 


h(X') 


+ i(«)  £ 


1 

(Xe  — a)P(x,) 


Nach  einem  bekannten  Satze  (siehe  die  Anmerkung  am  Schlüsse; 
ist  aber: 

* L JL 

olso 


X taflkx,)dxa ^*1  (x.)  __  A(a) 

(Xe—a)yf  <P  (Xa)  ^ ,('r«)  ^(B) 


(H) 


und  eben  so  weiss  man , dass  der  Werth  der  Grösse  £ P (x,) 
gleich  ist  dem  Koeffizienten  von  • ^ i in  der  nach  fallenden  Po- 
tenzen von  a vorgenommenen  Entwicklung  von  > oder  gleich 

1 °r 

dem  Koeffizienten  von  — in  der  ähnlichen  Entwicklung  von-p^y- 

Bezeichnet  man  nun  allgemein  durch  K ty(x)  den  Koeffizienten  von 
— in  der  nach  fallenden  Potenzen  von  x vorgenommenen  Entwick- 
lung von  V(x),  so  ist  also 


X 1|  (‘^f ) li  (■*-) 

F\x,)  ~ F‘(x) ' 

Da  aber 

M-r)  *■(*) 1(«0_ 

t'(x)  (x  — a)  F(x)  (x  — a)  F(x)  ’ 

und 


K 


*(«) 

(x  — a)  F(x) 


=0, 


da  der  Nenner  mindestens  vom  zweiten  Grade  in  Bezug  auf  z 
ist  , 80  hat  man  > 


y ^1  C^V)  __ 

F‘(xe)  ~ ' (x-a)F(x) 


Digitized  by  Google 


71 


r __  _ * («)  , K *(x); 

(x.—a)V<p(Xe)  P(ct)  r 11  (x  — a)F(x) 

__  2[fl(B)3.el(n)-fl1(a)d.e(o)]/,(«) 

_ (Ö(“))*<Pi(“)  — (0|(«))'V*(“) 

.1/  W^(«)  -fttaQd.flfrjMx) 

+ [(6ifi))V(*)  - («i(*))'ÄWJ  (x-o) 

_ __  f\a)  g 0(a)  V y,Ja)  -f  0t  ( g)V"y»( «) 

^9(0)  8 00*)^ — 0i  (“)  V” <J>2  (er) 

. |f  /tx)  ff|  0(x)V y,(x)  -f  01(x)Vrft|(x) 

(x  — <*)V  <p(x)  8 0fx)V" ?>i(x5  — 0j  (*)V W*)* 

wie  man  leicht  abersieht  Setzt  man  nun : 

/*  flx)8x 
/ (x  — a)\f <p{x) 

so  erhält  man  hieraus: 


tlf'(Xl)  +£2^(Xi)  + tM*3)  + + ‘M*r) 

_ _ f\x)  lo  /0(tt)V (Pi  («)  + 01  (g)V 

V"?>(n)  8 V0(o)V" <p\  (a)  — 0,  (o)V^ <p,(o)/ 

, K . Ax)  . /0(x)  VyT(x)  + 0i  (x)  V Ps(x)\ 

(x — n)  V <p(x)  \0(x)  V^gPi(x)  — 0j  (x)V^ qh.(xy 

+ C,  (I). 

Die  Grössen  ie  bestimmen  sieb  aus  (8). 

Dieses  Theorem  lehrt  also  die  (algebraische)  Summe  einer 
Reihe  transzendenter  Funktionen  durch  einen  logunthmischen  und 
algebraischen  Ausdruck  finden. 

Ulan  wird  bei  der  vorstehenden  Differenziation  und  Integration 
kaum  einen  Anstand  haben.  Zum  Ueberfluss  könnte  man  die 
(Grund-)  Gleichung  (5)  auch  so  ausdrücken,  dass  man  in  La- 
grange’s  Weise  die  Grössen  x»,  a0,  sfiromtlieh  als  Funk- 

tionen derselben  Grösse  > betrachtete,  wodurch  dann  die  obige 
Gleichung  hiesse: 
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r S* 

(x,  — a)V"  f>{Xe) 


f(a)  i- . /ft(c)V ?t(g)  -f  ft,  (c)V 
yf <f(a)  *\0(a)yfT^ia)  — 6i  (a)\  <Ht(ay 

/(*) 9. . (fj{x)\f^{x)  + a,  (j)V'^T4\ 

+ (x— a)V~ 9(x)  & °SVö(;r)  Vqr.fx)  — 0,  (x ) V <F*U>/ 


woraus  sich  (I)  unmittelbar  ergäbe. 

Ein  Anstand  künnte  darin  gefunden  werden , ob 

f K^(x)cr  = K J'i£i,(x)B,= 

wie  vorausgesetzt  wurde. 

Allein  sei 


so  ist  A , — K.tp(x)  und 


...  6.AX  S.A^ 
iMx)  = — + —f  + 


also 

K =*  AX  . 

J K - ^ rtfx) dx  = A,  = K.tf/lx) . 


§.  2. 

Es  ist  oben  stillschweigend  vorausgesetzt  worden,  dass  xx, 

■ra x,  verschieden  seien , da  sonst  F'(x,)  für  einige  dieser 

Grössen  Null  wäre.  Nimmt  man  aber  zuerst  an,  diese  Wertbe 
seien,  statt  gleich,  um  unendlich  wenig  verschieden,  so  wird  die 
Formel  (I)  immer  noch  gelten,  und  da  rx , .r, auf  ihrer  zwei- 
ten Seite  nicht  Vorkommen,  auch  noch,  wenn  diese  Unterschiede 
Null  werden.  Ist  aber  x,  = .r,  j , , an  folgt  aus  (8).  dass  auch 
sein  muss.  Ist  also: 


Digitized  by  Google 


73 


W*))*Vl(*)— (0|(*))VsU)  ^A(x—x, )'*i(x-x2)m*  ....  (x-ir)"r, 

en  ist 


'»ihV(*i)  + m9  f»^(x9)  + + <»Hi,ip(j-r) 

_ /t«)_ , /ewv^^T»)  + 0|(«)V^w,\ 

V <p(a)  '■,\Ö(«)V  VA«)  - Ö,  (o)  V «jo* ( «)/ 

+ K . £(•?>.  m*)V gg  > 

(x-o)  v" 9K.C)  ' V 0(x) V cpi(x)  — ftl  (,r)V <p,(.zK 


+ C.  (II) 


}.  3. 


Setzt  man  in  (,11): 

f(x)  — (x—a)k(x), 

wo  also  Mx)  ebenfalls  eine  ganze  Funktion  von  x ist , und  folglich 

‘l(x)dx 


so  ist,  weil  f[a)  — 0: 


»»l*l^*i)  + + + m,try(xr)  1 

k *(*>  | (0(x)*r^(x)  + (*t  (j)V~y2(j:)\ 
■ \r<p  (x)  ’K  Ve(x)V yrfx)  - B,  (x)V  ^Ü)J 


+ C\  (III) 


worin  den  Grössen  m und  e die  obigen  Bedeutungen  zukommen. 


S-  4. 

Wird  f{x)  so  gewählt,  dass  der  Grad  von  {fix))1  niedriger 
ist  als  der  von 

<p(x)  — <pl(x).ffi(x), 

so  hat  die  Grösse 

/(*)  )o  /B(x)\r^ ( x ) + B,  (x)\r<r>t(x)  \ 

(x—a)\  <p(x)  <Pi(x)  — f>i(x)X~q,2  (x)J 

wenn  eie  entwickelt  wird,  die  Potenz  - nicht.  Denn 
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ß(x)  ^(x)  + e,  (.t>V  <ft(x) 

ist  von  demselben  Grade,  wie 

6 (x) V ?,(x)  — 0,  (x)V  ?,(x) , 

folglich  enthält 

, /6(x)\r9l(x)  + Oi(x)>T «pi(x)\ 

S \6(x)\f  <f,(x)  - 6,  (*)V ^(ij/ 

bei  der  Entwicklung  nach  fallenden  Potenzen  keine  positive  Po 
tenz  von  x,  also  enthält 

i L yowVgF)  + 0,(x)Vj^)\ 

x-o  °^ö(x)V n(x)  - 0,  (x)V9.(iV 

höchstens  die  Potenz  ^ • Da  aber  f(x)  von  niedrigerem  Grade 
ist,  als  V" <r(x) , so  enthält  also 

n*) , /0(x)V^g  + g,  (x>v^x)\ 

(x—  a)V <f(x)  8 \0(x)V (x)  — 0,  (x)  VffTCx)/ 

die  Potenz  — nicht, 

x 

In  diesem  Falle  hat  man , wenn 

/ * P f(x)dx 

^{X)~J  (x-a^cpji) 

w,  e,y(x,)  +mttty(xt)  + + mrerip(xr) 

= - -JM=  iog  ('g.w.jM  +3  (“)v^7w\  + c (1V) 

V v(a)  V0(o)V  9j(o)  — 0,  (a)V^ ?*(<r)/ 


j.  5. 

Setzt  man  nun  in  Verbindung  von  J.  3,  und  §.  4.  voraus,  dass 
f\x)=(x—a)k(x) 

und  der  Grad  von  x*(i(x))*  niederer  als  der  von  <r(x),  so  ist, 
wenn 
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A(a:)  dx  _ 

V ?(x) 


»'i£j’I'(*i)  + «*‘2V(**)  + + mrfrt(*r)  = C. 


(V) 


5-  6. 


Differenzirt  man  die  Formel  (IV)  (n  — l)mal  nach  einander  in 
Bezug  auf  a,  setzt  also 


f[x)dx 


(x— et)“V  <f{x) 
(/(ur))*  von  niederm  Grade  als  y(x) , so  ist 


"Mll'fo)  + + + Wlr£r^(ir) 

!_  8”~1  1 /~(«)  , /« («oVyiw  + fli(«) V t» (c)~i 

I\n)  ea—iLV- 9 («)  Vö(a)V^)  - 0,  (o)  V 99(0)  J 

+ c,  (VI) 

da  die  Constante  im  Allgemeinen  von  dem  Werthe  von  a alihän- 
gen  kann. 


§■  7. 

Ist  endlich 

. . PXbx 

*m=Jv7w- 

und  ist  X eine  beliebige  rationale  Funktion  von  x,  so  wird  man 
setzen  können : 


+ (3T^ 


/tW  , , _ M *0 

( X Oj)"*  (j; «,)" 


worin  /J,(:r),  /J (x) f,(x)  ganze  Funktionen  von  x sind. 

Genügen  nun  ft(x),  ft(x), f.(x)  der  Bedingung,  welcher 

f(x)  in  5.  6.  genügen  muss , so  folgt  aus  §.  3.  und  §.  6. : 
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m,  *,  tp(ar, ) + + ■...+  n«r*rip(*r) 

= K rss  ^■(^Tl0|!“<-))-  - 


„ (f)  _ f)(j)V  <Pi(^)  + ?»(■*) 

ß(x)V~ <pt  (x)  — 0,(x)V <p*  (x) 


§.  8. 


Man  setze  in  §.  3. 

(|PI(X)  = X,  <pj(x)  = 1 + c,x  + c*x*  + + a#»x*B, 

0(x)  = ao+«,x  + x,x*  + + n»x",  fl,cx)=c;  ( 

so  ist 

#T(x)  = x(e(x))a— C*(qp*(x))  =(X — X,)(X— Xj) (x— x,.+  I)  ^ 

=xs»+>  + /?,x*H- + /Wi 

eine  ganze  Funktion  vom  Grade  ‘2»+l.  Ist  nun  noch  i(x)=z*| 
so  wird,  so  lange  2m+‘2<2»+l,  2m<2n— 1,  also  m 
Satz  §.  5-  gelten,  also , für 

/’  xm8x 

V x(l-fttlX  + «4X*+...+  OnX*") 

fi^(xi)+f*i/'(x4)+ +*,M,iKx„+l)=  c.  (ViH) 

worin  allgemein  t,  durch  die  Gleichung 

x«0(x.)  = t*C  V X,gp*(  .) 

bestimmt  wird. 

Ist  aber  wi^n,  so  tritt  §.  3.  in  sein  Recht.  Sei  m = »+r*^ 

1 /fl(x)Vx  + cV  «jP,(x)\ A0  Ay 

ViftW  °S  Vfl(x)Vx  — cV<p*(x)/  *"+*  tM* 
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;t  klar,  dass  I 

, ...  ' | \._ 

htyfai ) + Htyfct)  + I f2»fi'W-'4»>i)=  C+Jr. 

t man 

cVVg(äÖ_ 

V /’(*)  y’ 

t.  da 

V .r.  e{x)~\f  F(x)  4 c2<p2(x) , 


1 w.  (OM* * + C V <y.2(-r)\ 

V x <p2(x)  \0(.t)  V'x  — c\f<pa(x)/ 

1 I f\rF(- *)  + cVt(j)  + c ( j)\ 

V" X<p*(x)  \ V F(x)  +ca9Pa(-c)  — c V cp2  ( .T )/ 


(IX) 


Ine + c y *PÄ*)\ 

\ö(x)  V x — cV  <pa(xy 
= io ^ 

wi+i»— v/  J v^i+v* 


—ty-ty*  l 


3.5 

TÄ^y  + 


r 

_f*o_  , Ji_  , _ jg  _ 1 c3P»(*) 

x.\i  + 3 VxVT’^y» 

, _3 c\'Pi(x))'t 

+ 4.5  V.iVFfiö*' 

os  leicht  folgt,  dass 


(12)  folgt 


A !0=2c. 


C —Vxlx2...x2*l,  . 


nach  erhält  man  aus  (IX): 


Digitized  by  Google 


78 


wenn 


+ *»'K**)  + + *«»+1 

= C+  2 V xvx%  ...xaii+, , (Xi 


x*dx 


{.  9. 


Man  setze  in  §■  7. 


A= 


1 

9 ° 


1-- 


— n + ar  ' a+x 


so  ist  dort: 


fo(x)=0. 


/!(•*)— - 


n,  — n* — I , 


Ferner  sei 


at  = a,  et*  — — a. 


<p,(x)  = l,  9,(x)  = (I— x*)(l— c*x»),  I. 

und  endlich  seien  0(.r)  und  ö,(x)  so  beschaffen,  dass  die  n 
lauter  gerade,  die  andere  lauter  ungerade  Potenzen  von  * a 
halte.  Alsdann  wird  man  setzen  können: 

F(x)  = (Ö(or))*— (Öa  (x))*<p,(x)  = /»(*»-*,  *)(;r*^r,*) ...  (**-xA 

und  also,  wenn 


Digitized  by  Google 


79 


Sl 


o 

n 
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1? 


H 


, der  Annahme  nach. 


»i  (— a) = — 0,  (o) , 6 (a)  = fl(  — a) ; 
e zweite  Seite: 


« /fl(a)  + fl,(a)VW°A 
VTT(«”>  8 Ve(a)  -6k(«)V^(5^  + C'  ('4) 


'.eichen  fe  und  c'«  bestimmen  sich  aus: 
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d(Xt)  —tSl  (,x$)Sf  <Pt(Xt)  • 


ft(—x,)  — f',0,  (— x«)V  <JP *(x»)  ; 

also  da 

0,  (—*«)=—  6,(xt), 
ho  ist  e'r— — fr,  und  da  auch 

ty(—X,)  = —Hl(Xe)  , t'ell/(—Xe)  = 

und  folglich 

+ hV(*t)  + + frt|f(ir) 

TT7^=  log  (6~(a)  +-*»  (0)V^B)  + C,  (H) 
•2V  ijPta)  \Ö(o)  — Ö,  (o)V^ <p*(a)s 


wo  te  durch  die  erste  Gleichung  (15)  bestimmt  ist. 

l)ie  hier  betrachteten  Funktionen  r// (x)  sind  sogenannte 
tische  Funktionen  der  dritten  Art. 


§.  10. 

Setzt  man  im  vorigen  Paragraphen  a = oo  und  also 

*(■*) —fzrTY ’ 

J V <p(x) 

so  ist : 

f|V'(-*'i)  + f*»K**)  + + lf^’(Xr)  — C.  0 

Die  hier  betrachteten  Funktionen  sind  elliptische  Funktion» 
ersten  Art. 


s.  j|V 

Bezeichnet  man  durch  K„f(a)  den  Koeflizienten  voo  » 
der  Entwicklung  von  /(a)  nach  lallenden  Potenzen  von  a . ui 
man,  wenn  man  beide  Seiten  der  Gleichung  (XI)  nach  fdh 
Potenzen  von  a entwickelt  und  setzt 

’M»  = / 7P==^r  • <p(x)  = (l— **)(!—  C*z*): 

J \ <p(x) 
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hV(*l)  + 1 + IrV(Xr) 


' *#  L2V  ^faT  S V 6 (o)-ß,  (,)V^i).  I + C‘  (XII,) 


»ie  hier  vorkommenden  Funktionen  sind  elliptische  Fuuktio 
er  zweiten  Art.  (Archiv.  Theil  XIII.  S.  J2.). 


5-  «■ 


lan  setze  in  §.  4. 


/tx)=l , <Pi(x)  = — (x—mt)(x— r/i-j) (x  — »//*«), 

■Pi  (*)=(*-  m*H  i ) (x— m2,.f  2) , 
fti(x)  = l , 0(x)  = C(x— /!,)  (x—Ax) .... (x— ; 


t man  zur  Bestimmung  von  xlt  xa,.... x9n  die  Gleichung: 

C*(x — At)*(x — AQ)a.... (x—An-i )a (x — mln  i ,)  (x— f *) 

+ (x—ml)(x—mi)  ....  (x— m2„)  — 0,  (16) 


Wurzeln  jene  Grössen  sind.  Ist  also 


, „ P Bx 

i|>(x)  = / . ~ . 

J (x — o)V  qp(x) 


<p(x)  = <Pi(x)i)ps(x): 


it  man : 


M’(-ri)  Ffa^(xsi)  + +f2*ip(x2„) 

1 | /ft  («)  V^<Pi  («)  + «Pa  («A  , ( , 

X <p(a)  ° \6(k)  V Viicij  — X cp.iia)/ 

t,  durch  die  Gleichung 


(17) 


0 (Xe)  xr<p,  (x.)  = ««V  tpt(Xe) 

nmt  wird, 
letzt  man 


<P?(x)  = — l(x) , 

I der  zweite  Theil  der  Gleichung  (17): 

\V1.  6 
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1 (Pi'^4 

Vr  — IV  9>j  (c t)Vtc)  '■ff(o)^T tr,  C) — V — 1%  U*y 


V 7,  (o  ifoj 


V y-j  !e<  iu'ej 


als'»  ist 


»««d*!  ) + %«**)  + - — + *5.  * (x^) 

~ Li — ■ - - - arc  ftg  = -77=. — ~ >.  (A>'  ) 


V — ,<«) 


V — <rfo) 


•fix)  = — (x—  »,Ux— Ä,I. 


während  f j , t{ , auf  die  io  el»«D  ugfrcbeae  Ktise  io  be- 

stimmen sind. 


(.  13. 


Im  Vorstehenden  worden  x, , xs,....Xr  ({.  1.  ff.)  als  Funktio- 
nen der  Grössen  aa,  a,,..n„:  rv,  «,,..ca  angesehen.  Nun  kann 
man  umgekehrt  einige  der  Grössen  x, , Xj,...  ab  gegebene  Ver- 
änderliche ansehen  and  aus  ihnen  die  Grössen  a„.  o,,..;  r0.  ej- 
7,u  bestimmen  suchen.  Man  sieht  leicht . dass  es  der  Allgemein- 
heit keinen  Abbruch  thut,  wenn  man  eine  dieser  letztem  gleich 
I setzt,  so  dass  noch  m -f  n -f-  1 solcher  Grössen  übrig  bleiben. 
»Sei  m+»  fl=r',  und  nehmen  wir  r (}.  1.  (2))  gleich  oder  grösser 
als  r',  so  kann  man  säniratliebe  r1  Grössen  Oq, ...  o.:  c0,- c„,  tob 
denen  eine  gleich  1 ist,  bestimmen  durch  die  r'  Gleichungen: 

jVqp,  (x1)=*,e,(x1)V  9* (Xj), 
ft(x,)V  qp,  (x1)=f,ö1  (x,)  Vgo»  (*e  ) i 


6(Xr  )V" ^,<Xr')^=  fr  e,(Xr-)  <P,(Xr); 

in  denen  die  Grössen  e, , r j • er-  beliebig  gleich  i I gesetit 

werden  können.  Man  setze  z.  B. 

*1  =t*=  b =-f  1,  tr,+i  = fr,+j  = .«=b'=  — 1; 

so  hat  man  zur  Bestimmung  von  u 0,  n,,....c0, 
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6(x%)\f  ^(Xs)  = «i(a:*)Vrvi(^),  j 

•<*OV*(£j  = «,(*,,  )V?i(,£^),  [ (18.) 

<Pl(^r,  n)=  - »,(*,  + ,)V<p2(a>.+1),  i 
ti(xr)>T (Pt(xr')  =6,  (Xr')Sf  <p2(.Tr'  ) ■ 


Diese  Gleichungen  geben  nun  die  Werthe  von  a0',al,...,  c0,  c,.... 

vollständig  als  Funktionen  von  xt,  ar2,...xr(r^V),  und  der  in 

vOx)  und  <p,(x)  enthaltenen  Koeffizienten.  Setzt  man  diese 
Vverthe  von  a0,...,  c0,...  in  die  Gleichung  (2),  so  wird  ihre  erste 
Seite  durch  (a: — xx)(x — .r2) ...  (x — xr)  theilhar,  und  man  findet: 


(6>(-x))V,  (a:)  - (fl,  (x))*<p2(x) 
(jc— x,  )(x-xj....(x— xr ) 


= A(X—Xr'+1)  (X-Xr-  +»)...  (X—Xr)  = R 


Setzt  man  nun : 


xr+i  =jfi , xr-  +t=yt,.„.xr—y, ; 

so  sind  yx,  y2,....y,  die  Wurzeln  der  Gleichung 

K= 0,  (19) 

welche  vom  Grade  t — r — r'  ist.  Es  wird  somit  immer  möglich 
sein»  diese  Grössen  zu  bestimmen.  Die  nachfolgenden  Grössen 
(±1)  *i*  **»•••*•  ergeben  sich  aus  den  Gleichungen: 


H(yi)V  <ri (yi)  =«,  0,  (y,)V p2(y,),  , 

%/»i(ji)  = fa«i  (yi)V<p2(H) , I 

(20) 

0(y.)V  9i(y«)  =£.e1(y.)Vr%(yij  J 


und  man  findet  (§.  7.),  wenn  man  setzt: 


y(x) 


_ rxdx 

J V»(aö’ 


Xi  f(x)  was  in  §.  7.  und  denselben  Bedingungen  genügend: 

+ Mxt)  + ...  + *(Xrr)-lKXr,+l)— Hr.+i) ..  — T|>  (Xr-) 

+ *i^(yi ) + hS'iy*}  f ...  f f.v(y.) - P+C,  (XV) 

wo  V sich  aus  §.  7.  ergiebt. 


6* 
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Att'jl  ' h kann  man  io  die  übrigen  Formeln  sebstitaireo 

Sei  oj  der  Grad  voa  p,  der  to«  f*(x),  * = Pi  + Pi  der 

vo«  f/jr;,  §o  ist  der  Grad  der  rnkfin  f\x)  ({.  1)  entweder 
2*+?i  oder  2m+pj;  er  sei  z.  B.  =2*+^.  »Iso 

r — 2*  + * 


und  folglich 


mithin  auch 


also  , da 


auch 


'■>2»»  + p,f 

2r  ^ 2m  + p,  + 2«  + P, , 

r^™  + »+  > ra  t 

*=r  — r'  = r — (m+n+1). 


— • n 

— (m+»+l) 


Der  kleinste  Werth,  den  also  i haben  kann,  ist  ,y — 1,  wenn  t 

gerade,  und  ^ t>  ^ , wenn  p ungerade  ist.  Man  sieht,  dass  dieser 
Werth  von  m + n gar  nicht  abhängt. 


§.  14. 


Wir  wollen  ferner  annehmen,  man  mache  die  VoraussetzoD? 
des  §.9.,  und  nehmen  wir  an,  in  6(x) , 6t(x)  seien  gerade  r Koef- 
fizienten, also,  da  einer  =1  zu  setzen  ist,  ihrer  r — 1 zu  bestta 
men.  Beiläufig  bemerken  wir  auch,  dass  in  §.  9.  Alles  dasselbe 
bleiben  wtirdc,  wenn  man  annfihme,  in  6(x)  seien  nur  allgerade 
und  in  Ö, (x)  nur  gerade  Potenzen  von  x. 

Sei  nun  r gerade,  =2n. 
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Alan  setze: 


6(X)  =ö04-U1Xa  + ....  -f  On-iX*”-*  + X®*  , 


öi(*)=  (6o+6jX*  + ....  + 6„_ax®*-4)x, 


ti  = *j=...  =f»*-i  = — 1,  so  werden  o0>—  b0...  bestimmt  durch: 


«ta)+*(*k>V^(S)=0. 

8(.t*)+  0,  (xa)V  9>a(x*)  = 0 , 


(21)  ,>(x)  = (l-x*)(l-c*x®), 


i)+^i  (■**»— i)  — ® 


wenn  die  '2n— l = r — 1 Grössen  xt , Xt,...xsa-i  ,als  gegeben  an- 
gesehen werden.  Ist  diese  Bestimmung  geschehen , so  hat  man 
in  §.7: 

(22) 

(0(x))*— <öi(x))V(x)  = (x*— x,®)(x*-xa*)  ...(x*-x*„_,)(x*— y*), 
woraus  leicht  folgt: 


,= Sä 

9 x,xa....xs,_1 

Sei  zweitens  r ungerade,  =2» -fl. 
Alsdann  setze  man: 


(23) 


0(x)  = (n0+«ix*  + ....  + a„x*“)x, 

0,(X)=6O+ 6,X*  + ....  + bn-iX*”~*i 
bestimme  ferner  o0>—  durch  die  Gleichungen: 


6(x,)  + &i(x,)V  »(Xi)=0,  \ 

! (24) 

0{xa«)  -f  0| V 9 j(xan)  =0;  J 


so  erhält  man 


.v  — 


(25) 


Setzt  man  nun  die  Werthe  von  x, , xa xr-j , y in  die  Formeln 

(XI  ),  (XII  ),  (XIII  ),  so  erhält  man  Theoreme  über  die  ellipti- 
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sehen  Funktionen.  Dabei  ist  zu  bemerken,  dass  t , — = 

— tr-i  = — 1 genommen  wurde,  xr=y,  und  tr  aus  der  Gleichung 

0(y)  = tröi  (y)  V 9 o'y)  (26) 

bestimmt  wird. 


§.  15 


Setzt  man,  um  eiojBeispiel  zu  wählen,  im  vorigen  Paragra- 
phen r=3,  so  ist 

6{x)  = (a0+x*)x,  d,  (x)  = b„ , <p(x)  = (1— x1)  (1—  e*x*) ; 

also  werden  a„  und  60  durch  die  Gleichungen 
(«o+*i*)x,  + 60V  qp(x1)=0, 

(ou  + x**)x,  + bo\Tv(ä£)=0 
bestimmt,  woraus  folgt: 

„ _ .*«*' ^ T-(^i)  - Ji  3VV(j2)  h x^x,»— XiXt* 

x1V<p(xt)—x%\r(<pxl)’  0 xt  rp(xz)  — xa  \ry  (x, ) ’ 

*o__  x,a—xa* 

*1**  x,  V <p(xt)  — x*V <p  (x^7 

_ ^1  v y(J=t)-fxaVr <p(xt)  _ _ . 

1-C*X,*X,*  . *1  -t.—  1 . 

Zur  Bestimmung  von  ts  hat  man: 


(“o  +y*)y  = *3^0 V" 9>Cv) . (o0  +y*)  = tjXjX,  V" y(y)~ 

Denken  wir  uns  x, , x2  unendlich  klein,  so  wird 

V <p  (x,)  = V ?(x*)  = 1 , 

also  (24)  sind  xt,  xt  die  Wurzeln  der  Gleichung 


fl(x)+ö,(x)=0, 

d.  h.  von 


(oo+x*)x  + 60=0. 

Diese  Gleichung  bat  noch  eine  dritte  Wurzel  i,  und  cs  ist  offenbar 
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also  ist 


also 


urlTt=~/ju,  i=— y; 

“(oo+y*)y + *o  = °. 
(«o  + yl)y=*i>; 


i=fsV"  <f(y)> 

uud  für  xx,  xa  unendlich  klein  , auch  V g>(y)  = l,  ist  ft  = 1. 
Bezeichnet  man  nun,  zur  Unterscheidung: 


/8x 

VW) 


durch  Fi(x), 


VW) 

/TS?)  d“‘h 

f Q~*  — durch  Fx(x) ; 


<p(x)  = (1  —x2)  (1 — c2x2) 

c*<l,  xx  und  xa  nicht 
über  1 und  unter  — 1: 


5i)V  W) 


so  findet  man  nach  (XII.) , (XIII.)  uud  (XI.): 

(26) 

f’i (-Ti)  + F, (a 2)  — Ft(y)  t C , 

«•>+*- = 


+ C, 


2 V q>(a)  V(o0+aa)a— 60  V <p{a)j 
("ol“'M  b0V V ( o)> 


,,  ,,  a , /(«o+“*)«+6oV<p  (o^  . ^ 


worin : 

_ j,  V'^äg  -f 1)  . 

y ~ t — c2x,*x4* 

Nun  Ist  aber: 

1 /(q0+o*)a  f 60V  <p(«)^  _ *o  V W)  , i A,V  <p(ä)V 

5loß\(o0+a*)a  — 60V  (a)/  K+«a)a  3 \(#0+ «W  + " 

a /(«o- fo*)«-f  60  V y (u)\  _ 60  , !_  608y(a)  , 

2V^)  08Moo+«*)“-fto^v(")/  <*0+f,a  3 ol(a»+fli)* 
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1 


Demnach  ist  der  Koeffizient  von  ^ gleich  (i0,  und  folglich  > 
die  obigen  Gleichungen  definitiv  zu : 

F1(*,)  + FI(^)  = F,(y)+C, 

F*(Xi)  + Fa(.ra)  = Fa(y)  — b0-\-C, 


Fs 


(^)+r,(.r,)  = f.« -575?, 


worin 


y = 


*0 


ar,  a-2 


«oi  &o  bestimmt  durch  die  Formeln  des  §.  15.  Die  Formeln  (Xm 
enthalten  die  Additionstheoreme  für  zwei  elliptische  Funkti«(| 
der  verschiedenen  Arten. 


Da  für  ar,=a-ar=0  auch  «o  = 60  = 0 und  y=0,  so  si*i 
Konstanten  in  diesen  Formeln  Null,  wenn  man  0 als  untere  Gih{| 
der  Integration  nimmt.  Setzt  man  £ = sin<p,  so  ist 


™=/V bSd-  ™=/Vp§ 


simp*8<F 


V 1 — czsing>: 
F3(ar)  = 


c*s'my5 


JP* §9 

1 (.-*■¥)  vrr^cp- 


Darnach  stellen  sich  diese  Gleichungen  auch  so  dar: 

(27) 

/»■  B<p  ^ Pv>  dep  _ c<p 

Vf  — c*sin<p*  J VI  — c®sinro*  J V 1 — c*sii 
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worin  %>  bestimmt  ist  darob : 


(30) 

sinyi  cosgg,  V I — c*sinqP2*  ^-sinqc^cosy,  V 1— c*sm9>1* 

***’’  1 — 0*8*019, *siD<p,* 

Die  Gleichung  (30)  ist  nichts  Anderes  als  die  Gleichung  (t)  io 
Archiv  Theil  XI.  S.  395.  ff.  §.  4. 

Die  Integrale  in  ('28)  gehören  zu  den  in  Archiv  Theil  X1U. 

S.  12.  ff.  betrachteten  und  zwar  zu  der  dortigen 

die  in  (29)  zu  den  dort  S.  19.  ff.  betrachteten. 

Bezeichnen  wir  den  Werth  von 


Gattung J su*pcr; 


P*  Sx 

J V (T-x*)(l— c***) 


(31) 


durch  c,  so  ist  (Archiv  Theil  XI.  S.  395.  ff.  $.  2.)  x=sne,  wenn 
c der  Hlodulus  ist,  während  die  obige  Grösse  9 nichts  anderes 
als  die  Amplitnde  von  e ist.  Bezeichnen  wir  durch  c, , r, , tc  das, 
was  aus  (31)  wird,  wenn  man  x, , .rt,  y an  die  Stelle  von  x setzt, 
so  giebt  die  Gleichung  (27)  oder  die  erste  (XVI.) : 

Bi  + f±=u>, 

während  sio^=snie,  sin?,— suc,,  sihij,  — sur2;  also  nach  (30): 


8n(Bi+Bz)  = 


snr,cnr|dnrj  + si)rjcnr,dnr, 
1 — 0*611*1:,  sn*r  2 


(32) 


was  absolut  die  Gleichung  (1)  des  6.  5.  a.  a O.  ist.  Von  dieser 
ausgehend,  ist  die  ganze  dortige  Theorie  leicht  zu  entwickeln. 

Da  aber  für  x, , x*  keine  besonderen  Bezeichnungen  festge- 
ges teilt  wurden,  so  gilt  die  Formel  (32)  für  alle  möglichen 
Wertbe  von  x,  und  x«,  so  wie  von  c,  was  die  Herleitung  der 
Formeln  der  §.6.  und  $.  11.  sehr  erleichtert. 

Die  Grösse 


J 


V sinVcV 
V"  1 — o*sin*f 


wurde  in 

zeichnet , 
fand  sich 


Archiv  Theil  XIII.  S.  t.  ff.  §.  18. 

worin  f den  obigen  Werth  hat. 
dort 


k/' 


durch  / sn*p3e  be- 
Diese  letztere  Grösse 
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~i  (p —E(v)), 


also  giebt  ('28)  oder  die  zweite  Gleichung  (XVI.): 

£<*>  + *«  = £(»,+«*)+  gjft). 

sncj  cnra(lnt?2  — snp5ßcm?ldnc, 

= E(v,  + va)  + c*snc,  sne2sn(t'1  +t2) , 

was  eben  die  Gleichung  (I)  in  §.  19.  a.  a.  O.  ist. 

Auch  hier  ist  keine  Beschränkung  für  die  Werthe  vorhanden. 


Eben  so  gehört  endlich  Jj(.r)  (XVI.)  zu  den  mit  J in  §.  23. 
a.  a.  O.  bezeichneten  Funktionen  der  dritten  Art,  und  zwar 
ist  sie: 


Ist  also 

a c*  sn9Ä  ’ 

so  ist  sie  gleich 

e + c*sn*6y(p,6) 

nach  (4)  des  angeführten  6.  23.  Die  Gleichung  (29)  drückt  dann 
ebenfalls  eine  Summirungs  Formel  dieser  Grössen  aus,  deren  Ent- 
wicklung nicht  schwer  ist.  Dass  hieraus  die  Theorie  der  drei 
Arten  elliptischer  Funktionen  fliesst,  ist  klar.  Das  Gesagte  mag 
aber  für  den  Augenblick  genügen. 

Es  bleibt  uns  zum  Schlüsse  noch  die  in  {.  1.  versprochene 
Entwicklung  der  vor  (11)  stehenden  Gleichung  übrig. 

Der  schönste  Beweis  ist  wohl  der,  den  Liouville  in  seinem 
Journal  de  M athematiques  pures  et  appliquees, 
tome  XI.  pag.  462.  gegeben,  der  auf  das  Folgende  heraus- 
kommt. Man  habe  die  Funktionen  ip(r)  und  tp(x),  so  beschaffen, 
dass 

y(x)=xm  + a0xm~l  + .... 

<p(*)=6,)X"— * + bxxm~*  + . .. 
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worin  ip  bestimmt  ist  durch: 

(30) 

. sing),  cosg),  V 1 — c*sin» 

•'"»  = [3 71 


i 


Die  Gleichung  (30)  ist  nie*  i 
Archiv  Theil  XI.  S.  395. 


I 


3 


Die  Integrale  in 
S.  12.  ff.  betrachteten 

die  in  (29)  zu  de*' 
Bezeichner  | 

/ 


m 


durch 
c der 
als 

XV  P 
p 


*0 

KpX 


, <p(x)z=0. 


dß 


„n  in  (34): 


+ ßtp'(x) 

<p(*) 


— + f>0. 


(35) 


~y(*)  + ß9’(*) 

Da  ß ganz  willkiihrtich  ist,  so  setzen  wir  es  =0,  so  ist: 

(36) 


9(x)_ 

-%'(*)  ~ 00  • 


oder  wenn  g>(x)  = l,  also  6o=:0: 


1 


(37) 


Sei  nun 


if/(x)  — (x  — a)F(x) , 

und  habe  F(x)  die  Wurzeln  xx , zt,...xri  so  ist 
1 = F(x)  + (x—  a)F'(.r) , 


und  die  Gleichung  (37)  heisst  eigentlich: 
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-»)!”(*.)  +(xa-o)P(J-1)  + - 


i _ 

+ (jTr  — o)P(xö=0, 

ifr(.r)  = 0 sind.  Diess  ist  aber 


’Xr)  F(a)  ’ 

Vurzcln  von  F(x)= 0 


-o)P(ar)  F(  a ) ' 
-.e  zu  beweisende  Gleichung  ist. 
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dass  also,  wenn  b0 , 6, , ...  nicht  Null  sind,  q>(x)  vom  Grades»— 1 
ist , wenn  tl>(x)  vom  Grade  m.  Sei  nun  ß irgend  eine  Gross»,  so 
bestimmt,  dass 

V(x)  + ß<p(x)  = 0 , (33) 

und  bezeichne  £(x)  die  Summe  der  Wurzeln  dieser  Gleichung, 
so  ist 


£(x)  = — ao  — b0ß. 


also,  da  diese  Wurzeln  von  ß abhäogen: 

*sf=-v  <“> 

Differenzirt  mau  aber  (33)  in  Bezug  auf  ß,  so  ist 


W(x)  + ß<p'(x)]  §ß+<P(* 0 = 0, 

dx <px 

dß  i|/(x)  + ßp'(x)  ’ 

Demnach  in  (34): 

■%'(*)  + ß<p'(x)  - + 00- 


(35) 


Da  ß ganz  willkührlich  ist,  so  setzen  wir  es  =0,  so  ist: 


VW 


= V 


(36) 


oder  wenn  <p(x)  = 1 , also  60 — 0: 


(37) 


Sei  nun 

tK-r)  =(x  — a)F(x) , 


und  habe  F(x)  die  Wurzeln  x, , x*,....Xr,  so  ist 
t p'(x)  = F(x)  + (x—  a)F'(x) , 


und  die  Gleichung  (37)  heisst  eigentlich: 
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^♦5i=iw*S=W 

1 


+ , 


,0=0, 


(Xr  — a)  F\xr)  ' 

,7-r  die  Wurzeln  von  ifj(x)  = 0 sind.  Diess  ist  aber 

1_ 1 

(xl  — a)  F'(xt ) ^ (x4  - a)  F(xJ  *" 

. L = i_, 

' + (Xr—a)F‘(xr)  F{  a) 

.venn  das  Zeichen  £ sich  bloss  auf  die  Wurzeln  von  F(x)=0 
ht: 


£ 


l 


l 


(x  — a)F(x)  F(a)’ 
eben  die  zu  beweisende  Gleichung  ist 


(38) 
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VIEL 

De  Integralibus  quibusdam  defiaitis. 

Auctor  Christianus  Fr.  Lindman, 

Leetor  Stren^nenenti«. 


l. 


ln  Tom.  Vl.-praec.  pag.  187.  seqq.  Cel.  Arndt  integralia  definit» 

/H»  /hin 

/ IShupdfp,  / 7/sin*</* 

*0  O 

tractat,  ubi  n—  num.  integro.  Beneficio  theorematis 


J*  f(x)dx  = /**  f(a—x)  fix (e) 

o o 

quod  in  Tom.  IV.  praec.  pag.  119.  commemoratnm  et  in  Calc.  in- 
tegr.  Cel.  Moigno  pag.  45.  quoque  inest,  illa  integralia  panilo 
brevius  inveniri  videntur , ita  ut  sequitur. 

Ut  maxiraam  generalitatem  consequamnr,  pro  /Sin*  ponarans 

l ((Sin* ))  = /Sin*  i 2 kn  V — 1 

et  pro  l ( — Sin  *)  itidem 

/((—Sin*))  = /Sin*  ± (2A  + 1)  « V -=T*) . 

Ex  theoremate  («)  babebimus 


•)  Vide  Cauchy,  Cour«  d’Analyae  de  l'Ecole  pnlytcchnique.  pag.  S|9. 
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0 

yV((-Sin,))d*  = J/~  ± — t-1-*«  V~1  *, ; 

0 

unde  beneficio  theorematis  notissimi  inveniemus : 

f /((Sin9>))rf9=^?/((Sin?))dv4y?((Sin?))rfv=2/>i/((Sin9)) d9 

0 0 jo 

='*/g-±2*»»V^lf  1 

P K(—S\iuf))d<fr= J' ?/((—S\tup)) d<f>  + /(( - Sin?))^ 

o o » 

* i 

= 2 2/(( — Sinqp))r/qp 
0 

, =®4±(2i+l)*«^3. 

Ex  theoremate  noper  citato  sequitur , ut  sit 

f*nn  f*n  ln 

J /((Sin?))  dtp  — J l((Siu<p))d(p  + / /((Sin<p))f/<p  -f  . . .. 

0 0» 

/MI 

/((Sin<j>))d? . 

(n-l)a 

Quum  vero  secumlum  theorema  (o)  sit  (m=num  integro): 

J^l({S\n9))d9— l ((Sin(‘2m7r — tp)))d<p—^J'n f((— -Sin?))</?, 
(»*—»)»  o o 

/(2m+l)»  pn  pn 

l((Sin<p))  dtp— I /((Sin(2m+ 1,  n — <p))d<p  — j l ((Sin?))  d9\ 


Im  TT 

habebimus 


*)  Vide  Grnnert  Archiv  Tom.  IV.  p*g.  120. 
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dam  est  n = num.  par  —'2m 

PfixSm <p))d<p=m /*«**>*+. J 

0 0 o 

=»*l2/|-±2**\r=t  + {2i  +1)  » V^ii; 

dum  est  n — Dum.  imp.  = 2/n 1 

ffgSZf*  = (m  + } )^*l((Sio<f))dtp  + Simp))*? 

*0  0 0 

= * t(2/n  + 1)/  .J  + 2*<>n+l)*  V"111!  i (2i+l)**V^U 
Jam  facillirue  isveniri  potcst  J qp/((Sioy))tfy(rt=nura.  integ.)-  Ex- 


sistit  enim 


P <pl((S\nqi))dtp=:  j ^l((Siiuf  ))d(p  + j'  g;/((Sin<p))rf?  + 

o 0 * 

*/  <pl  ((Sin?))  dtp 


et,  »i  est  r = num.  integro , secundum  theorema  (a)  fit 
P f l((Siny))d<f  =2r«y7((  — Sin?))  dcp  —Sin <t))d<p (ß) 

O O 

Jt%i((&inip))d9=  (2r+l)*y^ l((S\ruf.))d<p  —J'  ?/((.Siu?))<i<p W 


I’racterea  est*) 

/ <p/((8in?))rf?=*  1^  ±kn*>f— 1, 
o 

J1  <pl((—S"'<P))d<p=^  /tj±  — I* 

<1 

Siad  invcnienda  integralia,  in  quae  integrale  quaesitum  distributoB 
est,  formulae  (3)  et  (y)  adhibentur,  addendo  et  reputando,  coiffici- 
entes  termini  harum  formularum  prioris  in  progressione  aritbme- 
tica  esse  obtinebimus : 


•)  Vide  Grunert,  Archiv.  I.  c. 
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(n  = num.  par..=  ‘2w) 

v/((Sinv))rf9=^nj2m/-:tA„(2OT-i)%rri±HH*(.27n + i)!t^z7, 

O 

0*  = num.  imp.=2m  + l) 


J <pl(( Si 


in?))«*? 


(2m +1)  J2-^/i±ÄÄ(m+l)^Z7±^+I>1 


II. 


/JÄ/  pr“ec'  pas‘  341Cel-  W'C'iger  proposuit  integrale 
/ Ff  J,'1  + X*  ‘ quotl  casuiä  tantuni  est  specialis  integralis  gene- 

O ° 

ralioria 


-r. 


x a~Idx 


l+ara+a:4+-+a:*(»-1  ’ 

quod  hoc  modo  inveniri  potest.  Termini  denominatoris  sunt  in 
progressione  geometrica,  cujus  summa  e8t  = ^i=^^  quamobrem 
eradit  x 

j—  /**(*—  x*)a*-itlx  pxx  o-irfl*  /‘xa^f  'dx 

Jo  l-x*>  ~ —J  1 -a>  TZ^Tn 

Posito  x *■  ideoque  *=y* *,  dxz=^-y*i~x  dy  f habcbimus 

--1  «±* 

7=  — /**.y*"  1 Vy 

2”  o * — ,V  2»,/  1 — i/ 

Ex  cognita  vero  formula*) 

/•**“- *<fc 

J fl..  =wCotan,  l>o>0 

sequitur,  ut  sit 


•)  Vid.  ei.  gr.  Moigno,  Calc.  iotegr.  pag.  6P 
Theil  XVI. 
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71 

2 71 


'-bC*2-c-s4F| 

, 2(*-l)>o>0. 


Sin- 

n 


an.,,  (a  + 2)» 

sin  Tr  sin g 

2«  2n 


(0 


Formula  (*)  differentianda  respectu  ipsius  o prodit 


(O  + 1)  5t  5t 

»in ' Sin  — 


f*( 

l,Lr-( 

J0  1-.T*" 

(1 .1  — 1 j 

Hie  posito  x — yn  prodit 


„.  .05*  „(o+'2)^ 

s,D*äü  s,n  “5 r 


(0+1)5*  5* 

. Sin Sin— 

2 II  II 


0.  „05*  ,(0  + 2)5* 

Sin*  ^ Sin»  — 


(*) 


Si  ponimus  a—u — 2,  inveninino 

J *«4^**-( f*»3T. 

ulii  necesse  est.  sit  n> 2,  quia  alioquin  u evadit  =<0.  CeL 
Sclilümilrh  haue  formulam  proposuit  in  Toni.  XII.  praec.  pap. 208. 
uiii  contcmlit  lieri  non  posse , quin  quantitas  ft  sit  fractio  propria 

negativa.  Quod  per  ft  designat,  idem  est  atque  — — in  forniui» 

inea.  At  vero  qiium  2’  n— !)>«>  0 esse  debeat,  ut  antea  demoii- 
Stratum  est,  nihil  prorsus  impedire  videtur,  quominus  in  formula 
(k)  ex.  gr.  o=»  ponatur,  dummodo|sit  n>2.  Haec  suppositio  dabit 


Lodern  modo,  quo  integrale  (i)  inventum  est,  cognoscere  quo- 
que  licet 


r 


JT«-1  llx 

1 — .t2  + X*  — ...  + (-] )H-lÄ.a(n-l)  • 
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Emmvero  quum  termini  dcnominatoris  sint  in  progressione  eeo 

. . i 1 — J |)n  r2n  6 

metrica,  cujus  somma  est  = — • evadit 


—hlx 

~2n 


/‘x X*-'dx 

J 1 —J 

Subatit.iendo  y pro  x**  et  formulis  cogoitis*) 

y‘txiz*-iilz n 

i+i  ~si^' ./  'irzr=jiCo‘aji-  i>«>o 

• o 

adbibendi»,  hac  pro  n = num.  par.,  illa  pro  « =num  imp.,  invenilur: 
(»=nnm.  par.) 

/^(|+'rV-1,  n f an  ( a+‘2)n\ 

/ ~T-4*  dx  = Hn(Cot  + c°‘  ST  ) 

n = num.  imp. 

f*(l+X*)X*-l  71  * | 1 l 

J-  ,+**- 


i 2(n — 1)>  o>0. 


111. 


Facillime  inveniuntur  integralia  («>0) 


f Siunydy  = (1),  j Cosvydy-^—- 


qnae  multiplicata  per  «-'“dKfcrsqiiant.  posit.),  integratione  all «— U 
usque  ad  u— oo  facta,  dabunt: 


/*  . /*“  . /’*1 — Coseru 

e~eudn  J binuydy  = I — du, 

O ft  ^ f» 

f*-~duf"  Coa  Uydy=fX^fL™du 


Ordine  integrationum  permufato,  benejicio  formularum 


Vid.  Miiigno  1.  c. 


7* 
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/«— **Sin  bx  dx  = » J e •'Cos&rdJf— 

o 


inveniemus: 


Z’®«— «*Sin*  —om  1 / o*\ 

l ^-"«=1 '(■+?) <ä> 

J xe- üJ*£5“t|I4=ArctR?*) (4). 

*■  o 

Posito  c=ü  in  formula  (4),  habebimus  formulam  cognitam 

/*SinoM  , n 

o 

Si  my  pro  y in  formula  (1)  substituitur,  differentiatio  respectu  m 
dabit 

0.  ■ n Sin*~«M 
a Sin  au  £ 'S 


/i,  _ . a Sin«« 

m y Cosmuydy  — — — - 


Hoc  quoque  integrali  per  e~cui!u  multiplicato  et  integratione  intra 
limites  u=0,  u=oo  instituta,  prodit: 


f*e-~dufm  yCosmuydy 

I»  O 

a />»e~q«Sin  au  . 2^  P 

mPj  u U m 


Sin*2  au 


■du. 


Ordine  integrationuin  permutando  et  formula  (4)  recordanda  ob- 
tinebimus 

/**e—<*  Sinken  , 

•/  — * 

Posito  a=2,  c=0,  form.  (5)  dabit,  quia  j / ^1  + =0  pro c=ft 


*)  Hoc  inlrgrale  Cel.  Arndt  nliunde  procedena  invcnil  io  Toni.  U 
pracc.  pag.  77. 
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f 


’*Sin2a  n 

--*-du=2 


(6) 


quod  integrale  etiam  hoc  modo  probari  potest.  Per  partes  inte- 
grando  reperiemus 

/Sin2«  , Sin*«  . /*Sin2u 

— 5 — du  = i / du, 

u*  u 'J  u ’ 

quod  intra  limites  0 et  x sumtiim  formulam  (6)  suppeditat. 
Enimvero  quum  Sin«  pro  n=®  indeterminatus  evadat,  limites 

tarnen  +1  et  — i supergredi  nequeat,  Gat  W = 0 pro  u = ao, 

necesse  est. 


IV. 


De  integral! 


’-A 


Ixdx 


(a*  + 62x2)n ' 

Posito  *=^tgtp  accipimus 

n 1 ? 

Cosatn— b Co8I{n~‘) y / tg y dy;- 

o o 

Cognitum  vero  est 

/%.,  „ . 1.3 (2n  — 3)  7t 

(08<) 2"_1.I.2...(n — 1)  • 2 ’ 

O 

et  per  partes  integrando  inveoimus 

Jcoa^*— l)  yl  tgydn/ 

=äf3) ' c--‘  * + ä5=5  • c“’— » + 

• • • + "t* 

. 1.3.8 ...  (2n— 5)  (2n— 3) 

+ 2— «.  1.2.3... .(i»-l) 
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35 ...  (2n— 5)  (“2n— 3)1 

+ 2»-' M.-2.3...(»--2)i 

1.3.5...(2n— 5)(2n — 3)  P ty'hp 
2"~*.1.2.3....(i»— 1)  ,7  SintpCoetp 

Quuni  huc  integrale  intra  limites  sumitur,  prima  pars  deitri 
membri  evaneecit,  <|uotiiamSimp/tgip=:0proip=0,  et  Coa*et 

pro  terminus  secundus  et  quartus  simul  sumti  aequales 

sunt 


ff  ff  J 

J Itgtyihl)  = f *IS\ntl>drl>  —■f'^tCusydty^O, 

n o o 

quumobrem  existit 

ff 

y^^Cos2*"-1*  tp/tg  tpdip 

O 

1 * (1.3... (2n — 5)  2« — 3 1.3...(2n-7) 

— ‘2(t,— 1)* 2"-»  * t.2 ... (n — 2)  + n— 2 * i.2.3...(n— 3)  + ‘" 

. 3.5....  (2n— 5)(2»-3X 
•'*■+  1.2.3  ....(n-i)  ( 

U.5...(2h-3)  * _1_  . _ J_.  . i . j| 

1.2.3..  («— 1)'2»  <2n-3  + 2n-5+"+3  + i 

r(n — i-)  a/ — 

V 7 ^|C+2Z'(2.n-l)-Z'(n-l)l,  (C=0,5772...) 


~ r(n) 

ei  functio  T et  Z'(a)=^  l T(a)  introducuntur. 
Quuin  vero  eit 


2Z'  (2a) — Z 


d r(fl+a)  _ ( i\  m 

' (a)  — dal  i»  ~ da( 2«)!2  -*-“ZV.  +2/+ 


reperitur 

Cos*<“-,>rp  / tg  ipt/ip  = — Z'^n — g^+aßl. 
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unde  denique 


r("  2)  V*,„.  a „ „,/  l\i 

J~a*>-'bl\n)  4 |2/26—C  ZC"  2/1 


Quaestioncs  ad  tirones  exercendos. 


1.  Invenire  conditiones  necessarias , ut  num.  integer 

t0"o  + 10"- '6  + l0"~»c  f + 10»/t  + 10/+|m  . 

divisibilis  sit  per  3,  9,  11.  (Appiicatio  Tbeor.  binora.) 

2.  Geometrirum  invenire  locum  intersectinnuni  linearum, 
quae  per  duos  angulos  trianguii  rectilinei  ductae  latera  opposita 
sub  eodem  angulo  aut  in  eandein  rationem  secent. 

3.  Invenire  triangubim  aequicrurum  niaximum , quod  in  seg- 
mente  circular!  dato  descrihi  possit,  iita  ut  vertex  unius  anguli 
inen  puncto  jaceat,  ubi  cborda  in  duas  partes  aequales  divisa  est. 

4.  üemonstrare  formulam  integralem 


' xiix 
Cosa:Cos(a — .r) 


n 

Sinn 


/Seen. 
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IX. 

lebcr  «lie  Durchschnitts  - Conen 
zweier  Flüchen  des  zweiten  Grades  mit 
mehrfachen  Punkten. 


Von  dem 

Herrn  Doctor  Beer, 

Privatilocenli-n  an  der  Universität  zu  Bmiu. 


Unter  Heu  Durchschnitts  Curven  zweier  Flächen  des  zweiten 
Grades,  Hie  ihrer  Mannigfaltigkeit  wegen  eben  so  schwer  einen 
Ucherhlick  gestatten,  als  sie  sich  in  Folge  ihrer  doppelten  Krüm- 
mung einer  klaren  Vorstellung  entziehen , bieten  diejenigen  noch 
die  meisten  Anhaltspunkte  dar,  welche  mit  der  einfachsten  Singu- 
larität, dem  Doppelpunkte,  versehen  sind.  Für  sie  nämlich  tritt 
eine  natürliche,  d.  Ii.  eine  durch  die  Natur  der  Curve  selbst  gege- 
bene, Projections- Ebene  und  ein  eben'alls  natürlicher  Mittelpunkt 
der  Perspective  entgegen,  wir  meinen  bezüglich  die  durch  die  Tan- 
genten des  Doppelpunktes  bestimmte  Ebene  und  den  letzteren 
selbst;  dazu  kommt,  dass  sich  fiir  die  Ueziehiingen  zwischen  der 
Projection  der  Curve  auf  die  eben  erwähnte  Ebene  und  den  sich 
schneidenden  Flächen  ein  {fasslicher  Ausdruck  findet,  der  oben- 
drein die  Classification  dieser  Curven  unmittelbar  liefert. 

1.  Zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  und  eine  Ebene  haben  im 
Allgemeinen  und  also  höchstens  vier  Punkte  gemein , den  Fall 
ausgeschlossen,  wo  die  Flächen  sich  in  ebenen  Curven,  in  Kegel- 
schnitten, schneiden  und  somit  unendlich  viele  Punkte  gleichzeitig 
auf  den  drei  Ocrtern  liegen  können.  Eine  Folge  dieses  Factum* 
ist,  dass  die  Durchschnitts -Curve  zweier  Flächen  des  zweiteo 
Grades  höchstens  zwei  Doppelpunkte,  keinen  dreifachen  Punkt 
und  unter  den  mehrfachen  Punkten  höchstens  einen  vierfachen 
Punkt  aufweist.  Legt  man  dureh  zwei  hiernach  als  möglicb 
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denkbare  Doppelpunkte  und  einen  dritten  Punkt  einer  solchen 
Corvo  eine  Ebene,  so  müssen  alle  Punkte,  in  welchen  diese  die 
eine  Fläche  schneidet,  auch  auf  der  zweiten  Fläche  liegen.  Die 
beiden  Flächen  schneiden  sich  folglich  in  einer  ersten,  mithin 
auch  in  einer  zweiten  ebenen  Curve.  Besitzt  also  die  Durch- 
scbnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  zwei  Doppel- 
punkte, so  besteht  sie  aus  zwei  Kegelschnitten,  die  sich  io  den 
beiden  Doppelpunkten  schneiden  oder  die  zusammenfallen  und  die 
Doppelpunkte  aufnehmen.*) 


')  Za  diesem  Resultate  gelangt  man  auf  dem  Wege  der  Rcch- 
nang  durch  folgendes  Verfahren,  wobei  nur  der  allgemeine  Fall  Tor  Au- 
pen  gehalten  wird.  Es  seien  P und  P4  die  beiden  Doppelpunkte;  in 
ihnen  fallen  alsdann  die  Tangential-Ebenen  der  beiden  sich  schneidenden 
flächen  zusammen  (2).  Diese  Tangential -Ebenen  nehme  man  zu  Ebe- 
nen der  X*  und  yz,  ihre  Durchschnittslinie  also  zur  % - Aze,  und  man 
lege  die  X ■ Aze  lind  5 - Axe  resp.  durch  P und  P‘,  In  Bezug  auf 
dieses  Coordinaten  - System  seien  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen: 

/= «x*  -f  by*  + cz*+dxy  -f  ex* +/>* +gx  + by  -f  As  + 1 =0 

und 

r-  =5a'x*+Ä'^*+c<*»-f  d‘xy+e‘xz-\-ryt+g,x+b‘y+k‘z-\-\  = 0. 

Da  nun  die  X-Axc  sowohl,  als  auch  die  y-Axe  die  eine  wie  dio  andere 
Fläche  berührt,  zo  ist: 

g*— 4«=0,  g'* — 4o'=0;  A* — ib~0,  A'*— 4A'=0; 
a—a‘\  t>=6‘. 


Die  Coordmaten  des  Punktes  P sind  alsdann  3=0,  y=0,  X— die 

\^a 

1 

des  Punktes  P“  s = 0,  X=0,  y=z — Und  weil  die  Ebene  xz  beide 
Flächen  in  P berührt,  so  ist  für  die  Coordinatco  dieses  Punktes 


sowie  andererseits,  da  auch  die  Ebene  yz  gemeinschaftliche  Tangential- 
Ebene  beider  Flüchen  ist,  die  Coordinaten  des  Punktes  P‘  den  folgenden 
Gleiehnngcn  Genüge  thun  müssen  1 


dr 

dz 


c=0 . 


Auaser  den  bereits  gefundenen  erhalten  wir  hiernach  noch  folgende  Be- 
dingungen : 


-^+&=0’  ~Vö^=°- 


•o  dass  die  Gleichungen  der  beiden  Flächen,  wenn  nur  die  nüthigeu  Con- 
stanten  beibehalten  werden,  in  folgende  übergehen: 

/•=arx*  fA^,-fc*,+r/x^+AV«.xs-f  *V'>  t's  + 2V'ö.^+2V'*  F+*»+  l==0- 
f = ax*  + by*  4 c'z*  -f  d‘xy  + *'  V <*jtz  k'V  b.yz  + 2 V o.x + 2 V b.y 

+ A'S+1=0. 
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Denken  wir  uns,  was  dein  Obigen  gemäss  noch  gestattet  ist, 
die  Durchschnitts-  Cune  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit 
emeni  drei  lachen  Punkte  versehen,  s«  schneiden  sich  in  diesem 
drei  verschiedene  Aeslc.  Wenn  daher  dnreh  den  singulä- 
ren Punkt  eine  Ebene  gelegt  wird,  welche  zwei  dies« 
Aeste  schneidet,  so  muss  sie  die  letzteren  ganz  enthalten, 
da  sonst  einer  Ebene  und  zwei  Flachen  des  zweiten  Grades  fünf 
und  uicht  mehr  Punkte  gemein  wären.  Die  beiden  Flächen 
schneiden  sich  hiernach  in  einer  ebenen  Curve,  mithin  auch  in  ei- 
ner zweiten  ebenen  Curve,  die  aus  dem  dritten  Curvenzweige  und 
einer  vierten  Geraden  bestehen  muss.  Diese  Gerade  liegt,  da 
die  soeben  angrstellte  lielrachtung  auf  je  zwei  der  drei  Aeste 
übertragen  werden  kann,  mit  einem  jeden  der  letzteren  in  dersel- 
ben Ebene,  d.  h.  sie  geht  durch  den  singulären  Punkt.  Die  Durch- 
schnitts-Curve  zweier  Flachen  des  zweiten  Grades  kann  nie  ei- 
nen dreifachen  Punkt  besitzen ; weist  sie  einen  vierfachen  Punkt 
auf,  so  besteht  sie  aus  vier  geraden  Linien,  die  sich  in  demselben 
Punkte  schneiden.  Von  diesen  Geraden  kann  ein  Paar  oder  beide 
Paare  imaginär  werden.  Wir  unterscheiden  dem  Obigen  gemäss 
folgende  Arten  der  Durchschnitts  ■ Curven  zweier  Flächen  des 
zweiten  Grades: 

1)  Die  Curve  besitzt  keinen  mehrfachen  Punkt. 

2)  Sie  weist  einen  einzigen  Doppelpunkt  oder  einen  einzigen 
vierfachen  Punkt  auf. 

3)  Sie  hat  zwei  Doppelpunkte  und  besteht  alsdann  aus  zwei 
reellen  oder  imaginären  Kegelschnitten,  die  sich  iD  den  Doppel- 
punkten schneiden 


Für  die  Gleichung  einer  Fläche  de«  zweiten  Grade«,  die  den  Durch- 
«chnitt  von  /'und  P anfnimmt.  ergibt  »irli  hieran« : 

r+xp == («x* + i.iß + 2V"-z- + 2 vi>-y  + 1 ) 

, rf+irf'  , c+;.e‘  , , k\Xk-  , 

+ TfX^+  T+r  a -H+t 

+-i+rv*,'*+i-jTa=0- 

Vergleichen  wir  die  linke  Seite  die«cr  Gleichung  mit  dem  Amdrurke 
V = ( V« *+  V*  F+«9  + 1 ) ( + Vl>  !/+a‘  *+l ) 

-f  na's’-Ka-f  n • , V'Z.J':  + (n  1«')  V'^-ys+(“-F“')*> 

«o  leuchtet  ein,  da«*  jene  auf  die  Form  von  <p  gebracht  werde,  wenn 
man  X.  a nnd  a'  so  wählt,  dun*  «ei: 


il-yi.il' 

*+X 


■iVnb,  ua' 


- I+X  • 


« j-«' 


~ i-M  ' 


«teilt  aber  al«tlann  zwei  Ebenen  dar,  deren  Durehsehnitt  die  Punkte 
r und  P‘  enthält,  wnrau«  wir  entnehmen,  da««  «irb  die  Flachen/"  ond 
P in  zwei  ebenen  Curven  «chnetden. 
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-1)  Jeder  Puukt  der  Durchschnitts-Curve  ist  ein  Doppelpunkt, 
und  die  Flachen  schneiden  sich  in  zusammenfallenden  ebenen 
(.  urven,  d.  h.  sie  berühren  sich  in  einem  Kegelschnitte. 

Ijci  den  im  Folgenden  mitgetheiiten  Entwicklungen  haben  »vir 
aus  den  im  Eingänge  vorgeführten  Gründen  unser  Augenmerk 
nur  auf  den  zweiten  Fall  gerichtet,  dessen  analytische  Auffas- 
sung die  Falle  3)  und  4)  involvirt. 

•2.  In  dem  Punkte  P,  der  den  beiden  Flachen  /'und  p vom  zwei- 
ten Grade  gemein  ist,  seien  an  diese  Tangential-Ebenen  e und  c' 
gelegt.  Der  Durchschnitt  von  e und  e'  berührt  den  der  Flächen 
/ und  p , so  dass  die  Tangeute  dieser  (’urve  in  dem  Punkte  P, 
dessen  Cnordin&ten  x,  y,  z seien,  durch  folgende  Gleichungen 
dargestellt  wird: 

l-^y— iti)  + ^(s-zi)=0, 

+%(*-h)=o. 

Der  Punkt  P tritt  nun  erstlich  als  singulärer  auf,  sobald  die 
Durcbsehnittslinie  von  e und  e'  dadurch  unbestimmt  »vird,  dass  die 
beiden  Berührungs-Ebenen  e und  e'  zusamnienfalien , also  für  die 
Flächen  in  P ein  Contact  eintritt.  Der  analytische  Ausdruck 
für  diese  Bedingung  ist  das  Besteben  folgender  zwei  Gleichungen : 

df  dp  t/p  dp 

,,  dx  dx  dy  dy 

>dp~dp’  dp~df' 

dz  dz  dz  dz 

Wird  diesen  Gleichungen  von  den  Werthen  der  Coordinaten 
des  Punktes  P Genüge  geleistet,  so  lässt  sich  zur  Bestimmung 
der  Geraden,  welche  die  Curve  in  dem  singulären  Punkte  P be- 
rühren, folgender  Weg  einschlagen. 

Es  seien  r und  z'  bezüglich  die  Ordinaten  von  f und  f , und 
aus  den  Gleichungen  /=0und  p=  0 ergebe  sich  z=ix>», 

Für  einen  der  Projection  (ar^,  yx)  von  zunächst  gelegenen  Punkt 
(ar,  +dx,  y,  + dy)  drückt  sich  alsdann  die  Differenz  der  z- 
Ordinaten  beider  Flachen  so  aus : 

/dz  di‘\  . /dz  dz'\  , 

A = + )dx+  (^-S0dy 

, f dH  dH!\dx%  ä / tl*z  dH  \dxdy 
+ \dx*~  dsp)  21 +\didy  ~ dxtiy)  “21 f 

/tPz  tPz\ dtp 

+ W~dy*)  2!  +-• 
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Es  reducirt  sich  dieser  Ausdruck,  da  P beiden  Flächen  gemein- 
sam ist,  und  in  Folge  der  Gleichungen  A. 

dz  _ di'  dz  di' 
dx~di  Und  dy~  dy 

ist,  auf: 


/iPi  dv\  'l**  , o ( \djrdy 

\dx2  rfj1/  2!  ' — \dxdy  dxdy)  2! 


4 \dy*  dy*f?T+ 


Sollen  nun  x, -f  rfx  und  yt  -\-dy  einem  Punkte  entsprechen,  der 
auf  f und  f befindlich  und  dem  Punkte  P nächst  anliegend  ist. 


so  muss  sein : 


Hiernach  gibt  es  zwei  durch  ^ =rm  bestimmte  Richtungen,  nach 

welchen  dem  Punkte  P ein  Punkt  der  Durcbschnitts-Curve  nächst 
anliegt.  Zwei  nach  eben  diesen  Richtungen  durch  P gelegte 
Gerade  berühren  die  Curve.  Diese  Tangenten  liegen  in  den  zu- 
sammeniallcnden  Tangential -Ebenen  e und  e'  und  die  Gleichung 
ihrer  Projection  auf  die  Ebene  xy  ist: 


y—Vi  =m(x— x,).- 


Berühren  sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einem 
Punkte,  so  ist  dieser  ein  Doppelpunkt  der  Durchschnitts  Curve.  Wenn 

dy 

die  beiden  aus  B‘)  sich  ergebenden  Werthe  von  ^ reell  sind,  so 

ist  der  singuläre  Punkt  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  d.  L der 
Durchschnitt  zweier  reeller  Zweige,  und  wenn  ausserdem  die 

Werthe  von  einander  gleich  sind,  so  ist  P eine  Spitze  oder 

es  berühren  sich  in  ihm  zwei  reelle  oder  imaginäre  Curven-Aeste. 

Liefert  aber  andererseits  die  Gleichung  B“)  für  ^ imaginäre 

Werthe,  so  tritt  der  singuläre  Punkt  als  eigentlicher  Einsiedler, 
d.  i.  als  der  Durchschnitt  zweier  imaginärer  Curren -Zweige  auf 


Um  in  der  Gleichung  B“)  die  Functionen  f und  f in  Evidenz 
zu  bringen,  differentiire  man  die  Gleichungen  f=0,  /=0  der  bei- 
den Flächen  zweimal  nach  x,  zweimal  nach  y und  einmal  nach  x 
und  y Man  erhält  alsdann,  nachdem 


di  di'  dz  , di' 
di’  aF'dy  U,‘“  dij 
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mit  Hülfe  der  ersten  partialen  Differentialien  jener  Gleichungen 
eüminirt  werden,  sechs  Gleichungen  des  ersten  Grades  zur  Bestim- 
mung von 


tPx_  d*z_  r/V  </V  </V 

dx2  ’ dy2’  dxdy  ’ du2’  dy2  Un<  dxdy’ 

sodass  alsdann  au  die  Stelle  dieser  Ausdrücke  in  die  Gleichung 
B)  Ausdrücke  in  Differentialien  von  f und/*  gesetzt  werden  können. 

Lasseu  wir,  was  der  Allgemeinheit  der  Betrachtungen  keinen 
Abbruch  thut,  die  z-Axe  mit  der  gemeinsamen  Normalen  der  bei- 
den Flächen  zusammenfallen , so  nehmen  die  Gleichungen  der 
letzteren  diese  Gestalt  an: 

/"=  ax2  + by2  + cz2 + dxy  + exz  + fyt  + gz = 0 , 

f'=a'x2-\-  b'y 2 f c'z®  + d'xy  -t-e'xz  -f  fyz-Yg'z— 0. 

Da,  wie  wir  unterstellt  haben,  weder  / noch  f in  dem  Doppel- 
Punkte  P,  dem  jetzigen  Anfangspunkte  der  Coordinaten,  mit  einer 
Singularität  behaftet  ist,  so  ist  es  gestattet  fiir  y und  g'  die  Ein- 
heit zu  setzen,  und  dadurch  erhalten  wir  nach  Ausführung  der  so- 
eben erwähnten  Substitution  zur  Bestimmung  der  Tangenten  der 
Durchschnitts -Curve  in  P folgende  Gleichung: 


dx* 


_w\  tfjPL  _ 

dx2r\d.cdy 


<Pf 


dxdy  ) dx  ‘ \dy2  dy2J\dx) 


0, 


oder: 


B") 


cPif-f) 

dx2 


+ 2. 


<p(f-n 

dxdy 


<P(f-P)  fdy  \ » 
dy2  \dxj 


=0. 


Die  Gleichung  f — f— 0 gehört,  da  sie  nur  Glieder  der  zweite: 
Dimension  enthält,  einer  allgemeinen  Kegelfläche  des  zweiten  Gra- 
des an,  auf  deren  Singularität  (der  Spitze  oder  der  Kaute)  de> 
Anfangs- Punkt  der  Coordinaten,  oder  der  singuläre  Punkt  der 
Curve  gelegen  ist  und  die  den  Durchschnitt  von  f und  f aufnimmt. 
Die  Richtungen  der  beiden  Geraden , in  denen  diese  Kegeifläche 
von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird,  bestimmen  sich  durch  eine 
mit  B")  identische  Gleichung,  woraus  wir  schliessen,  dass  jene 
Geraden  die  Durchsrhnitts-Curve  von  f uml  f berühren.  Schnei- 
den sich  also  zwei  Flächen  des  zweiten  Grades  in  einer  Curve 
mit  einem  Doppelpunkte,  der  duich  das  Zusammenfallen  der  Tan- 
gential-Ebenen beider  Flächen  entstanden  ist,  so  liegt  die  Durch- 
schnitts-Curve auf  einer  Kegelfläche  des  zweiten  Grades,  deren 
Singularität  durch  den  Doppelpunkt  geht,  und  die  gemeinschaft- 
liche Berührungs- Ebene  schneidet  diesen  Kegel  in  den  Tangen- 
ten des  singulären  Punktes  der  Durschniffs-Curve.  Eine  Perspec- 
tive, deren  Mittelpunkt  in  der  Singularität  einer  Curve  der  er- 
wähnten Art  liegt,  liefert  mithin  als  Ansicht  der  letzteren  einen 
Kegelschnitt. 
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3.  Wenn  die  Coefiicienten  einer  der  beiden  Gleichungen 
e —0,  d=0  (S.  Anfang  der  vorigen  Nummer)  z.  B.  der  «slrrco. 
verschwinden,  so  «ird  die  entsprechende  Ebene,  ab©  e,  and  als- 
dann auch  der  Durchschnitt  von  e und  t’  unbestimmt;  die  Dorch- 
schnitts -Curve  «eist  in  P eine  Singularität  aut',  die  sie  dem  Um- 
stande verdankt,  dass  eine  der  Flächen,  nämlich  f , in  demselben 
Punkte  eine  Singularität  besitzt,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass 
f eine  Ke-2*diä<  he  ist,  deren  Singularität  durch  P gebt.  Obgleich 
nun  hiernach  die  hierher  gehörigen  Curven  sich  von  den  sab.  2 
betrachteten  in  Nichts  unterscheiden*),  s»  wollen  wir  dennoch 
den  Weg  zeigen,  auf  dem  sich  hier  die  Natur  der  Singularität 
unmittelbar  linden  lässt  Es  sei  f die  konische,  f’  die  andere 
Fläche.  Eine  erste  partiale  Differentiation  liefert: 


df.df 
dx  + dz  ' 


•h- o dr.dr  * 0 

dx~U'  dy+dz  dg~U’ 


df  df  di‘ 


d.r  r dz' 

woraus  >-ich  für-.  - um! 

dx 


die 


dz 


dx 
dz ‘ 

d.V 


=0, 


W.'if  dz 

dg  + dz'  dg 


V0n  <lx 


und 


bestimmte  Wcrthe  ergeben,  während 

auftreten. 


dl  ii.  0 

, - unter  der  unbestimmten  rorra  j-. 

dg  0 

(indem  wir  immer  ein  orthogonales  Coordinaten  - System  unterstel- 
len , dessen  Anfangspunkt  in  den  singulären  Punkt  P,  und  dessen 
r-Axe  mit  der  Normalen  von  f in  P zusamraentaltt  ) 


Sucht  mau  nun  den  wahren  W7ertb  von 


dz 

dx 


man : 


zi  B., 


so  findet 


dH  <Pf  dg  jPf  Uh  dz_  dg 
dz  dx1*  ' dxdg  dx  ' dxdz  ‘dx  * dg  ' dx' 

dx  rf*/|_  ilt^  d*f  yh_  ,dz  dgl 

Hills  * dgi/z  dg  ■ di’1  I dx  dg  dri 


Ein  ähnlicher  Ausdruck  ergibt  sich  fär  ^ - 
Abkürzung  f ^ • alsdann  w ird  : 


Wir  setzen  zur 


dz  _ X±l . V dz  __  ) fmj- 

dx  Z +j»7T  ’ dg  Z d p.  V 

dg 

Die  Ausdrücke  X,  Y,  Z und  V sind  in  Bezug  auf  von»  ersten 

Grade,  l,  m.  p vom  nullten,  d.  i.  constant.  Durch  Verbindung 
der  beiden  letzten  Gleichungen  erhalten  wir  die  neue : 


■)  Die*  leuchtet  hui  h daraus  ein,  da«  0 die  Gleichung  ei- 

ner Fläche  de«  zweiten  Grade«  Ut.  die  ohne  KegelfUcbe  zu  «ein.  durch 
den  DnrclntchniU  von  f und  f geht,  und  die  rische  f‘  in  P berührt; 
gerade  der  in  51  betrachtete  Falt. 
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d±  + * . ^/=v 
dx  r tly  d.r 


(*+r£)  ►''('+“£) 

Z + pV 


woraus : 


1>.r,+  jz_,_.g(  r-x-i-%.0. 

Bezeichnen  wir  dem  Früheren  analog  ~dx+~dij  ' rfj;  rai*  F’’  80 

muss  für  ilie  durch  bestimmte  Richtung,  nach  welcher  man 

von  dem  singulären  Punkte  P aus  fortschreiten  muss,  um  zu  dem 
ihm  nächst  anliegenden  Punkte  der  Durchschnitts-Curve  zu  gelun- 
gen, V — V sein.  Zur  Bestimmung  der  Tangenten  der  Curve  er- 
halten wir  sonach  die  Gleichung 

,r»+»-|*-/_.g-jr-rg-= o. 

Diese  Gleichung  ist,  wie  zu  erwarten  war,  in  Bezug  auf  ^ 
quadratisch ; P ist  folglich  wiederum  ein  Doppelpunkt. 

Lassen  wir  die  Ebene  xy  die  Fläche  f in  P berühren  und 
legen  wir  durch  P die  z Axe,  so  verschwinden  ^ und  j-  , und 

demzufolge  auch  V.  Unsere  letzte  Gleichung  geht  alsdann  in  die 
folgende  über: 


A+  Y. 


djt — . o JÜL  da  . dY  (du  V— n 

dx  dx1  ' dxdy  dx  ' dyl  \dxj 


Diese  Gleichung  entspricht,  wie  leicht  einzusehen,  vollständig  dei 
Gleichung  ß")  in  2. ; wie  dort  f—f,  so  bezeichnet  hier  f die  ho- 
mogenc  Function  des  zweiten  Grades  mit  drei  Veränderlichen. 


4.  Wenn,  was  den  dritten  möglichen  Fall  ausmacht,  die  Cnef- 
Gcicnten  in  e=0  und  e'=  0 sämmtlich  verschwinden,  so  sind  beide 
Flächen  konisch  , und  ihre  Singularitäten  gehen  durch  den  Punkt 
P.  Dehnen  wir  hier  das  in  der  vorigen  Nummer  für  f beobach- 
tete Verfahren  auch  auf  f aus,  so  gelangen  wir  zur  Bestimmung 
der  Tangenten  des  singulären  Punktes  der  Durchschnitts-Furie  zu 
folgenden  zwei  Gleichungen: 

PU*+  V\Z~l-m%x\-X-Y$x= 0, 
pf*+  r\r-i'~,n'%\-x-Y‘^ 
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Ausserdem  hat  man  F=  F',  so  dass  sich  F und  F e&miairen  las- 
sen and  dadurch  eise  Gleichung  resultirt,  die  in  Bezog  auf 

>6tn  vierten  Gerade  ist  Der  singuläre  Paukt  ist  hiernach  ein 
vierfacher,  und  die  Durchschnitts-Curre  besteht  acs  vier  Geraden, 
die  sich  in  demselben  Funkte  begegnen,  ein  Resultat,  welches 
leicht  a priori  hätte  gewoooen  werden  können.  Von  jenen  Ge- 
raden können  je  zwei  rosaiomenfaUen , sowie  ein  oder  beide 
Paare  imaginär  werden. 

5.  ln  dem  Vorhergehenden  haben  wir  dargethan , dass  es 
für  die  Dorchschnitts-Carren  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades 
mit  einem  mehrfachen  Funkte  immer  eine  konische  Projektion 
des  zweiten  Grades  gebe,  oder,  was  dasselbe  besagt,  dass  sich 
jene  Curveo  als  Kegelschnitte  konisch  projiciren  lassen.  l>ie  Sin- 
gularität des  projicirendeo  Kegels  geht  durch  den  singuläreo  Punkt. 
Sehen  wir  ans  andererseits  nach  eine»  einfachen  cylirwi rischen 
Project ionsart  um,  so  bietet  sich  uns  am  ehesten  diejenige  dar, 
deren  Ate  in  dem  allgemeinen  Falle  mit  der  Normale  der  Caere 
im  singulären  Punkte  zusammeufällt,  und  deren  ProjecÜons-Ebone 
die  beiden  Tangenten  des  singuläre»  Punktes  enthält.  Ausser 
dem  letzteren  liegt  alsdann  kein  Punkt  der  Curre  in  jener  Ebene. 
Nehmen  wir  wiederum  diese  zur  Ebene  xy , die  Normale  zur 
x-Axe,  so  ist  die  allgemeinste  Form  der  Gleichungen  beider  sieb 
schneidenden  Flächen  die  folgende: 

F=  ax*  + by*  + «*  + dxy  + exi  + fyz  + gs 
= (ax*-f  by*+dxy)  + n%  + (ex+/y+j)z==/s  + «z*+/i=ü 

und 


F'=(a'x»+fr'y*+r/'xy)  + c'2*+(rfx+/r’y+5Or=/rJ'+c,i*+/,:=0. 

In  dem  allgemeinsfen  Falle,  wo  weder  V noch  F'  dadurch,  dass 
g oder  g'  rerschwindet,  sich  auf  eine  Kegelfläcbe  zurückzieht, 
erhält  man  durch  Verbindung  der  beiden  Gleichungen  lür  die 
Projection  der  Durchschnitts-Curve  anf  die  Ebene  xy  folgende 
neue: 


<P  = (ftc'—ft'c)  + (f&  —/’c)z  = tpa+if*=.  0 

und 


K = (fig'—f*g)  + (.cg'  —Cg):*  + (fy'—fgY- = **  -I  «*  + kt=Q. 

Wir  können  nun  die  fragliche  Curre  als  den  Durchschnitt  der 
beiden  Flächen  0 und  A betrachten.  An  die  Stelle  von  <f>  tritt, 
wenu  c oder  cf  verschwindet,  bezüglich  F oder  F‘,  und  wenn 
beide  Constanlen  verschwinden,  irgend  eine  dieser  Flächen. 

Wenn  im  Besonderen  g oder  g’,  z.  B.  das  letztere,  der  Null 
gleich  wird,  so  führen  wir  die  Fläche  K nicht  ein,  sondern  be- 
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trachten  die  Curve  als  Durchschnitt  der  Flächen  <X>  und  F.  Ver- 
schwindet aber  ausser  g'  auch  noch  c‘,  so  führen  wir  gar  keine 
neue  Fläche  ein. 

Verschwinden  endlich  g und  g'  zumal,  so  führen  wir  nur  in 
dem  Falle  die  Fläche  >t>  ein , wenn  weder  c noch  & verschwindet, 
und  betrachten  dann  die  Curve  als  den  Durchschnitt  von  <Z>  und 
einer  der  beiden  Flächen  F und  F1. 


Wenn  wir  auf  die  angegebene  Weise  verfahren,  so  können 
wir  die  fraglichen  Curven  hinstellen  als  den  Durchschnitt  zweier 
Flächen  <2>  und  K,  deren  Gleichungen  die  folgenden  sind: 

1.  <P~<pj+  ipz—0,  II.  Ä=/-t-F«:a-f-/:z  = 0, 

wo  und  homogene  Functionen  des  zweiten  Grades,  k und 
9 o aber  allgemeine  Functionen  des  ersten  Grades  bedeuten.  Als 
allgemeinster  Fall  ist  alsdann  derjenige  zu  betrachten,  wo  k ho- 
mogen ist,  während  derjenige  ausser  Acht  gelassen  werden  kann, 
wo  k sowohl  als  auch  cp  (konstanten  enthalten.  Als  besonderer 
Fall  scheidet  sich  hiernach  derjenige  endlich  noch  ab,  in  welchem 
k feine  Constante  enthält,  cp  aber  homogen  ist. 


G.  Indem  wir  zunächst  den  allgemeinen  Fall  unserer  Betrach- 
tung unterziehen,  nehmen  wir  an,  dass  k homogen  sei.  Wir  zer- 
legen roj  in  die  F&ctoren  p und  q vom  ersten  Grade,  sowie  k% 
in  die  kactoren  r und  s,  und  setzen,  um  eine  homogene  Bezeichnung 
za  erhalten.  cp=t  und  k=u;  die  Gleichungen  1.  und  II.  schrei- 
ben sich  alsdann  wie  folgt: 


I.  4>=pq -f- <z=rO,  II.  «i=0. 

Die  Gleichung  I.  stellt  eine  nicht  geschlossene  Fläche  des  zwei 
ten  Grades  dar,  welche  von  der  Ebene  xy  im  Anfangspunkte  der 
Coordinateu  berührt , und  gleichzeitig  in  den  beiden  Geraden 
p=0,  <7  — 0 geschnitten  wird.  Die  s-Axe  ist  eine  Asymptoten- 
Kichtung  dieser  Fläche,  da  diese  von  jeder  mit  jener  Äxe  paral- 
lelen Geraden  nur  in  einem  einzigen  in  endlicher  Entfernuug  ge- 
legenen Punkte  geschnitten  wird.  Es  wird  diese  Fläche  von  zwei 
durch  die  i-Axe  und  die  Geraden  p und  q gelegten  Ebenen  in  zwei 
mit  der  r-Axe  parallelen  Geraden  geschnitten,  die  in  der  Ebene  t=0 
liegen.  Die  Gleichung  11.  gehört  einer  Kegeltläche  an,  deren  Sin- 
gularität durch  den  Anfangspunkt  der  Coordiuaten  geht,  und  die 
von  der  Ebene  xy  in  der  Geraden  r und  s geschnitten  wird.  Zwei 
Ebenen , welche  die  i-Axe  und  die  Geraden  r und  j aufnehmen, 
schneiden  jene  Kegelfläche  in  einem  Paar  anderer  Geraden  r‘  und 
i',  die  in  einer  Ebene  liegen,  deren  Gleichung  o:-|-M  = 0ist.  Diese 
schneidet  die  Ebene  xy  in  der  Geraden  u.  Die  Natur  der  Fläche 
<p  liefert  uns  die  Unterscheidung  von  drei  Fällen  : es  können  nändicb  p 
und  q b'eide  reell  und  ungleich  oder  reell  und  gleich  oder  endlich  beide 
imaginär  sein.  Wir  wollen  diese  Fälle  einzeln  untersuchen.  Es  seien 
nun  erstlich  p und  q reell  und  ungleich.  Die  Fläche  <t>  gehört 
alsdann  im  Allgemeinen  einem  hyperbolischen  Hyperboloide  an 
und  geht  im  Besonderen  in  ein  hyperbolisches  Paraboloid  oder  in 
einen  Kegel  über.  Das  Product  ri  lässt  sich  immer  auf  die  Form 
ßp * -f-  yy*  + ipq  bringen , so  dass  sieb  also  für  die  Gleichung  der 

Tbell  XVI.  » 
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P r<;fdiw  der  uf  die  Ekw  x;  Ae  fafecodc 

crzibc  : 

C + ip5**  + r 7*f*  f pqt&t-  ■ :=  0 , 


■ = *9  + arp  or.d  t=*q  -f  *>  + g', 

v>  das«  «ich  für  C.  auch  schreibe»  läset : 

efq*\?p*  f /'iTf7iP9f  [W— «9 — xp;=zO 

l>ie»e  Gleichung  hat  die  alteemeire  Form  derjenigen  einer  Cune 
de»  vierten  Grade»  mit  drei  Doppelpunkten.  Diese  liegen  in  den 
Dorchi-chnitten  der  drei  Geraden  p . q nnd  ( ; denn  für  t—0  z.  B. 
wird  die  Gleichung  dureb  p*  — IJ  und  q- =0  befriedigt,  so  dass 
also  t in  seinem  Durchschnitte  mit  p und  mit  q je  zwei  Punkte 
mit  der  Co rve  gemein  hat,  ohne  sie  jedoch  za  berühren,  da  auch 
p und  q in  denselben  Punkten  die  Corve  zweimal  schneiden.  E* 
verrücken  diese  Doppelpunkte  der  Projection  ihre  Lage  nicht,  s« 
larige  4>  dieselbe  Fläche  bleibt  und  n ie  auch  die  keeelflacbe  K 
der  Gestalt  und  Lage  nach  sieb  ändern  möge.  — W.r  wollen 
sehen,  »ie  die  Lage  der  Doppelpunkte  von  der  Natur  der  Fläche 
<tf  und  ihrer  Lage  abhängig  sind.  Wenn  t die  allgemeine  Function 
des  ersten  Grades  darstellt  und  sowohl  p als  auch  9 enthält,  so 
ist  Q ein  h\ perbolisebes  Hyperboloid.  Alsdann  besitzt  die  Pro- 
jection ausser  dem  Punkte  (p,  q)  noch  zwei  in  endlicher  Entfer- 
nung gelegene  Doppelpunkte.  \ erscliuiudet  in  t der  Coefäcient 
einer  der  beiden  \ ariabelu , so  dass  also  die  Gerade  t einer  der 
Geraden  jt  und  q parallel  lauft,  so  geht  in  ein  h\  perbolisebes 
Paraboloid  über,  und  die  Gone  behalt  ausser  dem  Punkt  (p , 9) 
nur  mehr  einen  in  endlicher  Entfernung  gelegenen  Doppelpunkt. 
Dadurch  dass  der  dritte  Doppelpunkt,  welcher  l p,  l)  sei,  in  das 
L »endliche  rückt,  erlangt  die  Gurve  zwei  Asymptoten,  die  »ie« 
Geraden  p and  t parallel  sind.  — Die  Axe  des  eben  erwähnte» 
Paraholoiaes  fällt  mit  der  Normalen  des  singulären  Punktes  /•*  zu- 
sammen , sobald  sirh  t auf  eine  Constante  zurückziebG  In  Folge 
dessen  rücken  die  Doppelpunkte  (p , t)  nnd  (9,  t)  unendlich  weit 
weg,  und  die  Projection  behält  nur  den  einzigen  Doppelpunkt 
(p,  9),  während  gleichzeitig  ihre  Gleichung  in  die  folgende 
übergebt: 


pq[a‘pq— x'9—  n'p\  +0>»-FyV  + i'pq-0- 

Wir  ersehen  aus  ihrer  Form,  dass  die  beiden  Geraden  p und  q 

%*  Tff 

und  ein  zweites  Paar  ihnen  paralleler  Linien  p -»  9 ; als 

Asymptoten  der  Projection  anftreten.  Die  Grund-Gurve  der  letzte- 
ren besteht  aus  zwei  durch  den  singulären  Punkt  gehenden  Ge- 
raden. — Wenn  endlich  t in  die  homogene  Function  des  ersten 
Grades  übergeht,  so  artet  d»  in  eine  Kegelfläche  ans.  In  der  Glei- 
chung der  Projection  erscheinen  dann  nur  Glieder  von  vier  Di- 
mensionen, sie  gehört  also  vier  geraden  Linien  an,  die  sich  im 
Anfangspunkte  der  Coordinaten  begegnen. 
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Die  Gleichung  C.  hört  auf  einer  eigentlichen  Curve  des  vier- 
ten Grades  anzugehören,  wenn  k in  zwei  sich  schneidende  Ebe- 
neu  übergeht.  In  diesem  Falle  nämlich  lässt  sich  die  linke  Seite 
der  Gleichung  II.  in  zwei  Facloren  des  ersten  Grades  und  folg- 
lich auch  die  der  Gleichung  C.  in  zwei  Factoren  des  zweiten  Gra- 
des zerlegen , so  dass  diese  letztere  Gleichung  zwei  Kegelschnitte 
(reelle  oder  imaginäre)  darstellt,  die  den  Punkt  P gemein  haben. 
— Eine  besondere  Lage  der  Kegelfläche  K bedingt  eine  Reduction 
des  Grades  der  Gleichung  C.  Fällt  nämlich  uie  Normale  in  P 
mit  einer  Seite  des  Kegels  zusammen,  so  verschwindet  in  der 
Gleichung  II.  der  Coelßcient  «,  und  anstatt  der  Gleichung  C. 
erhalten  wir  die  folgende: 

Ü.  (ip2t  + yqH+pq\(>t  — iiq  — itp\=Q, 

ond  diese  stellt  eine  Curve  des  dritten  Grades  dar,  für  die  der 
Punkt  (p , q)  ein  Doppelpunkt  Ist.  Geht  die  Kegelfläche  in  die- 
ser ihrer  Lage  in  zwei  Ebenen  über,  so  zerfallt  die  Curve  des 
dritten  Grades  in  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade,  die  mit 
jenem  den  Punkt  ( p , q)  gemein  hat.  Wir  überheben  uns  der 
weiteren  Specification  der  möglichen  Fälle,  um  zur  Betrachtung 
der  Natur  der  Doppelpunkte  {iberzugehen.  Die  Tangenten  des 
Doppelpunktes  ( p , q)  werden  repräsentirt  durch  Gleichungen  von 
der  Form : 


und  die  Werthe  von  A,  und  Aj  sind  die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung: 


1)  /SA2— 6A  + y=0. 

Aus  den  CoefBcienten  dieser  Gleichung  ersehen  wir,  dass  die 
Tangenten  ndt  den  beiden  Geraden  r und  j,  in  welchen  der  Kegel 
K von  der  Ebene  xy  geschnitten  wird , zusammcnfallen.  Jenach- 
dem  d2 — 4/Jj»  positiv  oder  negativ  oder  der  Null  gleich  wird,  d.  h. 
jenachdem  K von  der  Ebene  xy  in  zwei  reellen  sich  schneiden- 
den oder  zusammenfallenden  Geraden  oder  nur  in  einem  Punkte, 
dem  Durchschnitte  zweier  imaginärer  Kegclseiton,  geschnitten  wird, 
ist  P ein  eigentlicher  Doppelpunkt , eine  Spitze  oder  ein  isolirter 
Punkt.  An  die  Stelle  der  Spitze  tritt  in  dein  Falle,  wo  der  Kegel 
in  zwei  Ebenen  ausartet,  der  Berührungspunkt  zweier  reeller  oder 
imaginärer  Corvenzweige. 

Die  Tangenten  der  beiden  auf  t gelegenen  Doppelpunkte 
haben  Gleichungen  von  der  Form: 

P + f*if=0,  P + H*<=0;  ?+v,t= 0,  0 + vtf=O. 

Die  Werthe  von  , n,  etc.  bestimmen  sich  durch  die  quadrati- 
schen Gleichungen: 

2)  ctfi2 — Hp-\-y—0,  3)  av * — «v-f/S=0. 
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Um  die  Abhängigkeit  der  Natur  dieser  Doppelpunkte  von  den 
Flächen  <X>  und  K kennen  zu  lernen,  bringen  wir  den  Ausdruck 
K auf  die  Form 

(<na  + xrjz  + y?*)  + p (ßp  I Sq  + «2) , 

so  dass  in  Folge  der  Gleichung  2)  die  Gleichung  der  Kegelfläche 
übergeht  in: 

(j  + f*i1r)(*  + Paf)  + P(ßp  + Sll  + =0- 

i-fp^rrO,  z -f  fUgO=0  sind  hiernach  die  Projectionen  der  beiden 
Geraden,  in  welchen  K von  der  Ebene  p—0  geschnitten  wird, 
auf  eine  durch  i und  q gelegte  Ebene.  Wir  folgern  hieraus,  dass 
der  Punkt  (p,  t)  ein  eigentlicher  Doppelpunkt,  eine  Spitze  oder 
ein  isolirter  Punkt  ist,  jenaehdem  eine  durch  die  Normale  in  P 
und  die  Gerade  p gelegte  Ebene  mit  der  Kcgelfläche  K zwei 
reelle  sich  schneidende  oder  zusammenfallende  oder  zwei  imagi- 
näre Gerade  gemein  hat.  Ganz  Gleichlaufendes  gilt  fiir  den  Punkt 
(q,  t).  Von  Wichtigkeit  ist  hier  folgende  Bemerkung.  Fiir  einen 
jeden  Punkt  der  Projection  mit  Ausnahme  der  zuletzt  betrachte- 
ten Doppelpunkte  liefert  die  Gleichung  I.  einen  bestimmten  Werth 
von  i , so  dass  es  nur  fiir  diese  Punkte  unentschieden  bleibt,  ob 
ihnen  ein  reeller  Punkt  der  Durchschnitts-Curve  entspreche.  Es 
röhrt  dies  von  dem  Umstande  her,  dass  die  Gleichung,  welche 
durch  Substitution  des  aus  I.  gewonnenen  Werthes  von  : in  die 
Gleichung  II.  erhalten  wird,  zur  Herstellung  der  Gleichung  C.  mit 
dem  Factor  t multiplicirt  wurde.  Wenn  nun  aber  der  Kegel  K 
von  der  Ebene  p = 0 in  zwei  reellen  Geraden  geschnitten  wird, 
so  trifft  die  Gerade  (p  = 0,  < = 0)  dis  Kegelfläche  in  zwei  Punk- 
ten, deren  gemeinsame  Projection  in  den  Doppelpunkt  (p.l)  lallt 
Sind  aber  die  Geraden,  die  jenen  beiden  Oertern  gemein  sind, 
imaginär,  so  sind  es  im  Allgemeinen  auch  die  Durchschnitte  der 
Geraden  (p  = 0,  /=0)  und  des  Kegels  K,  während  jedoch  ihre 
reellen  Projectionen  in  den  Punkt  ( p , I)  fallen.  Nur,  wenn  im 
Besonderen  der  Kegel  in  zwei  imaginäre  Ebenen  zerfallt , und 
deren  reelle  Durchschnittslinie  die  Gerade  (p=0,  f = 0)  trifft, 
entspricht  dem  isolirten  Punkte  (p,i)  ein  reeller  Punkt  der  Durch- 
schnitts - Uurve,  der  ebenfalls  ein  Einsiedler  ist.  Besteht  also  die 
Durchschnitts-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  nicht  aus  zwei  ebenen  t'urven , so  entspricht  einem 
isolirten  Punkte  ihrer  Projection  auf  die  Tangential-Ebene  des 
Doppelpunktes  kein  reeller  Punkt  der  Cune.  — Das  Factum, 
dass  für  die  den  Doppelpunkten  entsprechenden  Punkte  der  Curve 

— und  — =s  v ist,  bietet  ein  leichtes  Mittel  dar  die  Tan- 
qt  p i 

genten  jener  Punkte  zu  construiren.  — Wir  bemerken  noch,  dass, 
sn  oft  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Paraboloid  ist,  die  Fun- 
ction t dadurch,  dass  man  die  z-Axe  mit  der  Axe  des  Paraboloi- 
des  zusammenfallen  lässt,  auf  eine  Constante  reducirt  wird.  Pro- 
jicirt  man  also  nach  der  Richtung  jener  Axe , so  verliert  die  Cun  e 
C.  zwei  ihrer  Doppelpunkte,  und  cs  bleibt  nur  mehr  der  Punkt 
(p , q)  als  solcher  zurück. 
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7.  Wenn,  was  den  zweiten  der  zu  Anfang  der  vorigen 
Nummer  aufgezählten  Fälle  ausmacht,  die  Linie  q mit  der  Liuie 
P zusammenlallt,  so  stellt  die  Gleichung  I.  im  Allgemeinen  einen 
Kegel  dar,  dessen  Singularität  durch  den  Punkt  (p,  t)  geht,  und 
der  von  der  hbcne  /= 0 und  der  Ebene  xi/  in  zwei  zusammen- 
fallenden Geraden,  und  zwar  von  der  ersteren  in  solchen,  die  der 
:-Axe  parallel  sind,  von  der  zweiten  in  den  zusammeuiallenden 
Geraden  p und  q geschnitten  wird.  Die  Gleichungen  der  Flächen 
<P  und  a lassen  sich  durch  gehörige  Wahl  der  in  der  Ebene  x y 
durch  P gehenden  Geraden  o uniformen  in: 

d>=/r4  + <i= 0,  K=(/J/»2+yo2)  F«:a+«r=:0, 

woraus  sich  für  die  Projection  der  Durchschnitts-Curve  folgende 
Gleichung  ergibt: 

V.  ap*  -f  ßp2P  -\-yo2l% — paut  = 0. 

In  dem  allgemeinen  Falle,  d.  i.  wenn  t sowohl  als  auch  p und  o 
eine  Gonstante  aufweist,  uud  souach  0 einen  Kegel  darstellt,  ge- 
hört die  Gleichung  C.  einer  Gurve  des  vierten  Grades  mit  zwei 
Singularitäten  an,  von  denen  die  eine  in  dem  Doppelpunkte  (p,o), 
die  andere  darin  besteht,  dass  sich  zwei  Gurvenzwcige  in  dem 
Punkte  (p  = 0,  t—0)  berühren-,  von  den  drei  im  allgemeinsten 
Falle  zum  Vorschein  kommenden  drei  Doppelpunkten  fallen  die 
beiden  auf  t befindlichen  zusammen.  Die  Tangenten  des  ersteren 
Punktes  fallen  wiederum  mit  den  Durchschnitten  des  Kegels  K 
uud  der  Ebene  xy  zusammen,  wie  in  den  Fällen  der  vorhergehen- 
den Nummer:  die  gemeinsame  Tangente  der  sich  tangirenden 
Gurvenzwcige  ist  die  Gerade  t.  — Geht  die  letztere  Gerade  durch 
den  Punkt  P.  so  treffen  sich  die  Singularitäten  der  beiden  Kegel- 
flächen, da  sich  denn  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung  C.  in 
vier  Factoreu  des  ersten  Grades  zerlegen  lässt  und  die  Projection 
wie  die^Durchscbnitts-Curve  selbst  in  vier  gerade  Linien  übergeht. 
— Die  Fläche  <S>  geht  in  einen  hyperbolischen  Gylinder  über, 
wenn  die  Gerade  t der  Geraden  p parallel  wird.  Die  Axe  dieses 
Cylinders  läuft  mit  i und  p parallel,  und  die  Gleichungen  seiner 
asymptotischen  Ebenen  sind,  wenn  t=np  -p  »j  ist, 

tezg-f  i)=0  und  7tp  -frt2i  — ij=0. 

Dadurch,  dass  der  Berührungspunkt  (p,  l)  zweier  Aeste  auf  t 
unendlich  weit  rückt,  fallen  in  diese  Linie  zwei  Asymptoten  der 
Curve,  oder,  was  dasselbe  besagt,  es  wird  t eine  vierpunktig 
osculirende  Asymptote  der  Curve.  — ■ Die  Fläche  kann  endlich 
in  einen  parabolischen  Gylinder  nusarten,  was  eintritt,  sobald  sich 
t auf  eine  Constante  zurückzieht.  Die  Gleichung  Cv.  bringen  wir 
dann  auf  die  Form 


p'1  rs  + (0/>9  + yo2)  g = 0 , 

und  ersehen  aus  ihr,  dass  zwei  der  Asymptoten  der  Curve  mit  p 
zusammenfallen,  während  die  beiden  ändernden  singulären  Punkt 
durchsetzen.  Die  Grund-Gurve  besteht  in  dem  Durchscbnite  der 
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Ebene  xg  and  des  Kegels  AL  — Was  den  unmittelbaren  Einfittss 
de»  Kegel-  K auf  die  Gestalt  der  Projection  betrifft,  so  tritt,  wenn 
u verseht*  indet,  an  die  AieWe  der  Gleichung  C.  die  foi sende : 

Lf.  ßp*t  + jtrl  — p*u—0. 

Sie  gehört  einer  ( arte  des  dritten  Grades  an,  die  in  (/>=0.  o=0) 
einen  Doppelpunkt  besitzt,  and  ton  der  Geraden  t in  deren  Durch- 
schnitt mit  p berührt  wird.  — Geht  der  Kegel  K in  iw*i  Ebenen 
über,  so  besteht  die  Projection  ans  zwei  Kegelschnitten,  die  sich 
im  Allgemeinen  im  Punkte  P schneiden,  wahrend  sie  in  dem 
Punkte  (p,  t)  von  der  Geraden  t gleichzeitig  berührt  werden-  — 
Für  eine  -pecicllere  Unterscheidung  der  hier  möglichen  Fälle  ist 
in  den  obigen  Bemerkungen  eine  Ueberbltck  gewahrende  Grund- 
lage gegeben. 

8.  Die  Betrachtungen  und  Entwicklungen  der  sechsten  Nam- 
mer  übertragen  sich  leicht  auf  die  dritte  Art  der  Curven,  welche 
den  Vorwurf  dieser  Abhandlung  ansmachen,  auf  diejenigen  näm- 
lich, welche  sich  durch  den  Entstand,  dass  die  beiden  Geraden 
p und  q , die  in  der  Gleichung  I.  in  F.ridenz  treten,  imaginär  wer- 
den, zusammenreihen.  Die  Fläche  <P  ist  alsdann  im  Allgemeinen 
ein  elliptisches  Hyperboloid.  Dasselbe  wird  von  der  Ebene  xy 
im  Punkte  /■*  berührt,  und  mit  einer  Seite  seines  Asvmptoten- 
Kegels  lauft  die  i-Ase  parallel.  Die  Gleichung  der  Projection 
lässt  sich  wiederum  auf  die  Form  C.  bringen,  und  wir  ersehen 
aus  ihr.  dass  von  den  drei  Doppelpunkten,  welche  jener  im  All- 
gemeinen zukommen,  hier  nur  einer,  nämlich  P,  reell  wird,  wäh- 
rend die  beiden  anderen,  als  die  Durchschnitte  der  reellen  Gera- 
den t und  der  imaginären  Geraden  p and  q imaginär  werden. 
Die  Natur  des  ersten  Punktes  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  in  6. 
erkannt.  Die  Fläche  <D  kann  nun  erstlich  in  einen  Kegel  ausar- 
ten — ein  leicht  zu  discutirender  Fall  — ferner  auch  in  ein  ellip- 
tisches Parabolnid,  wenn  nämlich  t keine  der  Variabein  enthält. 
Wenn  letzteres  eintritt,  so  rücken  die  beiden  imaginären  Doppel- 
punkte ins  Unendliche.  Sämmtliche  Asymptoten  der  Curve  wer- 
den imaginär,  und  zwar  bestimmt  sich  der  eine  Asyuiptoten-Punkt 
durch  die  Gleichungen 


p— 0,  v=0 

und  der  zweite  durch  solche  von  der  Form 

p -|  (mfnf)  =0,  7 -f(rn— ni)=0. 

Da  die  Modificationen  der  Projection,  welche  eine  Folge  der  Ver- 
änderung des  Kegels  K in  Gestatt  und  Lage  sind,  leicht  über- 
sehen werden  können,  und  überdies  in  den  Betrachtungen  der 
sechsten  Nummer  ihr  Analogon  fiuden,  so  überheben  wir  uns  ihrer 
Angabe. 

9.  Es  erübrigt  nun  noch  den  in  5.  bezeichncten  Ausnahiue- 
fall  zu  betrachten,  dessen  Charakter  darin  besteht,  dass  ? eine 
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homogene , k eine  nicht  homogene  Function  des  ersten  Grades 
darstetlt.  Auch  hier  nimmt  die  Gleichung  der  Projection  die  Form 
C.  an,  unter  der  Voraussetzung  jedoch,  dass  jetzt  t homogen, 
u aber  als  mit  einer  Constanten  versehen  gedacht  werde.  Die 
Gleichung  C.  stellt  dann  ersichtlich  eine  f’urve  des  vierten  Gra- 
des dar,  die  in  P einen  dreifachen  Punkt  besitzt;  alle  drei  Dop- 
pelpunkte des  allgemeinen  Falles  sind  in  einen  einzigen  Punkt 
zusamniengertickt.  Die  Curve  w ird  in  ihrem  dreifachen  Punkte 
von  den  Geraden  p,  q und  t berührt.  Was  die  Bedeutung  der 
Gleichungen  I.  und  II.  betrifft,  so  stellt  O einen  Kegel  dar,  des- 
sen eine  Apotheme  mit  der  Normalen  in  P,  mit  der  z-Axe,  coinci- 
dirt  Die  Gleichung  II.  aber  kann  irgend  einer  Flache  des  zwei- 
ten Grades,  die  Kegelfläche  ausgeschlossen,  angeboren.  Wir  be- 
merken schliesslich  noch,  dass,  wofern  man  die  im  Obigen  immer 
beibehaltene  ausgezeichnete  Projections-Ebene  aufgehen  will,  die 
Durchschnitis-Curve  zweier  Flächen  des  zweiten  Grades  mit  einem 
Doppelpunkte  im  Allgemeinen  immer  so  prnjicirt  werden  kann, 
dass  die  Projection  einen  dreifachen  Punkt  erhält;  man  braucht 
zu  dem  Ende  nur  als  Projections-Ebene  eine  solche  anzunehmen, 
die  durch  den  Doppelpunkt  geht  und  auf  einer  Seite  des  die 
Durchschnitts-Curve  aulnehmenden  Kegels  senkrecht  steht,  oder 
allgemeiner  noch:  man  braucht  nur  als  Projections-Ricbtung  die 

einer  Geraden  zu  wählen,  welche  den  Doppelpunkt  mit  irgend 
einem  anderen  Punkte  der  Durcbscbuitts-Curve  verbindet. 
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Einige  Sätze  aus  der  Zahlenlebre. 

(Frei  nach  den  Annales  de  Mathematiques  von  Terquem. 
Septembre  1849.) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schale  xn  Carlerahe. 


«•  1. 

Wie  viel  Ziffern  sind  in  der  Reihe  der  Zahlen  von  1 bis 

Von  10*  bis  10"!-1— 1 sind  offenbar  10*+»  — 10*  =9.10*  mal 
n + 1 Ziffern,  also  im  Ganzen 

9(n  +1).  1 0"  = 9n.  10»  + 9. 10*. 

Die  verlangte  Summe  ist  also 


£ (9n . 10"  -f-  9. 10") , 


h o £ bedeutet,  dass  man  n alle  Werlhe  von  0 bis  n beilegen  soll. 

Nach  den  in  Theil  VII.  Abhandlung  XLV1I.  oiedereeleeten 
Grundsätzen  erhält  man : 8 ^ 


•T(n+l)x*  = 
o 


also  für  r=»,  10=ar: 

9.  £(n  + l)a:B  = 


l—^r+l — (r-fl)(l—  x)jf+l 
(1-*)* 

1-10"+» -f  (n+l).9.10*H 


9 


10»+ » I 

=(»+l).10-+»-—  fj 


welches  die  verlangte  Anzahl  ist. 
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5-  2. 

Man  soll  die  Anzahl  der  Ziffern  linden,  die  in  der  Reihe  der 
Zahlen  von  1 bis  2V  enthalten  sind. 


Sei  10*  f*  und  <10°+*,  also  = 10"f1+£.  Von  1 bis 

10«+ 1 — 1 8ind  ($.1.)  (n-J-l).10"+ 1 g Ziffern ; nun  sind  noch 

1- 1 Zahlen  von  10'f1— 1 bis  2V,  jede  von  n+2  Ziffern;  dem* 
nach  bat  man  im  Ganzen 

I0»+i 1 

(i»+l).10»+* g — ^ + (Ä+J)(n+2) 

Ziffern.  Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  k auch  Null  sein  darf. 


§•  3. 

Man  schreibe  alle  Zahlen,  von  1 an,  in  eine  Linie  von  rechts 
nach  links,  eine  nach  der  andern;  welche  Ziffer  ist  an  einer  ge- 
wissen Stelle,  von  rechts  her  gerechnet? 

Man  verlange  z.  B.  die  Ziffer,  welche  die  1849ste  Stelle  ein- 
ninimt.  Diese  Ziffer  gehört  zu  einer  gewissen  Zahl,  die  man  zu- 
erst aufzusuchen  hat,  und  die  so  beschaffen  ist,  dass  die  Anzahl 
der  Ziffern  aller  Zahlen  vor  ihr,  die  von  ihr  zugehörigen  mitge- 
rechnet,  1849  beträgt.  Sehen  wir  zuerst,  ob  sie  unter  den  Zah- 
len I0"H—1  enthalten  ist.  Die  Summe 

Iftn+i 1 

(«+l).10-+> g giebt  für  n=l:  189, 

»=‘2:2889. 

Die  Zahl  liegt  also  zwischen  99  und  999;  in  der  Summe  ($.  2.) 
muss  also  n=l  sein,  und  k so,  dass 

2.10*-  ~ - + (4+l).3  = 1849, 

d.h.  (A+l)3.=1660,  £=^=552.*; 

demnach  ist  in  §.  2.  iV=10*+552  = 652.  Allein  (V=652,  also 
£=552  und  n—  1 entsprechen 

10*— 1 

2.10* — — jj—  + (553)  3=  1848 

Ziffern;  die  1849ste  ist  also  die  erste  Ziffer  rechts  der  folgenden 
Zahl,  d.  h.  der  Zahl  653;  die  1849ste  Ziffer  ist  also  3.  (Tn  den 
Nouvelles  Annales  ist  hierin  eine  Unbestimmtheit.) 
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S-  4. 

Man  betrachte  die  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

und  deren  Glieder  man  findet,  wenn  man  hier  n=l,  2,  3,...  setzt, 
wodurch  man  erhallt: 

1,  2,  3,  6,  8,  13, (1) 

Nach  den  in  Theil  VII.  S.  434.  entwickelten  Grundsätzen 
findet  man,  dass  diese  die  Reihe  ist,  die  man  aus 

1 -f  x 

1 — x-~x* 

erhält,  wenn  man  darin  ara=l  setzt  Zugleich  folgt  hieraus,  dass 
drei  auf  einander  folgende  Glieder  dieser  Reihe  durch  folgende 
Gleichung  bestimmt  werden: 

+ <rB (2) 

Die  nächste  Frage  sei  nun  die,  wie  viel  von  den  Zahlen  der 
Reihe  (1)  die  nämliche  Anzahl  Ziffern  habe? 

Wir  wollen  die  Reihe  abtheilen  in  Gruppen,  so  dass  die  Zah- 
len der  ersten  Gruppe  mit  1 , die  der  zweiten  mit  2,  der  dritten 
mit  3 u.  s.  f.  Ziffern  geschrieben  werden.  Betrachten  wir  nun  die 
(m+l)te  Gruppe  und  nehmen  von  ihr  an,  ihre  zwei  ersten  Glieder 
seien  10" +<-1,,  2.10“  | wo  A,  und  beide  kleiner  sind  als 
10“,  d.  h.  nehmen  wir  an,  die  erste  Zahl  enthalte  als  erste  Ziffer 
links  1,  die  zweite  als  solche  Ziffer  2,  so  würden  nach  obigem 
Gesetze  (2)  die  fünf  folgenden  Zahlen  sein: 

3.10“  |-,4|+,4, , 5.lö®-f  d|-f2dj,  SdO1* 2 . dj -f 3d*, 

13.10“  + 3J,  + 5 At,  2l7l0“  + SA,  + 8 At; 

wenn 

A, + /4,<10«, 

oder 


4.10“  + «,.  6.IO“+ßl+^1,  10“f‘+2ß,+.4,,  16.10“+3ß,  + 2,4,. 
wenn  A , + ,-l2“  10“,  wo  dann  B,  <10“.  Daraus  folgt,  dass  diese 

Gruppe  höchstens  fünf,  mindestens  aber  vier  Glieder  habe.  Fünf 
Glieder  wird  diese  Gruppe  haben,  wenn  A,  + /4,  <10“  und 
2/1,  + 3 ,42<2.  IO“,  in  welchem  Falle  das  erste  Glied  der  folgenden 
Gruppe  mit  I,  das  zweite  mit  2 anfängt.  Wäre  aber  zugleich 

2,-1,  + 3,44~2.10“,  so  hätte  die  Gruppe  bloss  vier  Glieder,  das 

erste  Glied  der  folgenden  Gruppe  finge  jedenfalls  mit  1 , und  das 
nächste  gleichfalls  mit  I an.  Man  hätte  nämlich,  wenn 

2/4,  + 3.4,  < 2. 10“,  auch  3,4,  + 4,4,  <3. 10“  15,4, + 7.4,  <5. 10- 

3.4,  + 5At  < 4.10“  | SA,  + 8,4,  < 0.10- 

^2.10 

2.4,  +3.4,  <3  J0  auch  3jii+4Ai<  4 io»  5,4j  + ?+,  < 7.10* 

3.4,  + 5,4,  <5.10“  SA,  +8/4,  <8.10«; 
ist  aber  A,  + ,4,^  10”,  so  ist  B,  <10“  und  die  Gruppe  bat  blos* 
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vier  Glieder.  Das  erste  Glied  der  folgenden  Gruppe  fängt,  da 
'2 Hi  +-4l<10”t1,  mit  1,  das  zweite  kann  mit  1 oder  2 anfangen. 

Ist  24, +34* <2. 10”,  also  34,  + 54*<4.10”, 

so  ist 

I3.101"  + 3 A.  + 54a  = 10”+ 1 + C„  Ci  =3.10”  +3.4,  + 54, 

C,  < 10"+» 

21.10”  + 54  +84=2.10”+»  + C„  C.  = 10”  + 54  +8 4,, 

C*<  10”M; 

ist 

24, +34 2=2.10“.  so  ist8.10"+24l+34,==l0“+1+A.A<10”l1 

13.10“ +34,  + 54.,<2.10”+»; 
ist 

4,  + 4,~  10“,  so  ist  2 Bi  + 4.,  < 10“+*, 

3/2,  +24  , <5.10”. 

Aus  Allem  folgt,  dass  wenn  die  zwei  ersten  Glieder  einer 
Gruppe  durch 

10”  + 4„  2.1»”  +4„  4,  < 10”,  4»  < 10", 

dargestellt  werden  können,  diese  Gruppe  entweder  vier  oder  fünf 
Glieder  hat,  und  dass  die  zwei  ersten  der  folgenden  Gruppe  durch 

I0"t 1 + /?,,  2. 10”  1 1 + Bt,  ß,  < 10”+‘,  .B,  < 10”!  > 

dargestellt  werden,  wobei  sogar  B.:  negativ  sein  kann.  Wäre  oben 
4,  negativ  gewesen,  so  hätten  offenbar  alle  Schlüsse  um  so  mehr 
Statt  In  diesem  Falle  hätte  die  Gruppe  sogar  fünf  Glieder. 
Da  nun  die  erste  Gruppe  (m=0),  1,  2,  3,  5,  8 ist,  also  ihre  zwei 
ersten  Glieder  der  Bedingung 

10”  + 4l,  2.10” + 4*,  4,  <10™,  4*  < 10” 

genügen,  so  genügen  in  allen  Gruppen  die  zwei  ersten  Glieder 
dieser  Bedingung,  wobei  bemerkt  werden  muss,  dass  oft  42  ne- 
gativ sein  kann,  d.  h.  das  zweite  Glied  auch  noch  mit  1 anfangen 
kann ; eine  solche  Gruppe  hat  dann  nothwendig  fünf  Glieder,  wäh* 
reud  jede  andere  mindestens  vier,  höchstens  fünf  hat  (Der  Be- 
weis in  den  Annales  ist  ganz  ungenügend.) 

§-  5. 

Eine  weitere  Frage  in  Bezug  auf  die  Reihe  (1)  wäre  die,  wenn 
ein  Glied  der  Reihe  gegeben  wäre , zu  finden,  das  wievielte  es  seil 
Offenbar  kann  man  diese  Aufgabe  vermittelst  der  Form  des 
allgemeinen  Gliedes  lösen.  Allein  man  kann  auch  anders  verfah- 
ren. Es  habe  die  gegebene  Zahl  p Ziffern,  so  gehört  sie  in  die 
pte  Gruppe  (§.  4.).  Hätte  jede  Gruppe  fünf  Glieder,  so  wäre  das 
gegebene  Glied  eines  derer  vom  (5p— 4)ten  bis  zum  5pten;  hätte 
jede  Gruppe  bloss  vier,  so  wäre  das  gegebene  Glied  eines  derer 
vom  (4p— 3)ten  bis  zum  5pten.  Da  es  aber,  wie  man  sich  leicht 
überzeugen  wird,  mindestens  drei  Gruppen  von  fünf  Gliedern  giebt, 
so  sieht  man  leicht,  dass  das  gegebene  Glied  mindestens  das 
4pte,  höchstens  das  5pte  ist  Setzt  man  also  in 
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V 5 


für  n alle  ganzen  Zahlen  von  4 p bis  5 p,  so  wird  einmal  der  Werth 
des  gegebenen  Gliedes  herauskommen  und  man  wird  also  n linden 


Da 

und  auch 


§.  6. 

o»+*  = a»+i  + on 

Hn-l  = 0*4-1 — Cf«, 


so  folgt  hieraus,  dass  zwei  auf  einander  folgende  Glieder  keinen 
Faktor  gemeinschaftlich  haben  können,  der  grösser  als  1 ist,  da, 
wie  man  aus  vorstehenden  Gleichungen  ersehen  kann,  sonst  sämnit- 
liche  Glieder  diesen  Faktor  hätten.  Da  aber  die  drei  ersten  t,  9, 
3 keinen  solchen  Faktor  haben,  so  ist  diess  unmöglich.  (Die  Anna- 
les  behaupten,  alle  Glieder  seien  zu  einander  tbeilerfremd , -was 
falsch  ist.) 

Macht  man  die  gleiche  Rechnung,  als  wenn  man  den  grössten 
gemeinschaftlichen  Theiler  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden 
Gliedern  suchen  wollte,  so  werden  die  nach  einander  zum  Vorschein 
kommenden  Reste  offenbar  alle  den  zwei  vorangegangenen  Glieder 
sein,  d.  h.  die  Anzahl  der  nöthigen  Divisionen,  bis  der  Rest  0 
erscheint,  wird  angegeben  durch  den  Rang  des  geringeren  Gliedes. 
Nimmt  man  also  z.  B.  das  19te  und  20ste  Glied,  so  sind  19  Divi- 
sionen nüthig. 

$•  7. 

Sind  zwei  Zahlen  zwischen  zwei  auf  einander  folgenden  Glie- 
dern der  Reihe  enthalten,  so  kann  keine  das  Doppelte,  oder  mehr  als 
das  Doppelte  der  anderen  sein.  Denn  aaf-2  selbst  ist  <'2on.fi. 
Eben  so  ist  der  Unterschied  jener  zwei  Zanlen  kleiner,  als  das 
Glied  der  Reihe,  das  den  genannten  zwei  vorangeht.  Denn  sind 
die  zwei  Zahlen  zwischen  Anti  und  0*42  enthalten,  so  ist  ihr  Un- 
terschied kleiner  als  0*42  — a„fi,  d.  h.  kleiner  als  o* ■ 

6.  8. 

* 

Sucht  man  den  grössten  gemeinschaftlichen  Theiler  zweier 
Zahlen,  so  hat  man  nicht  mehr  l)ivisionen  zu  machen,  als  durch 
die  fünffache  Zifferanzahl  der  kleineren  Zahl  angegeben  ist,  bis 
man  den  Rest  0 erhält. 

Sei  P die  kleinere  Zahl,  K der  erste  Rest,  und  sei  P zwi- 

P—  . P 

sehen  a*  und  0*4.1;  wenn  2,  so  ist  Ä<o*(§.  7.);  ist  ^,<2,  so 

kann  R zwischen  o„  und  anfi  sein  ($.  7.);  aber  alsdann  ist  der 
folgende  Rest  P—  Ä<oM_i  ($.  7.)  ; daraus  folgt,  dass  man  nicht 
mehr  male  zu  dividiren  habe,  als  wenn  es  sich  um  die  Zahlen  a, 
und  o,i fi  handelt,  d.  h.  nicht  mehr  als  »mal  (§.  6.).  Hat  o*  nun 
p Ziffern,  so  ist  n nicht  grösser  als  3 p (§.3.),  also  hat  man  nicht 
mehr  als  5p  mal  zu  dividiren.  Da  die  Zahl  der  Ziffern  von  P 
nicht  kleiner  als  p ist,  so  ist  damit  der  Satz  bewiesen. 

.idnvLJu 
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L\I 

Literarischer  Bericht. 


Geometrie. 

Der  Jahresbericht  für  die  Mitglieder  der  Hambur- 
gis  ch  en  m at  h e m a f is  ch  en  G c sei  Iscli  a ft  für  1850  enthält  aus- 
ser den  Notizen  über  die  Schicksale  der  Gesellschaft  einen  recht  interes- 
santen Aufsatz  von  Herrn  Conferenzrath  Schumacher  in  Altona: 
„Leber  die  geometrische  Trisection  des  Winkels“, 
näherungsweise  durch  fortgesetztes  Halbiren.  Selbst  für  den  Ge- 
brauch als  Uebung  bei  dem  geometrischen,  und,  weil  unendliche 
Reihen  dabei  in  Anwendung  kommen,  auch  bei  dem  arithmetischen 
Unterrichte  auf  Schulen,  möchten  wir  diesen  Aufsatz  Lehrern  der 
Mathematik  zur  Berücksichtigung  anempfehlen.  Die  beigegebene 
sehr  saubere  Zeichnung  ist  von  der  bekannten  höchst  kunstgeübten 
Hand  Herrn  August  Rcpsold's  verfertigt. 


istronomie. 

Aus  C.  L.  von  Littrow’s  Kalender  für  alle  Stände. 
1851.,  der  bekanntlich  immer  viel  Lehrreiches  enthält,  und  zur 
weiteren  Verbreitung  nützlicher  Kenntnisse  sich  sehr  geeignet  er- 
weiset, ist  ein  kleines  sehr  hübsches  Kärtchen  über  die  Erschei- 
nungen der  am  'iftsten  Juli  1851.  eintretenden  grossen  Sonnenfin- 
sterniss,  welche  in  Europa,  Asien  und  Amerika  sichtbar  sein  wird, 
nebst  einer  zweckmässigen  Erläuterung  seines  Gebrauchs , beson- 
ders abgedruckt  erschienen.  Wir  machen  alle  Liebhaber  der  Astra- 
ntie auf  dieses  Kärtchen  aufmerksam,  da  jeder  Beobachterderin  Rede 
stehenden  merkwürdigen  Erscheinung , der  nicht  gerade  genaue 
Rechnungen  seihst  anzustellen  Willens  ist,  von  diesem  Kärtchen 
nebst  seiner  Erläuterung  gewiss  vortheilhaften  Gebrauch  machen 
wird.  Die  Linie  der  centralen  Verfinsterung  gebt,  uni  nur  ein 
Paar  grössere  Städte  zu  erwähnen,  nach  diesem  Kärtchen  über 
Ostrolenka,  zwischen  Elbing  in  Westpreussen  und  Brauns- 
berg in  Ostpreusseu  hindurch,  auch  nicht  weit  von  Danzig  und 
Gothenburg  in  Schweden  vorbei.  Königsberg  liegt  noch  in 
der  Zone  der  totalen  Verfinsterung,  nicht  weit  von  deren  nördlicher 
Gränze.  so  wie  auch  Warschau  noch  innerhalb  der  Zone  der 
totalen  Verfinsterung  nicht  weit  von  deren  südlicher  Gränze  liegt. 
Gerade  auf  der  nördlichen  Gränze  der  totalen  Verfinsterung  liegt 
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z.  B.  Goldapp  in  Ostpreussen.  Dagegen  gerade  auf  der  südli- 
chen Gränzc  rler  totalen  Verfinsterung  liegen  z.  B.  Tarnopol, 
Lublin,  Block,  llelsingburg.  Zwar  schon  ausserhalb  der 
Zone  der  totalen  Verfinsterung,  aber  doch  nicht  weit  von  deren 
südlicher  Grlinze,  liegen  Thorn  in  Westpreussen , Bromberg 
im  Grosshcrzogthiim  Bosen , Cb  eslin  in  Hinterpommern,  Y stadt 
und  Mal  m oe  in  Schweden,  Kopenhagen;  etwas  weiter  von 
dieser  Gränze  Odessa  und  Lemberg.  Für  Greifswald  wird 
noch  ein  sichelförmiges  Stück  der  Sonne,  dessen  grösste  Breite 
etwa  '/ja  des  Durchmessers  der  Sonne  beträgt,  erleuchtet  bleiben, 
oder  die  Verfinsterung  wird  hier  etwa  11*/,  = 11,7  Zoll  betragen. 
Der  Anfang  der  Finsterniss  wird  hier  in  Greifswald  etwa  um 
3*.  4'"  mittlerer  Zeit  eintreten;  für  Wien  ist  die  Dauer  der  Finster- 
niss 2 Stunden  3 Minuten,  und  nimmt  man  nun  den  Längenunter- 
schied zwischen  Greifswald  und  Wien  nach  der  Counais- 
sunce  des  temps.  1850.  2*/a  Grad  an,  so  ist,  da  Greifswald 
westlich  von  Wien  liegt,  für  ersteren  Ort  die  Datier  der  Pioster- 
niss  2 Stunden  3 Minuten  plus  2*/*.  % Minuten =2  Stunden  3 Mi- 
nuten t l'/j  Min.  =2  St.  4*/t  Min.,  so  dass  also  das  Ende  der 
Finsterniss  in  G reifswald  etwa  um  5*.  8**,  5 mittlerer  Zeil  statt- 
finden wird.  Man  sieht  aus  diesem  Beispiele,  wie  leicht  man 
mittelst  dieses  Kärtchens  die  Hauptumstäude  der  Finsterniss  für 
seinen  Wohnort  im  Voraus  bestimmen  kann,  wenigstens  mit  einer 
Genauigkeit,  die  zur  gehörigen  Vorbereitung  auf  die  Beobachtun- 
gen hinreichend  ist.  Herr  von  Littrow  verdient  daher  lur  die 
Veröffentlichung  dieses  hübschen  Kärtchens,  auf  das  wir  nochmals 
alle  Liebhaber  der  Astronomie  aufmerksam  machen,  den  w ärmsten 
Dank,  und  wird  durch  dasselbe  der  am  28.  Juli  nächsten  Jahres 
zu  erwartenden  merkwürdigen  Erscheinung  gewiss  viele  Beobach- 
ter, die  wenigstens  mit  einer  guten  Taschenuhr  versehen  sein 
müsseo,  gewinnen. 


Physik. 

Lehrgang  der  in echa ni sehe n N a t u r leh re  für  höhere 
U n terrich  t sansla  It  en  von  Dr.  G.  Karsten,  B rofessor  der 
Bhvsik  au  der  Universität  und  an  der  Marineschule 
zu  Kiel.  Erste  Abtheilung.  Allgemeine  Physik.  Mit 
C K up fer t nl'el n.  Kiel.  1851.8. 

Wenn  auch  dieses  Lehrbuch  für  höhere  UnterriclitsanstaJteu 
überhaupt  bestimmt  ist,  so  ist  sein  nächster  Zweck  doch  der,  auf 
der  neugegründeten  .Ncekadettrnschiile  in  Kiel  dem  physikalischen 
Unterrichte  als  Grundlage  zu  dienen.  Deshalb  hat  der  Herr  Vf. 
mit  vollem  liechte  in  Bezug  auf  Statik,  Mechanik  und  Maschinen- 
lehre den  Kreis  dieses  Werkes  bedeutend  weiter  gezogen,  ais 
dies  sonst  in  physikalischen  Lehrbüchern  zu  geschehen  pflegt. 
Denn  es  enthält  dieses  Buch  nicht  bloss  die  Lehre  von  den  so- 

f'enanuten  einfachen  Maschine»  oder  mechanischen  Potenzen  ziem- 
ich  vollständig,  sondern  es  sind  auch  alle  übrigen  Maschinen, 
welche  auf  .Schiffen  und  bei’m  Schiffbau  Anwendung  finden  möch- 
ten, mit  einer  für  den  vorliegenden  Zweck  ausreichenden  Voll- 
ständigkeit betrachtet  worden , ohne  mehr  mathematische  Kennt- 
nisse, als  die  gewöhnlichsten  Elementarlehren  der  reinen  Mathe- 
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inatik  vorauszusetzen.  Wenn  wir  aber  auch  in  der  Mechanik 
fester  Körper  das  Buch  für  hinreichend  vollständig  halten,  so 
scheint  uus  in  der  Hydrostatik  und  Hydrodynamik  zu  wenig  gege- 
ben zn  sein.  Demi  was  in  §.  130.  iiher  die  Lehre  vom  Metacentrum, 
welche  ja  für  den  Schiffbau  riicksichtlich  der  Bestimmung  der  Stabi- 
lität oder  Steife  der  Schiffe  so  unendlich  wichtig  ist,  gesagt  wor- 
den ist,  halten  wir  In  Bezug  auf  den  Hauptzweck  des  Fluchs  doch 
in  der  That  für  zu  wenig  und  zu  ungenügend;  und  eben  das- 
selbe gilt  von  $.  147.,  wo  der  Herr  Vf.  von  dem  Widerstande 
flüssiger  Körper  gegen  in  ihnen  bewegte  feste  Körper  bandelt,  von  der 
ja  auch  eine  Menge  der  wichtigsten  nautischen  Hauptlehren,  z.  B. 
die  Lehre  von  der  Abdrifft,  die  Lehre  von  der  vortheilhaliesteu 
Steilung  der  Seegel,  die  Lehre  vom  Seegelpunkte  u.  s.  w.  u.s.  w. 
lediglich  abbaugen.  Geben  wir  auch  gern  zu,  dass  sich  rücksichtlich 
des  Widerstandes  der  Herr  Vf.  in  einiger  Verlegenheit  beluuden 
haben  mag,  da  diese  Lehre  allerdings  noch  aui  sehr  unsicheren 
Grundlagen  beruhet,  so  durfte  er  doch  diejenigen  Sätze  nicht  un- 
erwähnt lassen,  die  von  den  renommirtesten  Lehrern  der  Schiffs- 
baukunst, z.  B.  von  Chapman,  Duhamel  de  Monceau,  u. 
s.  w.  allgemein  recipirt,  und  in  der  That  keine  anderen 
sind,  als  die,  von  denen  schon  Johann  Bernoulli  in 
der  sehr  schönen  Schrift:  „Essai  d’une  nouvelle  theorie 
de  la  manoeuvre  des  vaisseaux.  (Opera  omnia.  Tom.  11. 
pag.  10.)  ausging,  und  die  auch  später  Leonhard  Euler  sowohl 
in  der  Scientia  navalis,  als  auch  in  der  Theorie  de  la 
construction  et  de  In  manoeuvre  des  vaisseaux  zur 
Grundlage  seiner  Untersuchungen  machte.  Auch  hatte  wohl  hier- 
bei des  in  der  Geschichte  des  Scliiffbau's  merkwürdigen  Streits 
zwischen  Renau  und  Huygens  (zugleich  mit  Beziehung  auf 
den  ältesten  gründlicheren  Schriftsteller  über  Schiffbau , den  Pater 
Paul  Hoste,  Prof,  de  Math,  ä T oulon,  dessen  Theorie  de 
la  construction  des  vaisseaux  (697  in  Fol.  erschien) , in 
welchem  Johann  Bernoulli  zum  Schiedsrichter  angerufen  wurde, 
mit  einigen  Worten  gedacht  werden  können.  Die  für  die  Lehre 
von  der  Steife  der  Schiffe  so  wichtige  Lehre  vom  Metacentrum 
beruht  dagegen  auf  ganz  sicheren  theoretischen  Grundlagen,  und 
bedurfte  ihrer  grossen  Bedeutung  wegen  auch  selbst  in  einem 
physikalischen  Lehrbuche,  das  für  Scnifffahrtssclnden  bestimmt 
ist,  jedenfalls  einer  etwas  weiteren  Ausführung,  als  ihr  hier  ge- 
geben worden  ist.  Selbst  rücksichtlich  der  Bestimmung  des  De- 
placements enthalt  die  Hydrostatik  zu  wenig,  und  über  die  Schiffs- 
Aichung  (Jaugcage)  vermissen  wir  auch  Genügendes.  Aber  abge- 
sehen hiervon,  ist  bei  der  jetzigen  Sachlage  immer  schon  viel 
gewonnen,  wenn  ein  Buch,  wie  aas  vorliegende,  dem  physikali- 
schen Unterrichte  auf  einer  deutschen  Schifffahrtsschule  zum 
Grantle  gelegt  wird , weshalb  wir  dasselbe  herzlich  willkommen 
heissen , und  dem  Herrn  Verf.  lür  seine  Herausgabe  zu  Dank  ver- 
pflichtet  sind.  Vielleicht  wird,  was  wir  nicht'  wissen,  anf  der 
Marineschule  in  Kiel  noch  besonderer  Unterricht  in  der  Mechanik 
fester  und  flüssiger  Körper  ertheilt , wodurch  die  oben  gerügte 
nur  ganz  oberflächliche  Berührung  mehrerer  für  den  Schiffbau 
höchst  wichtiger  Lehren  in  diesem  der  Physik  im  Allgemeinen 
gewidmeten  Lehrbuche  vollständig  gerechtfertigt  erscheinen  würde. 
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W a d t i k- 

Anleitung  zum  Schiffbau  von  G.  L.  Uggla,  königli- 
chem Constructeur.  Aus  dem  Schwedischen  übersetzt 
und  vermehrt  mit  einem  Anhänge,  mehreren  Tabellen 
und  vier  Tafeln  Zeichnungen  von  Julius  Prünmel, 
Schiffs  • Architecten  (zu  Hamburg).  Hamburg.  1850. 
S°.  2 Thlr. 

Der  Inhalt  dieses  Buchs  ist,  sagt  der  Herr  Vf,  in  der  Haupt- 
sache ein  Auszug  aus  dem  Tractat  über  den  Schiffbau,  mit 
Erläuterungen  z urArchitectura  navalis  mercatoriavon 
F.  H.  von  Chapinan.  Stockholm.  1775.»)  Da  das  Werk  von 
(’hapman  sehr  deutlich,  ohne  grossen  Aufwand  mathematischer 
Kenntnisse  verfasst,  and  aus  langjähriger  vielseitiger  Praxis  ber- 
vorgegangen  ist  (Chapman  gilt  in  Schweden  immer  noch  für 
den  grössten  Constructeur,  und  Schweden  hat  sich  bekanntlich 
immer  durch  den  Bau  seiner  Schiffe  ausgezeichnet),  so  haben  sich 
sowohl  der  Herr  Verfasser  durch  die  Herausgabe,  als  auch  der 
Herr  Liebersetzer  durch  die  Uebertragung  dieses  Werkes  auf 
deutschen  Boden,  um  Jeden , der  sich  für  den  praktischen  Schiff- 
bau interessirt.  jedenfalls  ein  Verdienst  erw  orben.  Der  Inhalt  ist 
folgender:  Erklärung  der  verschiedenen  Hisse  zu  einem  Schiffe 
(Seiten  Hiss.  Planten-Kiss.  Spanten-Riss  u.  s.  w.).  — Grundsätze 
des  Schiffbaues.  — lieber  die  Lage  des  Gravitäts-Centruras  des 
Schiffes,  dessen  Enfgierigkeit  und  Steife  nebst  Berechnung  de» 
Deplacements , des  Gravitäts-Ccntrums  und  des  Metacentrums.  — 
Heber  das  Segel-Areal,  den  YVirkungspnnkt  des  Segelsystems 
und  die  Verhältnisse  des  Rundholzes.  — lieber  die  Stauung  und 
Belastung.  — lieber  das  Areal  des  Ruders  und  dessen  Breite.  — 
Technische  Benennungen  der  verschiedenen  Hauptstücke,  woraus 
ein  Schiff  zusammengesetzt  ist.  und  ihre  Verbindung  unter  ein- 
ander (in  zweckmässiger  Kürze  sehr  belehrend,  auch  für  Laien). 
— lieber  das  Rundholz.  — Der  von  dem  Herrn  llebersetzer  bei- 
gegebene Anhang  ist  vorzüglich  durch  die  vielen  vollständig  aus- 
geführten  numerischen  Beispiele  sehr  instructiv.  Möge  dieses 
Werk  zur  allgemeinen  Verbreitung  richtiger  tbeoretisi  her  und 
praktischer  Grundsätze  über  den  Schiffbau  unter  den  deutschen 
Schiffbaumeistern  kräftigst  beitragen! 


(Vergl.  auch  vorher  Physik.) 


*)  Wir  l>emrrken,  da«  von  der  französischen  Eebersetzung  diese* 
Werk«:  Traite  de  la  co  ns  t rilcti  o n des  vnisseuox  etc.  pur  F. 
El.  de  Chnpiinin.  Traduit  du  Suedois  per  H,  \ i a I du  C I air- 
bois  im  Jahre  1HJ9  eine  mit  einem  neuen  Titel  > ersehene  neue  Aus- 
gabe veranstaltet  worden  ist.  Diese  frnnzösiaehe  Eeliersetzmig  scheint 
uns  vorzüglich  cmpfchlcnswerth.  Eine  deutsche  llebersetzuog  ist,  so 
viel  wir  wissen,  nicht  erschienen. 
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XX 

lieber  den  Zusammenhang  einiger  das 
Tetraeder  betreffenden  Aufgaben. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  ßaltzer, 

Oberlehrer  an  der  Krenuchnle  zu  Dresden, 


Die  Gleichung  zwischen  den  Cosinus  der  Winkel , welche  von 
vier  beliebigen  Richtungen  im  Raume  gebildet  werden,  ist  bekannt 
und  rührt,  wie  es  scheint,  von  Sturm  her,  welcher  im  XV. Bande 
S.  330  ff.  von  Gergonne's  Annalen  dieselbe  durch  die  Methode 
der  rechtwinkligen  Projectionen  entwickelt.  Bezeichnet  man  die 
vier  Richtungen  mit x , y,  z,  r,  und  den  Winkel,  um  welchen  die 
Richtung  x in  bestimmtem  Sinne  gedreht  werden  muss,  bis  sie 
mit  der  Richtung  y (nicht  mit  der  entgegengesetzten)  zusammen- 
fallt, mit  xy  u.  s.  w.,  so  ist 

sin2^zcos*j:r  sin2t,rcosa»/r  + sinaar^cos*:r 
— 2(cosxy  - cosyicosurJcosjTcosyr—  2(cosyz— cosixcosxy)cosyrco8ir 
— 2 (coszar — cosxycosyz)  coszrcosxr 
= 1 — co8*:ry — cos 2yz — cos*ix  -f  ‘2cosxycosyzcoszx . (A) 

Die  Bedeutung  dieser  Gleichung  für  das  Tetraeder  soll  im  Fob 
genden  nachgewiesen  werden,  ßas  Tetraeder  sei  (JFGH, 

OF=f,  OG—y,  OH=h 

und  die  gegenüberliegenden  Kanten 

GH=a,  HF—b,  FG-=c. 

Theil  XVI.  » 
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I. 


OF,  OG,  OH  haben  die  Richtung  x,  y,  t,  der  Durch- 
messer d der  dem  Tetraeder  umgeschriebenen  Kugel 
habe  die  Richtung  r,  so  ist 

cosar:cosyr:cosjr:  1 zxf\g:h:d, 

mithin  nach  (A) 

/^sin2#:  -f  g2s\nhx  + A*sin*ary  — 2fg(coaxy  ~ cosyzcoazx) 

(I)  — 2gh(cosyz—cosz.rcoBXy)  — ‘lhf{co»ix — cos-rycos^:) 

=rf®(  I — cos -xy — coeP-yz— cosa::r  + 2cosarycosyzcos:x) . 

Diese  Gleichung  zur  Berechnung  des  Durchmessers  der  dem  Te- 
traeder umgeschriebenen  Kugel  aus  drei  zusammenstossendeo 
Kanten  und  deren  Winkel  hat  Legend  re  in  seinen  Elementen 
(Anm.  V.)  gegeben. 

Anmerkung  1.  Um  sammtliche  Kanten  des  Tetrae- 
ders statt  der  Winkel  in  diese  Gleichung  eiuzufiibren  , hat  man 


<7a+/ia-ria  A2  + r2  — 62  rs+„*_c3 

cosyz-  — 2gA-  • C0S2*  = 2 W~~  ’ C°SX3f= V«? 

und  giebt  der  linken  Seite  L der  obigen  Gleichung  die  Form: 

L—  f1  T <r/a  |-  lt2  — 2/ycosx y — -ghcosyz — 2A/cosjj 
+ ■i/’gcoayzcoazx — (/cos.yz-f-^cos«— Acosxy)*. 

Dann  ist 


f*  + g2  T h2  — 2/ycos.ry  — ighcoayz — Qhfcoszx 

. . caAa-«a/a-A'V  + /^o®+u2A* 

-f  4/gCUByZCOBZX  = p - — , 

, , , cVi2—  a'f'  ~ A V + -2/V 

/cosyr-f^costr  — hcnsxy  — Wgli  — 5 — ' 


und  daher 


iPg'-hflL—  \Py2u2lj*  - (c2/,4-ay*-AV)® 

~(nf  I bg  T ch)  (af  -f  bg  ~ rh)  (af- — bg\ch)  ( — af  f bg  f ck). 

Nimmt  man  hinzu,  dass,  wie  bekannt  (vgl  Anm.  2.), 
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t 9h VT — cos**/, — coslyi — eos8ir  + 2cosa"ycosy2cosix 
das  Gfaehe  Tetraeder  V bedeutet,  so  erhält  man 


(2) 

144  V*(P  = (af+bg  + ch ) (af+bg— ch)  (af-bg+ch)  (-af+bg+ch) , 

eine  Gleichung,  welche  Grelle  (Sammlung  mathem.  Aufsätze  1. 
S.  117.)  direct  entwickelt  hat. 

VVill  man  auch  V durch  die  Kanten  ausdrücken,  so  braucht 
man  nicht  bei  dem  Ausdruck  stehen  zu  bleiben,  welchen  Legendre 
a.  a.  O.  gegeben  hat,  indem  er 


<73fA3--a3  = ,f\  A3+/2-63=G,  rt  + Oi-c*=H 

abkürzend  einffihrt,  wobei  mehrere  gleiche  und  entgegengesetzte 
Glieder  ungetilgt  bleiben.  Die  weitere  Entwickelung  giebt 

4/*^aA*(  t — C0B7Xy — cos^yx— cos3za:  + 2coaxycosyzco8zee) 

= «W+*s-/,+  Aa+c»-oa) 

f 6V(**+/,-p*  + c*+ a3-  A3) 

+ c*h\f*  f y3  — A*  + a3+63-ca) 

— «VA*  | 63A3/*  — c W - a362c3 , 

wie  schon  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufg.  II.  S.  112.)  bemerkt  hat, 
ohne  den  symmetrischen  Bau  des  Ausdrucks  durch  geeignete  Be- 
zeichnung kenntlich  zu  machen. 

Anmerkung  2.  Es  scheint  unbeachtet  geblieben  zu  sein,  dass 
aus  (3)  sich  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Seiten 
und  Diagonalen  eines  ebenen  Vierecks  hinschreiben  lässt, 
welche  Lex  eil,  Euler  und  zuletzt  Carnot  (Geom.  de  posit.  §.331.) 
ohne  Zusammenfassung  der  Glieder  entwickelt  haben.  Es  ist  im 
Allgemeinen 

l — cos2.ry  — cos'yi— cos*zx  + ücoH^ooayicoau 
==  sin*:rysin3yxsin8  Y 
=sin3yzsin3zarsin3Z  (4) 

= sin32.rsinajrysin2A, 

wo  X der  Winkel  der  Ebenen  ist,  von  denen  eine  x und  y.  die 
andere  x und  z parallel  ist  u.  s.  f.,  und  nach  der  sphärischen  Fun- 
damen talformel 


cos  X— 


roryz  — cosu  cos  xy 
sinijrsinxy 


s.  s.  f. 


»• 
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Die  obigen  Gleichungen  (4)  ergeben  sich  hieraus  sofort 
durch  Entwickelung  von 

(1 — cos,A’)sin2z.x8in,:ry  u.  s.  f. 

und  bedeuten  das  Quadrat  des  ßfachen  Tetraeders  OFGH , des- 
sen Kanten  f,  g,  h Längeneinheiten  sind,  dessen  Grundfläche 

z.  B.  OFG  sin xy,  und  dessen  Höhe  sinzxsinA  ist.  Sind 

nun  die  Richtungen  x,  y,  z derselben  Ebene  parallel,  so  ist  X, 
Y,  Z und  das  Tetraeder  =0,  mithin 

1 — cos2xy— cos*yz— cos*zx  + 2cosxycosyxco6zx  =0, 
und  daher 


«V4  (<72  fA*— /*  + A*+c*  - er*) 

+ * V (A* + f*  — 9*  + c* + n*  - A*) 

+ c*h*{f*  +0*-  A* + o*  + 6*  - e*) 

- a*<;*Ä*  — 6*Ay*  — c*/V  - a*6*c*=0. 

Zu  diesen  Gleichungen  gelangt  man  direct,  wenn  man  davon 
ausgeht,  dass  in  diesem  Falle  die  Winkel 

xy  f yz  + zx= 2/rnr 

sind,  wo  m eine  ganze  Zahl  oder  0 ist,  daher 
co8xy  = cos(yz-|-xx)  u.  s.  w. 

Anmerkung  3.  Ausl-fcosA  und  1— cos A',  welche  in  Facto- 
ren  zerlegbar  sind,  findet  man  bekanntlich  sinaAsin*zxsin*xy  oder 

1 — coe*xy  — cos^yz — cos*zx  -f-  2coaxycosyzcoszx 

= 4 .in  & ± ~ sin 

Dieser  Ausdruck  lür  das  ßfache  Tetraeder,  dessen  zusam- 
menstossendc  Kanten  die  Richtungen  x,  y,  z haben  und  Län- 

Seneinbeiten  sind,  hat  unverkennbare  Analogie  mit  dem  bekannten 
lUsdruck  zur  Berechnung  der  Dreiecksfläche  aus  den  Sei- 
ten, welche  sich  wie  folgt  erklären  lässt.  Es  sei  O Mittelpunkt 
einer  Kugel,  auf  deren  Oberfläche  die  Punkte  F,  G,  H liegen, 
so  dass 

OF=OG=OH=r 


und 


» 7*6 

OFGH 2 = -jg(l — cos*xy  — cos*yx  — cos*zx-| 2cosxycosyzcoszj-) . 
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Ist  p der  Abstand  des  Mittelpunkts  O von  der  Ebene  FGH 
so  hat  man  auch  ' 9 


OFGH*=£  FGH*. 

und  daher 


|*o 

F'G [1*=.  j (1 — cos*.ry  — cos*yi— cos'zr  f 'icosjycosyzcoszx) 

r® 

= 2pj8inairsina.rysin*.X  u.  s.  w. 

= ,inat^.ingZjg±« sin  ^±£!±£f 


Für  r=oc  fallen  die  Bogen  FG,  GH,  HF  mit  ihren  Sehnen 
a,  b , c , die  Sinus  der  verschwindenden  Mittelpunktswinkel  mit 
den  Winkeln,  p mit  r zusammen,  und  da  der  Bogen  das  Product 
seiiies  Winkels  mit  dem  Radius  ist , so  kommt 


F’£rAr®=  j (6csin^4)  u.  s.  w. 

_a  + 6 + c a -f- 6 — c a — 6 + c — a-fft  + c 

~ 2 * 2 • 2 1 


wo  der  Winkel  A,  der  im  Dreieck  FGH  der  Seite  a gegenüber- 
liegt, kein  anderer  ist,  als  X. 

Da  zugleich  das  Verhültniss  des  sphärischen  Dreiecks  FGH 
zur  Kugelfläche  verschwindet,  so  ist 

X+Y+Z — 2 Rechte  =0  oder  A -f  B -f-  C=  2 Rechte. 

Dieser  neue  stcreometrische  Beweis  des  alten  Satzes 
von  der  Summe  der  Dreieckswinkel  setzt  die  Gleichheit 
zwischen  einem  sphärischen  Dreieck  und  seinem  Gegendreieck 
voraus,  welche  sieb  ohne  Parallelentheorie  durch  Congtuenzen 
beweisen  lässt. 


II. 


In  der  Gleichung  (A)  sind  die  Gleichungen  zwischen 
den  Winkeln  des  Tetraeders,  sowie  zwischen  den  Sei- 
ten und  Diagonalen  eines  ®Pb  arischen  Vierecks,  ent- 
halten, welche  Meier  Hirsch  (Geom.  Aufg.ll.  §.107.  und  J. 55.) 
durch  gesonderte  Methoden  gewinnt. 
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Sind  nämlich  zuerst  x , y , z,  r die  Richtungen  der  Normalen 
auf  den  Innenseiten  OG/I,  OHF,  OFG,  FGH  des  Tetraeders 
OFGH,  und  bezeichnet  OF  den  Winkel  der  Ebenen  OFG  und 
OFH  u.  s.  w. , so  ist 


cobOFzx:  — coayz,  cos  O G — — cosix , cos  OH—  — cos-ry; 
cosG//=  — co.sat,  cos  HF~  — co  syr , cobFG  — — cos;r ; 
folglich 

1 — cos*OF— cos2OG — cos20// — ‘IcosOFcoaOGcoaOH 
zs  8in2OFcos2G//+8in2ÖGcos2/7/;’-I-sin2G//cos2/:’G 
(5)  -f  2(cosO//-fcosOFcosOG)cosG/./cos//F 

f 2(cosOFTeosOGcosO//)cos//FcosFG 
2(cos  OGf  cos  OHcos  OF)  cos  FG  cos  G /I . 

Sind  zweitens  x,  y,  z,  r die  Richtungen  von  den  Radien  MF. 
MG,  MH,  MO  der  Kugel,  deren  Mittelpunkt  M ist  und  welche 
dem  Tetraeder  OFGH  umgeschrieben  ist,  und  bezeichnet  man 
die  Seiten  und  Diagonalen  des  zugehörigen  sphärischen  Vierecks 
wie  die  gleichnamigen  Kanten  des  Tetraeders,  so  ist 

eos/’=  cosjt , cosg=cosyr,  cosÄ  = coKzr; 
cosnrrcosy: , cosb—coezx,  cose  = cosxy ; 

1 — cos2a — cos26 — cos  2c  -f  2cosacos6cosc 
— sin2acos2/'-f  sin2Aco*3y  -f  sin2ccos2A 

— 2(cosc — cosacos6)cos/cosy  (6) 

— 2(cosa—  coabcosc)cosgcosh 

— 2(co«A — cosccosa) cosAcos/-. 

Führt  man  die  Sinus  der  halben  Bogen  ein  und  schreibt  der 
Kürze  halber  a statt  sin"  u.  s.  w. , so  nimmt  die  Gleichung  (6) 
folgende  Form  an: 

“ W*  + W-P  + + c2— a2-62y*— e®A2  H a2/2) 

+ *V(A2 4- f*—g*  | c2 + n2 -62- c2A2— a2/2  +6V) 

+ c^^+r/2— A2+a2+62— c2— nY2-AV  + e2A2) 

— a VA2  — 62/i2/2 — c2/ V — <?262c*  = 0 . 

Multiplicirt  man  alle  Glieder  mit  der  ölen  Potenz  des  Radius  und 
setzt  denselben  unendlich , so  verschwinden  die  Winket  und  Sinus, 
wahrend  ihre  Producte  mit  dem  Radius  die  Sehnen  statt  der 
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Bogen  geben.  Dabei  gehen  die  Glieder  achter  Dimension  verlo- 
ren, welche  als  endliche  Grössen  mit  zweiter  negativer  Potenz 
des  Radius  multiplicirt  erscheinen  würden.  So  bleibt  in  der  That 
die  früher  gegebene  Gleichung  für  die  Seiten  und  Diagonalen  des 
ebenen  Vierecks  übrig. 


111. 


ln  (A)  ist  auch  die  Gleichung  enthalten  zwischen  den 
Seiten  des  Tetraeders,  oder  allgemeiner,  zwischen  einem 
ebenen  Flächenstück  und  seinen  Coordinaten,  d.  h. 
seinen  Projectioneu  auf  je  eine  von  drei  wjllkührlichen  Ebenen 
parallel  dein  Durchschnitt  der  beiden  andern. 

Sind  x,  y,  z,  r die  iiiehtungen  von  OF,  OG,  OH  und  der 
Normale  p von  O zu  FGH,  so  ist 


OFG//=|  FGH 


= -/r-  V 1 — cos'2.ry— cos2y: — cos2;.r  Ficosxycoayicoazx , 


folglich,  wenn  man  d statt  der  Quadratwurzel  schreibt. 


FGH  — 


DM 


Ferner  ist 


.....  f9  siuxy  /ffAsinxycosir 

OFG  2 — 2p  ’ 

weil  /icoatr  — p u.  s.  w.  Daher 

(7) 

FGH : OFG : O GH  : OHF  = S\s\n.ry  coazr:a\nyzcoaxr:BtnzxcoByr. 

Setzt  man  diese  Werlhe  in  die  Gleichung  (A)  und  bemerkt,  dass 
(1.  Anm.  2.) 

cnsxv  — cnsyxcosxx  = siuy:sin:xcosZ  u.  s.  w. , 
so  erhält  man  ohne  Weiteres 

(8)  FGH*=  OFG 2 + OGH 2 | 0HF*-20FG.0GH. cos  V 

- 2 OG  HO  HF.  cos  Z-20  HF.  OFG. coaX . 

Die  allgemeine  Geltung  dieser  Gleichung  für  irgend  ein  Ebe- 
nenstück  und  seine  Coordinaten  (im  oben  angegebenen  Sinne)  er- 
giebt  sich , wenn  man  durch  den  Einfang  des  Ebenenstücks  Pris- 
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men  legt,  deren  Kanten  je  einer  Coordinatenaxe  x,  y, : parallel  sind. 
Die  Durchschnitte  dieser  Prismen  mit  den  Coordinatenebencn  yz, 
zx , xy,  d.  h.  die  Coordinaten  des  Ebenenstücks  £ seien  K,  L, 
M,  und  die  Normalen  dieser  Ebenen  r,  x',  y',  1'.  Dann  ist 
Ecoaxr=  Mcoszt1  = dem  Norraalschnitt  des  Prisma,  wodurch  £ 
auf  xy  projicirt  worden  u.  s.  w.  Folglich 

,,  , „ , cosxr  cos  yr  , cosir 

Jcj  • a • äj  . 1*1  ■ I * . 1 , • t • r * 

cosxx  cosyy  cosn 

Nun  ist  coszr'  = sinzxsin^f,  wo  A wie  oben  de«  Winkel  der  Co- 
ordinatenebenen  an  der  Kante  x bedeutet,  also  (I.  Anm.  2.) 

S 

cos «'  = u.  s.  w.  und  wie  in  (7): 

sinyz  ' 

E:K:  L:  M—  d : sinyzcosxr : sinzxcosyr : sinxycosir , 
£*=£a+£®+d/® — IKLcosZ — 2LMcosX—2M/icos  F. 

Anmerkung  Die  gefundene  Gleichung  bat  denselben  Bau, 
als  die  zwischen  einer  Strecke  r und  ihren  Coordinaten  x,  y,  z be- 
stehende 

»*  =xa-fy*-f  z2-f  2xycosxy  j-2yzcosyi  -f  2zxcoszx . (B) 

Wie  man  aus  dieser  die  Summe  der  Quadrate  von  den  Dia- 
gonalen eines  Parallelepipeds  ableitet  (Legendre,  An- 
merk.  V.),  so  ergiebt  sich  aus  jener  die  Summe  der  Quadrate 
von  den  Diagonaldreiecken  des  Parallelepipeds 
(FGH,  OFG‘,  OG'//',  0//F',  wenn  OO',  FF,  GG‘,  ////'  die 
Diagonalen  des  Parallelepipeds  sind,  welchem  das  Tetraeder 
OrGH  angehiirt). 

Auch  lässt  sich  die  Gleichung  (8)  aus  (B)  ableiten.  Errichtet 
man  nämlich  auf  den  innem  Seiten  des  Tetraeders  OFGH  Nor- 
malen x,  y,  z,  r,  welche  sich  wie  die  Seiten  verhalten,  worauf 
sie  stehen , so  lassen  sich  diese  Strecken  zu  einem  räumlichen 
Viereck  durch  parallele  Verschiebung  zusammenset7en,  wie  sich 
durch  die  Methode  der  Projectionen  leicht  beweisen  lässt.  In 
diesem  Viereck  wird  eine  Seite  durch  die  übrigen  nach  der  Glei- 
chung (B)  ausgedrückt,  worein  man  dann  die  proportionalen  W er- 
the  setzt  und  bemerkt,  dass  cosxy=— cosZ  u.  s.  w. 
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XII. 

lieber  die  durch  die  Gleichung 

y =Vx 

dargestellten  Kurven. 

Von 

Herrn  H.  Scheffler, 

Kau  - Conducleur  bei  den  Herzog!.  Rrauntchweigiachen  Einenlmluicii  zu 
Braunschweig. 


Die  Diskussion  der  Formel 


jr 

,»=V* (l) 

als  Gleichung  einer  Kurve,  wie  sie  Herr  Professor  Hessel  in 
Nr.  XIII.  des  14.  Theiles  dieses  Archivs  niedergelegt  hat,  führt 
zu  dem  Resultate,  dass  gewisse  Theile  dieser  Kurve  keinen  ste- 
tigen Zusammenhang  besitzen,  sondern  wie  punkt irte  Kurven 
erscheinen. 

Dieses  Resultat  der  unstetigen  Bildung  von  y kann  jedoch 
nur  aus  der  Substitution  unstetiger  Werthe  von  x hervorgehen. 
Stetige  Werthe  von  x führen  immer  zu  stetigen  Werthen  von  y, 
also  auch  zu  stetigen  Kurven,  was  man  mit  Hülfe  der  geometri- 
schen Bedeutung  der  imaginären  Zahlen  folgendermaassen  einsieht. 

Stillschweigende  Bedingung  ist  es,  dass  jede  der  beiden  Zah- 
len x und  y,  z.  B.  die  Zahl  y,  behuf  geometrischer  Konstruktion 
als  eine  Linie  dargestellt  werde,  deren  Länge  dem  absoluten 
Werthe,  und  deren  Richtung  dem  Zeichen  von  y entspricht. 
Je  nachdem  das  Zeichen  von  y gleich  +1  oder  gleich  -—I  aus- 
fällt, ist  diese  Länge  in  der  ursprünglich  angenommenen,  positi- 
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ven  oder  in  der  um  180"  davon  abweichenden , negativen  Ordina- 
tenricbtung  zu  messen.  Es  ist  klar,  dass  wenn  sich  y mit  dem 
allgemeineren  Zeichen  oder  Richtungskoeflizienten  e*V^ä  einstel- 
le ii  sollte,  seine  Lanze  in  einer  Richtung  zu  nehmen  ist,  welche 
sich  unter  dem  Winkel  gegen  die  positive  Ordi- 
natenaxe  neigt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  in  derselben  Weise  bei  der 
Auftragung  der  Abszisse  x auf  das  Zeichen  derselben  Rücksicht 
zu  nehmen  ist. 

Nimmt  man  stets  den  Nullpunkt  des  Koordinatensystems  zum 
Anfangspunkte  von  x und  den  Endpunkt  von  x zum  Anfangs- 
punkte von  y\  so  beschreibt  der  Endpunkt  von  y die  in  Rede  ste- 
hende Kurve. 

Führen  wir  gleich  von  vorn  herein  für  x den  allgemeineren 
Ausdruck  rc»v ’-i,  oder,  wenn  r = ec  gesetzt  wird,  den  Ausdruck 
x — i ein;  so  kommt 


* L — p — ? V i — (>  — 

j=Vi=z'=(f?^ i)«  ' « 

—t»  —Q 

— ec  (pt  sv'^ä;  gc  [((*••?  t v»'»»]+(»c«v-f«ntv)vr_ij 

— 0 — P 

= e«  ((.«•»+! r«a?  f « (vro*y-f»«»)V_i  > 

oder  da  e~f  = — ist. 


y=e  r e r (2) 

Vun  den  beiden  in  der  Abszisse  x = ref'-'-x  vorkommenden 
Grössen  r und  <p  darf  man  offenbar  nur  eine  einzige  unabhängig 
variiren  lassen,  wenn  die  Gleichung  (I)  eine  Kurve  zur  Erschei- 
nung bringen  soll.  (Nähme  man  sowohl  r wie  <p  als  unabhängig 
veränderlich  an;-  so  würde  die  obige  Gleichung  ein  Flächen- 
stück darstellen).  Die  meisten  Untersuchungen  der  analytischen 
Geometrie  beschränken  sich  auf  den  speziellen  Fall , wo  die 
Richtung  der  Abszissen  x,  also  der  Werth  von  q>,  konstant 
erhalten  und  nur  die  Länge  r derselben  stetig  variirt  wird.  Man 
nimmt  jene  konstante  Ahszissenrichtung  gewöhnlich  Ein  Mal  als 
mit  der  positiven  und  Ein  Mal  als  mit  der  negativen  Absz'ts- 
senaxe  zusammen  fallend  an,  wodurch  sich  zwei  besondere  Sy- 
steme von  Kurven  ergeben,  welche  oftmals  zwei  zusammenhän- 
gende Schenkel  Ein  und  derselben  grösseren  Kurve  darstellen. 

Durch  die  Hedingung,  dass  die  Linie  x stets  in  einer  gewis- 
sen Richtung  liegen  soll , ist  ihr  arithmetischer  Ausdruck  ref  vnj 
noch  nicht  vollkommen  bestimmt.  Es  muss  noch  gesagt  werden, 
wie  viel  ganze  Umwälzungen  nach  der  Einen  oder  anderen 
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Seite  die  Linie  x stets  um  den  Nullpunkt  gemacht  haben  soll, 
ebe  sie  aus  der  ursprünglichen  Abszisscnaxe  in  die  um  den  Win- 
kel tp  sich  dagegen  neigende  Lage  gekommen  ist.  Bezeichnet  inan 
die  Anzahl  Jener  ganzen  Umwälzungen  durch  die  ganze  Zahl  k, 
"eiche  positiv  oder  negativ  ist,  jenachdem  die  Umwälzungen  nach 
der  positiven  oder  negativen  Drebungsrichtung  erfolgen  sollen; 
so  hat  man,  wenn  <p  jetzt  den  fundamentalen  Neigungswinkel 
von  x darstellt,  2kn  |-<p  an  die  Stelle  von  <p  zu  setzen.  Hier- 
durch wird  Gleichung  (2) 

f <f)anp  J pro« <f  (2*i4  

y = e ' ~ e ' (3) 


In  dieser  Gleichung  ist  nun,  wenn  die  Abszisse  x nach  und 
nach  bloss  ihre  Länge  r stetig  ändern  soll,  nicht  allein  die 
Grösse  tp,  sondern  auch  die  Grösse  k konstant  zu  erhalten. 


Soll  die  Lange  r von  x nur  in  der  Richtung  der  positiven 
Abszissenaxe  variiren,  also  für  die  durch  x — -f  r dargestellten 
Abszissen,  hat  man  tp= 0,  also 


y—ere 


t ?flvCi 


~Tre 


-l=\ 


r.e 


2tW~i 


(4) 


Soll  die  Länge  r von  2 nur  in  der  negativen  Abscissen- 
axe  variiren,  also  für  die  durcb*ar=  — r aargestellten  Abszissen, 
hat  man  qp=jr,  also 


_ t _ _L  <**»')»  ,7n 

y—e  Te  r =r—re  ~r 


-r  (1*  + !)* 

—Vre  ~r 


V-y 


1 

VV.e  r 


(5) 


So  viel  verschiedene  Werthe  man  nun  nach  und  nach  für  die 
ganze  Zahl  k einführt,  ebenso  viel  verschiedene,  aber 
vollk  ommen  stetige  Kurven  liefert  sowohl  die  Gleichung  (4) 
wie  auch  die  Gleichung  (5).  Nur  dann,  wenn  man  solche  Werthe 
von  y,  bei  welchen  k nicht  konstant  erhalten  wäre,  zu  einem 
Systeme  von  Ordinaten  zusammenstellen  wollte,  oder  auch  dann, 
wenn  man  lur  dasselbe  konstante  k diejenigen  Werthe  von  y atis- 
schliessen  wollte,  welche  nicht  iu  die  Richtung  der  positiven  oder 
negativen  Ordinatenaxe  fielen,  also  auch  nicht  reell  waren, 
würde  man  unstetige  Kurven  erhalten.  Man  erkennt  leicht, 
dass  die  in  dem  obigen  Aufsatze  Nr.  XIII.  zum  Vorschein  kom- 
menden diskontinuirlichcn  Bildungen  zum  Theil  darin  ihren  Grund 
haben , dass  unvermerkt  für  Ein  und  dieselbe  Kurve  die  Grösse 
k nicht  konstant  erhalten  ist,  zum  Theil  darin,  dass  alle  nicht 
reellen  Werthe  von  y ausgeschlossen  sind. 
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Zur  weiteren  Aufklärung  wollen  wir  hier  nur  die  auf  poti- 
tive  Abszissen  bezügliche  Gleichung  (4)  etwas  näher  ins  Auge 
fassen. 

Dieselbe  stellt,  je  nachdem  man 

k= -2,  -I,  0.  I,  2 

setzt,  eine  unendliche  Menge  ganz  verschiedener  Kurven  dar. 

Für  A=0  ergibt  sich  die  Kurve 

y=\rr  (6) 

welche  lauter  positive  Ordinaten  besitzt.  Da  man  für  r=0  auch 
y=ü  und  für  r=oo,  y = l hat,  so  geht  die  Kurve  durch  den 
Nullpunkt,  und  hat  eine  in  dem  Abstande  y = l mit  der  Abszis- 
senaxe  parallel  gezogene  Linie  zur  Asymptote.  Für  r=l  ist 
ebenfalls  y = 1 und  flir  r=e=2,718 besitzt  die  Ordinate 

y =V7=  1,444 

ihr  Maximum.  Dies  gibt  die  auch  auf  der  dritten  Tafel  in  Theil 
XIV.  abgebildete  Kurve  OABCD ....  (Taf.  III.  Fig.  1.). 

Für  jede  andere  durch  Gleichung  (4)  dargestellte  Curve  bat 

r _ 

die  Ordinate  y dieselbe  Länge  V"r , welche  demselben  Werthe 
von  r in  der  vorhergehenden  Kurve  (6)  entspricht.  Alle  diese 
Kurven  gehen  also  durch  den  Nullpunkt.  Aber  die  Richtungen 
derjOrdinaten  y sind  von  den  früheren  verschieden.  Der  Neigungs- 
winkel ip  einer  solchen  Ordinate  gegen  die  positive  Ordinaten- 

axe  O F ist  ip  = — — • Wir  wollen  annebmen , die  positive  Dre- 
hungsrichtung der  Ordinaten  gehe  von  rechts  nach  links  herum. 
Da  für  r=cc,  i)'  = 0 wird;  so  folgt,  dass  sich  die  Richtuug  der 
Ordinaten  aller  Kurven  von  einer  gewissen  Stelle  an  immer  mehr 
und  mehr  der  positiven  Ordinatenricbtung  nähert,  je  grösser  r 
wird,  und  dass  mithin  die  vorhin  beschriebene  Parallele  zu  OS 
eine  gemeinschaftliche  Asymptote  für  alle  diese  Kurven  ist. 

Wenn  r=4 k,  ist  ip  = (*.  Die  Ordinate  y erstreckt  sieb  als- 
dann nach  der  Richtung  der  negativen  Abscissenaxe.  Für 
diesen  Werth  von  r passirt  die  Kurve  also  die  Abszissenaxe. 

7t 

Für  alle  Werthe  von  r>4A,  ist  i)>  und  nimmt  desto 

mehr  ab,  je  mehr  r zunimmt.  Nachdem  also  r>4A  geworden 
ist,  kann  die  Richtung  der  Ordinate  y nicht  mehr  unter  die 
Abszissenaxe  fallen;  r=4A  bezeichnet  vielmehr  die  schon  vorhin 
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erwähnte  Stelle,  von  wo  ab  die  Ordinate  immer  mehr  in  die  Rich- 
tung der  positiven  Ordinatenaxc  zu  gelangen  strebt. 

Für  die  Werthe  von  r,  welche  zwischen  0 und  4k  liegen, 
macht  die  Ordinate  y unendlich  viele  Rotationen;  die  Kurve  durch- 
schreitet die  Abscissenaxe  eben  so  viel  Mal  von  oben  kom- 
mend, wie  von  unten  kommend,  und  bildet  hier  eben  so  viele 
Sc  hl  inge  n. 

In  diesem  Zwischenraum  nimmt  die  Ordinate  y 

1)  das  positive  Zeichen  = + 1 , also  die  Richtung  der 

positiven  Ordinatenaxe, 

^ k k k k . 

lur  r_j  , 2 ’ 3’  4 

2)  das  negative  Zeichen  e^'+^V^  = — 1 , also  die  Richtung 

der  negativen  Ordinatenaxe, 

2A  1k  2k  2k 

för  r=T,  -3  , y,  y... 

3)  das  positiv  imaginäre  Zeichen  c&'+Dnyzi  = -f-  y.1 a|g0 

die  Richtung  der  negativen  Abszissenaxe, 

. 4k  4k  4k  4k  . 

tur  r—  1 , 5 , g » 

4)  das  negativ  imaginäre  Zeichen  *(**'+!)* v^Ti = — V— -1,  also 

die  Richtung  der  positiven  Abscissenaxe, 

...  4k  4 k 4k  4k 

tur  r—-g  , y ' fl  ’ 15 

an. 

Eine  Kurve  dieser  Art,  und  zwar  die  für  k = 1 sich  erge- 
bende, ist  in  dem  Zuge  OabuAcAcfg  (Taf.  III.  Fig.  1.)  dargestellt. 

Keine  zwei  dieser  Kurven  sind  identisch;  aber  dieselben  ha- 
ben für  gewisse  gleiche  Längeuwerthe  r der  Abszisse  gleiche 
Ordinatcn,  also  gemeinschaftliche  Durchschnittspunkte.  Der  Punkt 
A für  r=  I ist  ihnen  allen  gemein,  und  überhaupt  giebt  es  in 
dieser  unendlichen  Menge  von  Kurven  für  Ein  und  dasselbe  ratio- 
nale r nur  eine  endliche  Menge  verschiedener  Ordinaten 

y,  deren  Anzahl  so  gross  ist,  als  der  Zähler  des  aufseine 

kleinste  Benennung  gebrachten  Bruches  r Einheiten  enthält.  Dar- 
aus folgt,  dass  der  Punkt  A,  B,  C,  D,  E welcher  in  der 

ersten  Kurve  (6)  resp.  den  Werthen  r=sl,  2,  3,  4,  5...  entspricht, 
resp.  von  allen,  von  der  Hälfte,  von  dem  3ten,  4ten,  5ten  ...  Theile 
der  in  Rede  stehenden  Kurven  passirt  wird. 
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XIII 

Anwendung  der  perspectivischen  Pro- 
Jet*  l io  n auf  die  analytische  Auflösung 
der  Aufgabe  „Kinc  gemeinschaft- 
liche Tangente  an  zwei  Linien 
zweiten  Grades  zu  finden44.  Als 
Fortsetzung  der  Untersuchungen  in  Ar- 
Xi  II.  des  XI.  Theils  2.  Hefts  dieses 
Archivs. 


Von 

Herrn  Leopold  Mossbrugger, 

Lehrer  der  Mathematik  an  der  Kantontschule  zu  Aarau. 


$ i 

Wir  bedienen  uns  hier  der  Bleichen  Bezeichnungen  und  Annah 
men  wie  in  dem  so  eben  angeführten  Aufsatze  dieses  Archivs,  und 
nehmen 


«•(  y~9il  + + ft*  =aH * (1) 

als  die  Gleichung  einer  Ellipse  an  , deren  Achsen  2a  und  2b,  nnd 
deren  Mittelpunktscoordinaten  — f und  g sind:  auch  finden  hier, 
wie  in  (12)  jenes  Aufsatzes,  folgende  Relationen  zwischen  denCoor- 
diuaten  A'  und  Y,  und  den  diesen  entsprechenden  perspectivischen 
Coordinaten  y',  z'  statt,  nämlich : 

...» 

In  diesen  Gleichungen  sind  t,  u.  t die  Coordinaten  des  Au- 
ges im  Raume.  Durch  die  Substitution  dieser  Werthe  von  A und 
r finden  wir  endlich  für  die  Gleichung  der  Perspective  der  Ellipse 
1)  folgende: 
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(3) 


(a1^—  i/)*-f  bHf—  O2 — o26I,,:'a+o2t!2//'2+'2a2{.7— u)vy'i' 

— 2i a2g(g  —u)-\-b2f(f  -t)  - a2A2i  ci' — 2a  V2y'd  ! u2y2\b2P’ — a2b2\  r* 


M 


Diese  Gleichung  drückt  iro  Allgemeinen  einen  Kegelschnitt  aus. 
Wir  wollen  nun  den  geometrischen  Ort  des  Auges  ( ( , u,  v)  zu 
bestimmen  suchen,  wenn  dieser  Kegelschnitt  eine  Kreislinie  wird, 
ln  diesem  Falle  müssen  bekanntlich  die  beiden  Bedingungsglei- 


chungcn : 

n2  (g — u)*  + b*(f-i)* — a2b2—  a2t2 (4) 

(g— u)c=0 (5) 

statt  linden.  Die  Gleichung  (5)  zerfällt  aber  wieder  in 

e=0 (6) 


und  in : 


tj  — u = 0 


(7). 


Nehmen  wir  zuerst  die  Gleichungen  (4)  und  (6)  als  gleichzeitig 
bestehend  an,  so  sehen  wir  dass  erstere  ein  eintheiliges  Hyperbo- 
loid, letztere  die  Ebene  der.T^  darstellt,  beide  zugleich  geben  also 
die  Durchschnittscurve  der  Ebene  xy  mit  jenem  Hyperboloid, 
welche  durch  die  Gleichung : 


(n-u?  , (/•-<)»  _ 

b2  +'  «*  — 


(8) 


dargestetlt  wird  Setzen  wir  in  der  Gleichung  (3) 

a2(g — u)2  \-b2{f — t)2 — a2b2—a2v2 , 

und  hernach  c=0,  so  erhalten  wir  die  identische  Gleichung  0=0. 
Es  muss  also  der  Werth  v—  0 verworfen  werden.  Nehmen  wir 
hingegen  die  Gleichungen  (4)  und  (7)  gleichzeitig  bestehend  an, 
se  linden  wir,  weil  y — a=0  die  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  der 
xi/  senkrecht  stehenden  Ebene  ist,  deren  Durchschnitt  mit  dem 
Hyperboloid  (4)  durch  die  Gleichung: 

»*—*«)(/*— (9) 

dargestellt  ist:  dass  die  Perspective  der  Ellipse  (1)  eine 
Kreislinie  wird,  wenn  sich  das  Auge  (1,  u,  c)  auf  einer 
durch  die  Gleichung  (9)  a usged  rück  t en  H v perbel  befin- 
det, deren  Ebene  auf  der  Ebene  der  gegebenen 
Ellipse  und  auf  der  Tafel  senkrecht  steht. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie  selbst,  welche  die  Perspec- 
tiveder  Ellipse  (1)  in  diesem  Falle  vorstellt,  finden  wirnachstchende: 
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2A* 

i .yi  ±r_ 


$ 2. 


Geben  wir  statt  der  Ellipse  (1)  eine  Hyperbel,  deren  Gleichung 

a*(Y-g)*-b*(f+X)*  = — a*6» (11) 

ist,  so  finden  wir  durch  eine  ganz  gleiche  Untersuchung  wie  in 
§.  1.  dass  ihre  Perspective  eine  Kreislinie  wird,  wenn 
sich  das  Auge  (t,  u,  v)  auf  einer  Ellipse  bewegt,  de- 
ren Ebene  durch  das  Auge  geht,  und  senkrecht  auf 
der  Ebene  der  Hyperbel  (ll)  und  auf  derTafel  ist.  Die 
Gleichung  dieser  Ortsellipse  ist: 

w»=|*la*— (/•—<)*! (12) 

Die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  in  diesem  Fall  die  Perspec- 
tive der  Hyperbel  (11)  vorstellt,  wird  alsdann  folgende: 


26* 


«v— fry»  + a*b* 


=0  — (13) 


S 3. 


Nehmen  wir  für  die  perspectivisch  zu  projicirende  Uurve  eine 
Parabel,  deren  Gleichung: 


Y-g=-Vp{f+X) (14) 

ist,  und  wenden  auf  diese  dasselbe  Verfahren  an,  wie  bei  der 
Ellipse  (1),  so  finden  wir,  dass  sich  diese  Parabel  per- 
spectivisch als  Kreis  projicirt,  wenn  sich  das  Auge 
auf  einer  zweiten  Parabel  vom  gleichen  Parameter 
bewegt;  die  Ebene  dieser  ist  ebenfalls  auf  der  Ebene 
der  Parabel  (14)  und  auf  der  Tafel  senkrecht  Die  Glei- 


chung der  Ortsparabel  des  Auges  ist : 

v*=p(t-f) (15) 

Der  perspectivische  Kreis  wird  aber  durch  die  Gleichung: 

*'*+y'*+&y~*'-l2gy'+g*-fp= 0 (16) 


ausgedrückt. 
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. 5-  4. 

v» 

Um  der  Vollendung  unserer  Aufgabe  näher  zu  Kicken,  suchen 
wir  die  Bedingungen  auf,  unter  welchen  irgend  eine  Linie  zweiten 
Grades  in  einer  ganz  beliebigen  Lage  gegen  die  Tafel,  nur  in 
der  gleichen  Ebene  wie  dieCurven  §.  1.  (11)  und  (14)  liegend,  sich 
perspectivisch  als  Kreis  projicirt,  und  nehmen  daher 

A V*  -J-  2BX  J'-f  CA'*+2Z) F+2£X-+- F=0 (17) 


als  die  Gleichung  der  zu  prnjicirenden  Linie  an.  Die  Relationen, 
welche  zwischen  den  perspectivischen  Coordinaten  y‘,  und  den 
Coordinaten  X,  Y,  Z statt  finden,  werden  durch  die  Gleichungen: 


X 


v_  vy'  — ui' 
“ e-z' 


dargestellt,  m.  s.  Archiv  Theil  XI.  Heft  2.  pag,  121.  Nr.  1.  Durch 
die  Substitution  dieser  Werthe  von  X und  Y in  (17)  erhalten  wir 
als  Gleichung  der  Perspective  der  Curve  (17)  folgende: 

(19) 

Mw*-2«n/+Cts+2Du-2£<fF!z,H/lc^'4— ^ Zv\Au-Bt+D\tfi‘> 
-iv\Du-Et+F\iylDt*y' + Fv* 

Soll  diese  Gleichung  einem  Kreise  aogehüreu,  so  müssen  die 


zwei  Bedingungsgleichungen: 

Au* — ‘IBut+CP+'IDur—VEl+FzxAo3 (20) 

Au-Bt  + D=0 (21) 


statt  finden;  eliminiren  wir  aus  diesen  beiden  Gleichungen  die 
Grösse  u,  so  erhalten  wir: 

AW  + ilP-AQP— 2(BD—A E)t  + D1— AF=0  . < . . (22) 

Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  eine  Linie  zweiten  Gra- 
des aus,  auf  welcher  sich  das  Auge  bewegen  muss,  damit  die 
Perspective  der  Curve  (17)  ein  Kreis  wird,  und  zwar  befindet  sich 
diese  Linie  (22)  in  einer  Ebene,  welche  auf  der  Ebene  der  xy, 
oder  auf  jener  der  .Curve  (17),  senkrecht  steht,  und  welche  durch 
die  Gleichung  (21)  dargestellt  wird. 

Für  die  Gleichung  der  Kreislinie,  welche  die  Perspective  der 
Curve  (17)  ist,  erhalten  wir: 


,'z 


+ y"- 2 *- 


\(BD—AE)t—(Dt—AF)) 


Ai 


l'  + 2^y/+-.  = 0 


F 

A' 


(23) 
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• . , , -,i 

• - • i 

.*  . «•'»•  . 

Nehmen  »vir  zuerst  an,  die  durch  die  Gleichung  (17)  dargestii 
Curve  sei  eine  Ellipse,  so  muss  bekanntlich 

B*-AC<0  und  (BD-AE)*-(B*-AO(D*-AF)>0 

sein ; wir  können  daher  zufolge  unserer  Annahme 

B2  — AC=-n (5 

( BI)-AE)*-(B*—AQ(I)*-AF)=m * <2 

setzen;  n ist  eine  numerische,  % hingegen  eine  lineare  Gr'-s 
Dadurch  wird 

„ ß*  + n „ (ßO-4£)*  + nö,-m1. 

C=~Ä~’  F=  An 

also 

Setzen  wir  überdies  noch  der  Kürze  wegen  lift — AE—c\ 
haben  wir  statt  der  Gleichungen  (17),  (22)  und  (23)  folgende: 

n A1  F»  + 2.4  Bn  ,YK+)i(ß2+  n)  X»  + 2n.4Z>Jf  2*  ( BI)-c)X 

-f-  c2-J-n/2* — ma  = 0 

AiFtn — n2<2 — 2c»if  + m*-ca=0  P 

+ + *=0  ..8 

Sind  ß'  die  Mittelpunktscoordinaten,  und  r‘  der  iiadie^  1 
durch  die  Gleichung  (28)  dargestellten  Kreises,  so  ist  bekaneu» 
wenn  die  Gleichung  (27)  benutzt  wird: 

, />  0.  c(nt  f c)  m*  _ tm  j 

“-~A’P=  A*»c  * r ~A*J 

Endlich  finden  wir,  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (9),  fir 
Mittelpunktscoordinaten  a,  ß und  den  ltadius  r des  Kreisc> 
folgende  Wertbe: 

«=s.  ß=£< /2-°*-f‘U  r = ™ \ ß 
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6. 


Um  unsere  späteren  Folgerungen  gehörig  begründen  zu  können, 
»vollen  wir  auf  analytischem  Wege  erweisen  „dass,  wenn  von  irgend 
„ einem  Punkte  k eine  Tangente  an  die  Curve  (26)  des  vorigen 
„Paragraphen  gezogen  wird,  die  p'erspectivische  Projection  dieser 
„ Tangente,  ebenfaliseine  durch  dieperspcctivischeProjection  kr  des 
,,  Punktes  k gehende  Berührende  an  den  Kreis  (28)  ist,  und 
„zwar  muss  diese  letztere  diesen  Kreis  in  demjenigen  Punkte  be- 
„ röhren,  welcher  die  perspectivische  Projection  des  Berührungs- 
„ punktes  der  erstem  Tangente  und  der  Ellipse  (26)  ist. 

Wir  nehmen  Ä",  Y"  für  die  Coordinaten  des  Punktes  k,  und 
X‘,  Y’’  für  die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  der  durch  k 
an  die  Ellipse  (26)  gezogenen  Tangente  an ; ferner  seien  y‘",  im 
die  perspectiviscben  Coordinaten  des  Punktes  k»,  und  y",  J jene 
des  Berührungspunktes  der  durch  kT  an  den  Kreis  (28)  gezoge* 
neu  Tangente;  so  haben  wir  für  die  Gleichung  der  ersteren  Tan- 
gente: 


nA\A  V'+BX+D  I Y"\i,,ABY/+  (ß2f  n)X'  + Bü-c\X‘ 
-| -nADY'-\-n(BD — c)X‘  + c *+«0®— m*=sO 

und  für  jene  der  letztem  Tangente: 


\ (31) 


*•*"'  pyy'-i— 44^-1  (*• +i,">  + 'War)  + ?=o  (32) 


Es  wird  unsere  hu  Anfang  dieses  Paragraphen  aufgestellteBehauptung 
erwiesen  sei«,  wenn  wir  in  der  Gleichung  (31)  die  Werthe  von  A';, 
>v;  X".  1"  durch  die  entsprechenden  perspectiviscben  Coordi- 
nateu  y",  •”  und  ym,  ausgedrückt,  snbstituiren,  und  wenn  wir 
alsdann  eine  resuftirende  Gleichung  erhalten,  die  mit  der  in  (32) 
identisch  ist. 

Nach  §.  4.  ist  aber 


U"  tiu 

X‘  = -±-r,,  X"  = — 

i — r p — i 


y = 


ry — ui 


Y"= 


r,,'"-u2M . 


JJ 

oder,  weil  wegen  der  Gleichung  21)  §.  4.  u — — -j — j und  aus  28) 

& ö.  «o 

71 


r-ci  V ili"  „„  [— e ± V m2  T AWn  . 

'=* 7 -«7 • A = A\—  ~ • 


«(c--") 


n(r — i") 


io* 
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nAcu"- \B(-  ciV  m*  + A*can)— nZ>]r" 

, — •-  Aniv-i")  ' 

n ,4ry"-Lß(-c4;  V'm2  + A1  vhi)- n D]  i" 
r — ^n(o-z/") 

Durch  die  Substitution  dieser  Coordinatenwerthe  in  der  Gleichung 
(31)  erhalten  wir: 

\Anvy"'—[ß(. — cj;  V wa  + ,12 e*n)  — (ztry"  -f  Dt)  , 

(o— z")(r— J")  ] 

. I /t gry" -f  i" -I- (/?/)— <i)r|(—c-f  VmH Aae»n)iw  ( 

+ (»-»")(» -i'")  f 

| ,4  Dn r y" -f-  (— c V m2  f ztV2«  + m2)i" + cr2+n  D2f — z")  | 

+ („-z")  (r — 2"')  / 

Reduciren  wir  diese  Gleichung  gehörig,  und  bemerken , dass  we- 
gen Gleichung  (28) 

p®  (ca  + n D®  — m* ) = v%FAn 

und 


— cVTni  -f  zl2r2n  -f  m*  = — |c(n<  + c) — »n*j 

ist,  so  wird  dieselbe  mit  der  Gleichung  (3'2)  identisch  Ganz  auf 
gleiche  Art  würden  wir  eine  mit  der  Gleichung  (31)  identische 
Gleichung  erhalten  haben , wenn  wir  in  der  Gleichung  (32)  statt 
y",  i" ; 1/",  1"'  respective  die  Werthe: 

Al  V + (Bt—D)X‘  vX‘  . AtY"  + (B  l-D)X"  rX“ 

A(<+2T)  ’ t+A'5  A(<+A")  ’ t + A* 

substitnirt  hätten,  wodurch  also  die  vorausgeschickte  Bemerkung'die- 
ses  Paragraphen  nicht  nur  gerechtfertigt  ist,  sondern  wirsind  dadurch 
auch  berechtigt  zu  folgern,  dass  eine  Gerade  Lp,  welche  die  bei 
den  Kreise,  welche  durch  die  Gleichungen  (10)  §.  1.  und  (28)  J.  5. 
dargestellt  wird,  gemeinschaftlich  berührt,  die  Perspective  ein« 
gemeinschaftlichen  Tangente  L an  die  durch  die  Gleichungen  (I) 
f.  I.  und  (2)  $.  5.  dargestellten  Ellipsen  ist. 


§■  7. 


Gm  zu  untersuchen,  ob  und  in  welchen  Fallen  es  möglich 
ist,  eine  gemeinschaftliche  Tangente  an  die  Ellipsen  (l)  §.  1.  und 
(28)  §.  5.  zu  ziehen,  müssen  wir  zuvor  untersuchen,  ob  es  wirk- 
lich einen  reellen  Punkt  gibt,  in  welchem  sich  das  Antje  befinden 
kann,  damit  die  Perspectiven  der  Ellipsen  (1)  §.  1.  und  (28)  §.  5. 
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beide  zugleich  Kreise  werden.  Dieses  wird  aber  nur  dann  der 
Fall  sein,  wenn  es  reelle  Durchschnittspunkte  der  Ortscurven, 
welche  durch  die  Gleichungen  (9)  §.  1.  und  (27)  §.  5.  dargestellt 
sind,  gibt.  Diese  Curven  liegen  in  den  durch  die  Gleichungen 

g — u = 0 und  Au — fit  f/>=0 

dargestellten  Ebenen;  die  Gleichungen  der  Durchschnittslinie 
dieser  Ebenen  sind: 


JB  D 

u=g  und  u=^t—  (33). 

Diese  Linie  ist  als»,  wie  sieb  schon  aus  der  Lage  der  genannten 
Ebenen  schliesseu  lässt,  auf  der  Ebene  xy  senkrecht.  Aus  den 
Gleichungen  (33)  folgt: 

Bt  n , , A , Dl 

a’  also  t = (34)- 

Fflhreo  wir  diesen  Werth  von  t in  (9)  |.  1.  ein,  so  erhalten 
wir: 

e = i ^ \lBf-Aff-D)*-a>m 

oder 


*=db  ^ V [E(ß  a)-Ag-B)  \ B(f-a)-Ag-D)  . . . (35). 

Soll  daher  die  Auflösung  der  Aufgabe  möglich  sein,  so  muss  ent- 
weder 


B(f+  a)  > Ay  + Dm 
und  zugleich  ß(f—  a)  > Ag  + D » 


(36) 


oder 


B(f+a)<Ag  + D 

und  zugleich  B(f—  a)  < .4g  + D'  1 

sein.  Wir  erhalten  aber  noch  eine  andere  Beziebungsgleichung, 
welche  die  Bedingung  der  Lösbarkeit  der  Aufgabe  angibt.  Näm- 
lich wenn  wir  die  soeben  gefundenen  Werthe  von  t und  c in  der 
Gleichung  (27)  $.  5.  substituiren , so  erhalten  wir  die  Bedin- 
gungsgleichung: 

nA'b*[Bf—Ag—D]'l—nA,lB*a,1b*—n,lal{Ag  + ß)»-2u»cnß(A<7+D) 
+ o*m»Äa— aV*ß*=0  (38). 
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$•  «. 


Es  handelt  sich  nach  dem  , tvas  wir  im  §.  6.  und  {.  7.  ge- 
zeigt haben,  nur  noch  darum,  die  Coordinaten  derjenigen  zwei 
Punkte  Ar  und  Jp  zu  bestimmen,  aus  welchen  äussere  und  innere 
Tangenten  an  die  Kreise  (10)  §.  1.  und  (28)  §.  5.  gezo- 
gen »erden  können,  und  alsdann  mittelst  dieser  Coordinatenwerthe 
diejenigen  von  den  Punkten  in  der  Ebene  der  xy  oder  in  der 
Ebene  der  beiden  Ellipsen  (1)  §.  1.  und  (20)  § 5.  zu  bestimmen, 
von  welchen  Av  und  Jp  die  perspectivischen  Projectionen  sind. 
Die  ersteren  sind  aber  offenbar  der  directe  und  der  inverse 
A eh  nl i ch  k ei  t spu nk  t der  obengenannten  Kreise.  Bezeichnen 
wir  mit  y\,  :'t  die  Coordinaten  des  Aehnlichkeitspunktes  Ap  oder 
Jp  der  Kreise  in  (10)  und  (26),  so  sind  diese  bekanntlich: 


Vi= 


ra'T  r'a 


. rß’Jr'ß 
rfr1 


l 


(36). 


Fuhren  wir  zuvor  in  den  Gleichungen  (29)  und  (30)  §.  5.  die 
Werthe  von  t und  o aus  (34)  und  (33)  f.  7.  ein  , und  suhstituiren 
die  so  bestimmten  Ausdrücke  von  a,  ß,  r,  a',ß‘  und  r'  in  diesen 
Werthen  von  y\  und  i\,  so  erhalten  wir: 


tjn(Ay  + D)[ac\ fm]  + fi6[a(c*— m*)  T «/»(/*—«*)] 

— n(Ä*b*  J «»»)  V [Bf-Ag-D]* - «*#*  ^ 1 ' 


Sind  endlich  und  F.  die  Coordinaten  des  dem  Punkte  Ar 
oder  Jp  entsprechenden  Punktes  A oder  .7  in  der  Ebene  der  xy, 
so  haben  wir  zu  dereu  Bestimmung  nach  §.  4.  die  Formeln 


Xx 


tz'  I 


ry'r— »2'i 

r— i', 


Setzen  wir  in  diesen  Ausdrücken  u==g  (Siehe  §.  I.  (6), 

t=4S+**,  c = VXBf^Ag^y^FB*  ; 


und  statt  y\  und  x'|  die  in  (40)  angegebenen  Werthe,  so  haben 
wir: 


Die  obern  Zeichen  gelten  für  den  directen,  die  untern  fär 
den  inversen  Aehnliehlicitapunkt. 
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Zieht  man  nun  von  dem  durch  diese  Coordio  iteo  I,  and  K, 
bestimmten  Punkte  eine  Tangente  an  eine  der  durch  die  Gleichung 
(1)  }.  I.  oder  (26)  |-5.  darge>tellten  Ellipsen,  so  muss  diese  auch, 
nach  dem  was  in  §.  6.  bewiesen  worden  ist,  die  andere  Ellipse 
berühren , wie  es  »erlangt  wurde. 


$•  9- 


Nehmen  wir  jetzt  an,  die  Gteicbuog  (17)  §.  4.  stelle  eine  Pa- 
rabel dar,  so  muss  bekanntlich 

B*—AC= Ouod  BD-AE> 0 


sein;  es  sei  nun 

Bit  — di  = — m und  B* — AC—0. 

wo  m eine  lineare  Grösse  ist,  so  geht  der  Gleichung  (22)  5.4.  in 
folgende  über: 


A*  r»  + 2m/  + D*—  AF-O. 

oder  da  D1 — AF  jede  reelle  Giösse  von  zwei  Dimensionen  be- 
deuten kann,  ro  nehmen  wir  D1  — AF=IP  an;  dadurch  wird  die 
letzte  Gleichung  zu: 


„•Pr*  +2/nf  + 4*=0 (43). 

Die  Gleichung  (17)  hingegeo  geht  bei  diesen  Annahmen  in  fol- 
gende über ; 

A*r*+2ABXr+ß*X*+2ADr+'HBÜ+m)X+nt-P=A)  (44). 
Statt  der  Gleichung  (33)  erhalten  wir: 


^+^  + 2^-*'  + 25»'  + ^y-=0  (45) 


Diese  Gleichung  drückt  denjenigen  Kreis  aus,  welcher  die  Per- 
spective der  Parabel  in  (44)  ist: 

Werden  wieder  die  Mittelpunktscoordinaten  des  in  (16) 
. 3.  dargestellten  Kreises  mit  o,  ß und  dessen  Radius  mit  r 
«zeichnet,  so  wie  jene  des  Kreises  in  (45)  mit  o”,  ß'  und 
dessen  Radius  mit  r',  so  ist : 
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a‘  = 


D 

~A' 


ß’=~ 


A*c  ’ 


-=£i 


(47) 


Da  aber  die  Parabel  in  (15)  §.  3.,  welche  der  geometrische 
Ort  des  Auges  ist,  damit  die  gegebene  Parabel  in  (14)  sich 
als  Kreis  projicirt,  in  einer  auf  die  Basis  senkrechten  Ebene  liegt, 
deren  Gleichung  g — u=0  ist,  als  auch  die  Ortscurve  (43)  sich 
hi  der  durch  die  Gleichuug 


Au-Bt\D= 0 

aasgedrückten  Ebene  befindet,  so  muss  sich  das  Auge,  damit  die 
beiden  in  (14)  und  in  (44)  gegebenen  Parabeln  sich  zugleich  als 
Kreise  projiciren,  sowohl  in  der  üurchschnittslinie  dieser  beiden 
Ebenen,  als  auch  in  den  Durchscbnittspunkten  der  Curven  (15) 
§.  3.  und  (43)  befinden;  diese  Durchschnittspuokte  (wenn 
solche  möglich  sind)  können  aber  nur  auf  der  Durchschnittslinie 
der  durch  die  Gleichungen 

g — u=0  und  Au  — Bt  + D=0 


dargestellten  Ebenen  liegen.  Eliminiren  wir  daher  aus  diesen 
Gleichungen  die  Grösse  u,  so  erhalten  wir  wieder  t=~g~»  fuh- 
ren wir  diesen  Werth  von  t in  der  Gleichung  (15)  §.  2.  ein,  so 
kommt: 


Ag+D-Bf 
V-P B 


(48) 


Dieser  Werth  von  ra,  und  jener  von  t in  (43)  eingeführt,  gibt 
die  ßeziehungsgieichung  an , welche  zwischen  den  CoefBcienten, 
A,  B,  1),  p u.  s.  w.  statt  finden  muss,  damit  die  Aufgabe  möglich 
wird;  diese  ist: 


(^  + D)Map+2m)-ß(^Yp-A*)=0  ....  (49). 


§.  10. 


Durch  die  Einführung  der  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen 
Werthe  von  t und  c in  den  Gleichungen  (46)  und  (47)  erhalten 
wir: 


„ 1 (Ag+Dy-WnyTp  . __  (Ag+D)  V£_ 

U~9‘  P ‘2\TB\(Ag+D)-Bfi  ’ r *sri*(Ag+D)-rBfl 


(50) 
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D „ \m(Ag+D)\Bk*\ 

A ’ ß-~  r-  V }TBi(Ag+D)-Bt)  ’ 

m (Ag  -f-  P) j rsn 

r-A*Xt,B\(Ag+b)-BT< 5 

Bezeichnen  wir  wieder  w ie  in§.  8.  die  Coordinateu  des  Aehnlichkeits- 
punlttes  Ad  oder  Jp  der  Kreise  (lß)  3.  und  (45)  §.  9.  mit  g“ t und 
so  erhalten  wir  durch  die  Einführung  dieser  Werthe  ron  o. 
ß,  r,  a',  ß'  und  r'  io  den  Gleichungen  (39)  §.  8: 


/i  = 


— DApfimg 


_ [-im  Ar,  + D)+Bk* | T m\(Ag  + D)-2Bf\] \Tp 
1 \A*p^ibn\>/'B\(Ag+D)-Bf\ 


• (52). 


Die  oberen  Zeichen  gelten  für  den  directen,  die  unteren  lur  den 
inversen  Aehnlichkeitspunkt. 

Führen  wir  die  Werthe  von  t,  u,  c,  flt  y',  in  die  Formeln 


y — «yj— “?'» 
1 r— r', 


ein,  so  erhalten  wir  für  das  obere  Zeichen  in  jenen  Wertben : 

„ (Ar,  + D)  |ß(2/fl,-Ä-»)-2m(Ay  + D)\ 

Xl~  B |2m  (Ag  + />)  + Bf(A?p—'2m)\ 

- AD,A(Ag  -f  D)-Bf]  + BgP . 
r‘“  A*p\(Ag+U)-Bf\4Bk*  ’ 


oder,  wenn  wir  die  Gleichung  (49)  benutzen,  so  wird : 

_ -f  ADp\(Ag  + D) — Bf]  — Bgk* 

2 m(Ag+D) 


(54). 


Für  die  unteren  Zeichen  in  (52)  erhalten  wir: 


„ -{Ag+  D)Vfm+k*) 

A'  ~ Bf(A*p  + 2^5 


(55) 


_ — ADp\(Ag+0)-Bf\+,2»ig(Ag+D)AqBk* 
l~  A*p |( Ag  + D) -Jif\  + 2 m(Ag  + D)  +Bk * 
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Benutzen  wir  in  diesem  letzten  YVerthe  von  Y\  die  Gleichung 
so  wird  der  Nenner  zu  Null,  woraus  hervorgellt,  dass  mau 
die  unteren  Zeichen  nicht  nehmen  darf,  d.  h.  dass  es  hei  zwei 
Parabeln  nicht  zwei  Aehnlichkeitspunkte  gibt;  die  YVerthe  in  (55) 
und  (56)  sind  also  unbrauchbar. 

Wird  aus  demjenigen  Punkte,  dessen  Coordinatenwertke  in 
(43)  und  (45)  dargcstellt  sind,  eine  Tangente  an  eine  durch 
die  Gleichungen  (14)  §.  3,  oder  (44)  <j.  9.  dargestellten  Parabeln 
gezogen,  so  muss  diese , nach  dem,  was  in  $.  6.  erwiesen  wurde, 
auch  die  andere  berühren. 


Führen  wir  die  Untersuchung  ganz  auf  gleicho  Art,  wie  dies 
in  den  früheren  Paragraphen  bei  zwei  Ellipsen  geschehen  ist, 
bei  zwei  Hyperbeln,  so  werden  wir,  ebenso  wie  dort,  bestimmte 
YY7erthe  für  die  Coordinaten  eines  Punktes  erhalten,  welcher  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass,  weun  man  aus  ihm  eine  Tangente  an 
eine  der  gegebenen  Hyperbeln  zieht,  jeue  Tangente  auch  die  an- 
dere Hyperbel  berührt. 

Aus  dem  in  §.  C.  Erwiesenen  lässt  sich  unmittelbar  folgen- 
der Satz  herleiten.  „ \Y  enn  man  drei  Ellipsen  von  beliebigen 
„ Parametern,  und  in  beliebiger  Lage  (jedoch  in  einer  Ebene)  hat, 
„und  man  zieht  an  je  zwei  derselben  die  äussern  und  die  innern 
„Tangenten,  so  liegen  die  drei  Durchschnittspunkte  der  äussern 
„Tangenten,  so  wie  je  zwei  innere,  mit  den  nicht  zugehörigen 
„äussern  in  gerader  Linie."  Sind  nämlich,  M.  , Ah,  Al3  "die 
drei  gegebenen  Ellipsen,  A,  der  Durchschnittspunkt  der  äussern 
Tangenten  an  die  Ellipsen  AI2  und  AJ3; 


A,z  jener  der  äussern  Tangenten  an  die  Ellipsen  Mt  und  AI, 


At  - - 

J | - - innern 

Ji  • • 

J*  - 


Mi 

■ m2 

Mg 

- m3 

Mi 

■ A!3 

Mi 

■ Mz 

so  liegen 


Ai,  dj,  dä 

Ai,  J2,  J3 
A a , Jt , J3 
A3,  J\ . Jj 


in  gerader  Linie. 

Denn  projicirt  man  die  Ellipsen  als  drei  Kreise  dfs, , Mi‘%, 
Air, ; und  zieht  an  je  zwei  die  äussern  und  innern  Tangenten,  und 
bezeichnet  die  Durchschnittspunkte  der  äussern  Tangenten  an  die 
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Kreise  Mrx  and  Mrt;  Mrx  and  Sfr Vf,  and  1fr,  respective 
mit  Ar ,.  Art  und  Arx ; ebenso  die  Durchschnittspunkte  der  innern 
Tangenten  an  die  Kreise  1fr,  und  1fr*;  1fr,  und  1fr  , ; !fr * und 
1fr,  respective  mit  .fr, , 1?*  und  .fr,,  so  hat  Monge  bewiesen, 
dass  die  Punkte 

.'fr, , Ar ^ ; fr,  i fr, . fr, ; Afjj  Jrx , fr, » -frj » fr,  • Jr% 

in  gerader  Linie  Hegen.  Projicirt  man  die  sechs  Punkte 

d^l  r 1^1  » dt, , .fr,  , fr, , fr, 

wieder  in  die  geometrische  Bildfläche  nach 

An  Af,  Ai,  Jx , J%,  /, 

zurück,  so  werden  auch  nach  §.  6.  diese  die  Eigenschaft  hesiUen, 
dass  jede  aus  ihnen  gezogene  Tangente  an  eine  der  Ellipsen  .V,, 
1/j,  1/j  noch  eine  zweite  derselben  berührt;  ferner  werden  aocb. 
ebenfalls  nach  dein  vorher  Erwiesenen,  die  Punkte 

d|>  «^1»  Jf  ^5 

auf  den  entsprechenden  Linien  liegen,  auf  welchen  sich  ihre  per- 
spectivischen  Projectionen  befinden,  also 

(Ax  As  At),  (Ax  Jt  Ja),  (Ai  /,  Jt) , (Ai  Jt  Jt) 

vier  gerade  Linien  bilden. 
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XIV. 

Die  astronomische  Wärme-  n.  läclit- 
Vertheilnng  auf  der  Erdoberfläche. 

Von  dem 

Lehrer  Herrn  Brenner 

xn  Tu  ttl  in  gr  n. 


Die  freie  Wärme,  welche,  nebst  dem  Lichte,  hauptsächlich 
die  Existeuz  der  organischen  Körperwelt  bedingt,  wird  der  Erd- 
oberfläche ans  zwei  Hauptquellen  zugeführt.  Die  eine  ist  der 
Wärraevorrath,  den  die  Erde  in  ihrem  Innern  birgt,  die  andere 
die  Sonne.  Da  wir  nun  von  der  Wärmemenge  des  Erdkerns , so 
wie  von  der  Wärmestriimung  gegen  die  Oberfläche  noch  keine 
genaue  Kenntnis*  haben,  übrigens  aber  von  einzelnen  Gebenden 
(Island,  Grönland)  wissen,  dass  sie  aus  der  Erde  eine  weit  grös- 
sere Quantität  Wärme  beziehen,  als  andere  Gegenden,  so  lässt 
sich  über  den  Ausfluss  dieser  Wärmequelle  wohl  keine  allgemeine 
Regel  angeben.  Weit  mehr  Hoffnung  scheint  vorhanden  zu  sein 
zur  Bestimmung  der  von  der  Erde  ausfliessenden  Wärmemenge 
für  jede  besondere  Gegend,  besonders  wenn  man  sie  mit  der  von 
der  Sonne  gespendeten  (Wärmemenge)  zu  vergleichen  sucht.  Die 
letztere  aber,  die  Sonne,  verbreitet  ihre  Wärme  auf  solche  Weise, 
dass  sich  die  Verhältnisse  der  Wärmemengen  für  verschiedene 
Gegenden  genau  bestimmen  lassen,  — Verhältnisse,  denen  auch 
die  Lichtverbreitung  derselben  unterworfen  ist.  In  Beziehung  auf 
die  Wärme  ist  zwar  bekannt,  dass  sie  durch  die  Sonne  aus  den 
Körpern  nur  entwickelt  (frei)  wird;  dessen  ungeachtet  können  wir 
uns.  für  unsern  Zweck,  vorstellen,  sie  sei  wirklich  ein  Ausfluss 
von  der  Sonne. 

Die  von  der  Sonne  herrührende  Wärme-  und  Lichtvertheilung 
auf  der  Erdoberfläche  nennen  wir  die  astronomische,  und  die 
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Wfinne-  und  Lichtverhfiltnisse,  oder  auch  die  Wärme-  und  Licht- 
mengen für  verschiedene  Gegenden  zu  bestimmen , sei  der  Gegen- 
stand unserer  Beschäftigung. 

Es  ist  bekannt,  dass  sich  die  auf  gleiche  ebene  Flächen  ge- 
worfenen Wärme-  und  Lichtmengen  verhalten  wie  die  Sinus  der 
Neigungswinkel  der  auffallenden  Strahlen.  Es  werde  nun  die  in 
der  Zeiteinheit  auf  die  Flächeneinheit  senkrecht  geworfene  Wärme- 
öder  Lichtmenge  zur  Einheit  angenommen,  so  ist  dieselbe  bei 
einer  Neigung  iV  der  Sonnenstrahlen  gegen  den  Horizont 

=sin/V. 

Diese  Neigung  der  Sonnenstrahlen  istahernichts  anders,  als  die  Höbe 
der  Sonne.  Es  sei  daher  (Taf.  III.  Fig.  *2.)  HU  der  Horizont 
des  Ortes,  Z dessen  Zenith,  AQ  der  Aequator,  P der  Nordpol, 
DE  der  an  einem  beliebigen  Tage  von  der  Sonne  beschriebene 
Parallelbrcis , L der  Standpunkt  derselben  zu  einer  beliebigen 
Nachmittagsstunde.  Ziehe  ich  durch  L den  Vertikalkreis  ZF, 
so  wie  den  Meridian  PT,  so  ist  im  sphärischen  Dreieck  ZPL 

cosZL—cnsZP.coaPL-i-8\ttZP.swPL.eosZPL. 

Setze  ich  die  Breite  des  Ortes  — ß,  dio  statthabende  Declination 
der  Sonne  s=d,  den  Stundenwinkcl  = S,  so  wie  die  Höhe  der 
Sonne  = //,  so  ist,  wenn  durch  it  das  bekannte  Kreisverhältniss 
3,14159....  bezeichnet  wird, 

ZL—^-H-,  ZP=”—ß;  PL  = %—a  und  ZPL=S-, 


folglich 

J)  sin//=sindsinj3  -f  cosScosßvwsS . 

Bezeichnet  man  die  Zeit  mit  t,  so  ist  der  Zeitmoment  dl,  und 
die  in  einem  Augenblick  von  der  Flächeneinheit  in  Empfaug  ge- 
nommene Wärme-  oder  Lichtmenge 

= r//.sin//; 

folglich  hat  man,  wenn  man  die  Wärme-  oder  Liclitnienge  eise“ 
Tages  mit  M bezeichnet, 

-/  dt  (sin<5sin|J  | cosdcos/JcosS) , 

wofern  dieses  integral  zwischen  den  gehörigen  Grenzen  genom- 
men wird. 

Zur  Zeiteinheit  nehmen  wir  die  bürgerliche  Stunde,  uud 
dann  ist 


S:<=2jt:24, 
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12S  . ,.  12  dS 

/— und  at  = - 

n 


n 


Wegs  gibt 


Jj — ^*$(sinds  ilijS  -f  cos<5  cos/3  cos  S) . 


Zwar  ist  auch  die  Declination  S eine  Function  von  t,  und  folglich 
auch  von  S:  allein  sie  varlirt  in  einem  läge  so  wenig,  dass  das 
tätliche  Wachsthum  derselben  auf  das  Integral  keinen  merklichen 

SK  labt.  Nehmen  wir  jedoch  f sU^ 

und  Lichtmenge  bestimmt  werden  soll,  die  Mittags  1Z  I hr  «alt 
findende  Declination  als  constant  an,  so  wird  man  hir  den  einen 
h-dhen  Ta"  etwas  zu  viel,  für  den  andern  etwas  zu  wenig  N arme- 
ode^Lkhtmengc  haben,  so,  dass  beide  Fehler  sich  beinahe  neu- 
tralisiren  werden.  — Somit  bekommen  wir 


2) 


M=  — (sindsinjS.S  + cosdcosßsinS)  + C, 


wo  C die  eingegangene  Constante  ist. 

Fassen  wir  zuerst  nur  den  halben  Tag  ins  Auge,  so  ist  hir 
die  eine  Grenze  dieses  Integrals  S=0,  und  die  andere  ergi  it 
sich  aus  1),  wenn  man  //=Ö  setzt.  Me  ist 

cosS  = — tgdtg/3  oder  — (— tgdtg^). 

Nehmen  »vir  dasselbe  zwischen  diesen  Grenzen,  verdoppeln  es 
hierauf,  setzen  ~=u  und  behalten  S als  Hilfsgrösse  hei,  so 
haben  »vir 

3)  M=sindsin/3.S  | cosöcosßsinS. 

ln  Betreff  derjenigen  Gegenden  aber,  »yo  die  Sonne  gar  mcht 
mehr  untergeht,  hat  man  das  Integral  2)  für  einen  ganzen  lag, 
«der  vielmehr  für  die  zwischen  z»yei  aufeinanderfolgende  tiefste 
Standpunkte  der  Sonne  fallende  Zeit  von  24  Munden,  d.  i.  zwi- 
schen den  Grenzen  ,S=0  und  S=»  zu  nehmen  und  hernach  zu 
verdoppeln.  Diess  gibt 

4)  ftl = 24sindsin  ß . 

Mau  kann  nun  die  Frage  aufwerfen:  In  welcher  Breite  findet,  bei 
ge-ebener  Declination  der  Sonne,  ein  Maximum  oder  Minimum  der 
fu  ^ einem  Tage  gelieferten  Wärme-  und  Lichtmenge  «statt?  Zu 
diesem  Zweck  setzen  wir  die  in  Beziehung  auf  ß genommenen 
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Differentiale  von  3)  und  4)  gleich  Null  und  entwickeln  ß.  3)  gibt 
zuerst 

ditp  =8möcoaß.S+BinSainßdSp  — eosdsinjJsinS  + cosdcosßcos  SdSß . 

Substituiren  wir  för  cosS  dessen  Werth,  so  heben  sich  auf  der 
rechten  Seite  dieser  Gleichung  das  zweite  UDd  vierte  Glied  gegen- 
seitig auf,  und  es  ist  alsdann 

rfu^=sin3cos/J.S — cosdsinßsinS . 

Setzen  wir  nun  </«„— 0,  so  kommt,  wenn  wir  tgd  = a setzen, 
nachdem  die  entstandene  Gleichung  zuvor  mit  der  Gleichung 

tgdtgß  = — cosS 

multiplicirt  worden  ist, 

5)  2Saa  + sin2S=0. 

Eliminirt  man  aus  3)  und  5)  S,  so  ergibt  sich  das  M.  M.  selbst 

cos  3 . 

“=c^8mS- 

Ist  tPu  negativ,  so  findet  ein  Maximum,  ond  positiv,  ein  Mini- 
mum statt.  Es  ist  aber 

d*u  = — « 4 dSß(a\n6cosß — cosdsin^cosS) 


oder,  indem  sich 


tgd 

dSp—  gj  nS.couß 


findet,  durch  Substitution  dieses  Werthes,  so  wie  desjenigen  von«: 
sinö2 — cos<52sin  S^cos/J2 

<**ui i cosdsinScosß* 

Ist  daher  der  absolute  Werth  von  tgd  > sinScosß,  so  hat  man  ein 

Maximum. 

Minimum. 

Wenn  nun  S'  ein  Werth  ist,  der  die  Gleichung  5)  beinah« 
befriedigt,  so  hat  man  die  Correctiou 

1 2£a*+sin2S' 

2 na  + co«2S' 


Setzen  wir  y—  2Saa-f  sin2S,  so  ist 
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für  5=0  ^=0, 

..  'S=lj  y = na'‘, 


Co 

II 

HS* 

3 2 

,V— 2 na 

5=  7t  .... 

y=2jra*. 

Im  Uebrigen  bemerkt  man 


1)  dass  für  alle  Werthe  von  S zwischen  0 und  ^ jede  der 
Grössen  2Saa  und  sin‘2£  positiv  bleibt,  so  dass  y positiv  ist; 

7t  3jt 

2)  dass  zwischen  S—y  und  die  Grösse  2<Saa  zwar 

immer  noch  stetig  wächst,  allein  sin2S  von  Null  an  stetig  ab- 
nimmt, so  dass,  wenn  einmal  y negativ  geworden  ist,  dasselbe 

auch  negativ  bleibt,  bis  auf  den  Werth  S=-j-.  In  der  That  ist 

3 

auch  für  den  letztem  Werth  von  S....y — ^ Jr«a — 1 negativ, selbst 
für  den  grössten  Wertb,  den  man  a beilegen  kann,  nemlich  für 

a=tg23°28' =0,431....; 


3)  dass  gleicher  Weise  zwischen  r und  jc  wieder 

jede  jener  Grössen  wächst,  und  dass  demnach  auch  y positiv 
bleibt , wenn  es  solches  einmal  geworden  ist.  Wirklich  geht  es 
in  diesen  Grenzen  auch  von  der  Negativität  in  die  Positivität  über. 
Da  wir  nun  dem  Stundenwinkel  <S  keinen  grossem  Werth  beile- 
gen dürfen  als  n,  so  folgt  daraus,  dass  y ausser  5 = 0 noch 
zweimal  durch  Null  gehen  wird,  nemlich 


für  einen  Werth  von  5 zwischen  und  -j-,  so  wie 


ft  1t  tt  tt  t » 


T 


und  7t. 


Sonach  bietet  die  Gleichung  5)  drei,  aber  auch  nicht  mehr 
als  drei  Werthe  für  5 dar. 


Die  Gleichung  4)  aber  gibt 
Tb«H  XVI. 


11 
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diVß =24sin  dcosß  = 0 . 

also 


0 = 90°  und  yt/=z4sind . 

(3  = 90°  gibt  aber 


d*Mp  = — 24sind , 


folglich  hat  man  hier  ein  Maximum  und  zwar  für  den  Pol. 

Man  überzeugt  sich  daher,  dass  die  tägliche  Wärme-  oder 
Lichtmeuge  vier  »1.  M.  darbietet. 

Für 


S=0  oder  tgdtgß  = — 1 , 

d.  h.  für  den  Fall,  wo  die  Breite  ß und  die  Declination  S der 
Sonne  einander  entgegengesetzt  sind  und  sich  zu  einen  Rechten 
ergänzen,  ist  aber 


fPuß—  + co,  also  u = 0 ein  Minimum. 

Hat  man  hierauf  aus  der  Gleichung 

2Sa*  + sin2S  = 0 

X 

noch  die  zwei  übrigen  Werthe  numerisch  bestimmt,  so  wird  nun 
vermittelst  der  Bedingung 

tgö  y sin  S.  cos/3 

entscheiden,  ob  man  ein  Maximum  oder  Minimum  hat  Diese 
Entscheidung  erledigt  sich  jedoch  einfach  durch  die  Bemerkung, 
dass  die  Max.  und  Min.  nur  abwechslungsweise  aufeinander  folgen 
können.  Da  nun  der  erste , aus  der  Gleichung 

2Saa  + sio25=0 


gezogene  Werth,  tgß  = — ein  Minimum  liefert,  so  wird  du 

zweite  Werth  von  ß ein  Maximum  und  der  dritte  wieder  ein  Mi- 
nimum geben,  während  vom  letzten  Werthe  für  ß,  uemlich  (3=90°, 
bereits  bekannt  ist,  dass  er  ein  Maximum  bedingt. 
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Nimmt  man  z.  B.  die  grösste  Declination  der  Sonne  d=23°28', 
so  ergibt  sich  ausser  «=0  auch  noch 

S = 1,9969^....  oder  S=114°25', 

so  wie  * 

«=2,51708  oder  «=144°  13'; 
te|3.tgd=  — cos«  gibt  aber 

0 = 43°36'  und  0=61°51', 
und  dies»  gibt  ferner 

»«=1,1534  und  «=  1,1360. 

Man  hat  daher: 


1)  ein  Minimum...  »«=0  oder  ....  1U=  0 in  der  Breite  — 66°32'. 

2)  ein  Maximum.«  u=l,1534...  od./V=8,8112..  „ +43°36'. 

3)  ein  Minimum...  u=l, 1369,..  od.  jtf =8,6851...  „ +61°50'. 

4)  ein  Maximum M— 9,5571 ...  „ + 90°  od. 

auf  dem  Pol. 


Von  besonderem  Interesse  ist  die  Bestimmung  der  Wärnie- 
und  Lichtmenge  dir  einen  grössere  Theil  des  Jahres,  oder  auch 
für  das  ganze  Jahr.  Allein  es  wäre  sehr  umständlich,  dieselbe 
für  jeden  einzelnen  Tag  zu  berechnen,  und  zuletzt  alle  zu  sum- 
miren.  Diesen  Zweck  erreichen  wir  weit  schneller  durch  die  Dif- 
ferenzen-Rechnung. 

Es  ist  hier  völlig  genügend , uns  die  Erdbahn  kreisförmig  und 
die  Sonne  im  Mittelpunkt  befindlich  vorzustellen,  so  dass  dieselbe 
in  ihrer  Länge  täglich  um  denselben  Bogen  fortschreitet  und  alle 
bürgerlichen  Tage  einander  gleich  sind.  Diese  Annahme  können 
wir  um  so  eher  machen,  als  physikalische  oder  örtliche  Ursachen 
noch  weit  bedeutendere  Modilicationen  eintreten  lassen. 

Die  Länge  der  Sonne  bezeichnen  wir  mit  l und  deren  tägli- 
ches Wachsthum  mit  h.  Unsere  Summationen  aber  können  wir 
in  Beziehung  auf  den  Variablen  k und  dessen  constantes  Wachs- 
tum A durchführen,  während  1 an  die  Gleichung  gebunden  ist 

sind=8inr.sinl, 

wo  t die  Schiefe  der  Ekliptik  bezeichnet. 

V II» 


« 
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Wir  suuf  nun  genötbigt,  die  Formeln  3)  und  4)  so  omzufor- 
inen , dass  eine  Integration  in  Beziehung  auf  1 möglich  ist.  Dies* 
lässt  sich  in  Beziehung  auf  3)  nur  durch  eine  unendliche  Reihe 
bewerkstelligen. 


Setzen  wir 


sin/3 


= V und  tg(3  = z; 


so  haben  wir  aus  3) 


U = sind . S -j- 


cosd.sinS 


Hiervon  ist  das  Differential  in  Beziehung  auf  t 

cosd.sinS  . cosd.cosS.dS, 

dU%=8inS.dSt + 

Eliminiren  wir  cosS  vermittelst  des  Wertbes  — ztgd,  so  ist 

düx  = — C°g^;8—  s-yV  1 — sind*.(l-f  z*) 

oder 


dUx  = — ^ (1  — c . sinA*  )l  > 

wenn  wir 

sint*(l  -+■  z*)=c 

setzen. 

Nun  könnten  wir  die  Wurzelgrösse  (1  — csinA*)!  nach  dem  bi* 
nomischen  Lehrsatz  entwickeln,  und  hierauf  die  Potenzen  von 
sinA  in  die  Sinus  und  Cosinus  von  A und  dessen  Vielfachen  ver- 
wandeln. Diesen  Zweck  können  wir  jedoch  unmittelbar  erreich«, 
und  da  nur  gerade  Potenzen  von  sinA  zum  Vorschein  kommen, 
und  diese  keine  Sinus,  sondern  nur  Cosinus  erzeugen,  so  setzen 
wir 


(1 — csinA*)*  = Oq  -f  a,  cosA  + o2cos'2A  + o,cos3A  + o*cosaA. 

Nimmt  man  die  Differentiale  der  Logarithmen  beider  Seiten  in 
Beziehung  auf  A,  so  kommt 


i 


m 
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c.sin2A 

(2 — c)  + c.cos‘2A 

_ QisinA  + 2aasin2A+ 3«3sin3A -f  wonsin»A 

Oo  + ajCosA+OjCOsSA-f  a3cos3A....  -fancosnÄ 

Da  im  Allgemeinen  ist 

sindLcosZ?  = ^-sin(.A+.B)-f-  ^sin(i4— B), 

so  hat  man,  wenn  'man  die  Nenner  wegschafft,  als  Coefficient 
von  sinnA: 

5 ca*-*  — ^ con+t—  (2  — c)nan  — <j  (n— 2)ca,,_t—  ^ (n  + c)  ca»+a . 


Setzen  wir  diesen  CoefGcienten  gleich  Null , und  ersetzen  n durch 
n— 2,  so  entwickelt  sich 


6) 


5 — n 

°—l Tn°n-*  + 


2(»-2)n  2 

(1  “er- 


setzt man 


( 1 — c.sinA*)l  = [l  + 


so  überzeugt  man  sich,  dass  bei  der  binomischen  Entwicklung  A 
in  der  Potenz  stets  nur  in  Begleitung  eines  geraden 

Coelficienten  erscheint,  so  dass  sich  die  CoeÜicienten  an  mit  un- 
geradem Stellenzeiger  als  Null  ausweisen.  Alle  Coelficienten  a, 
bestimmen  sich  daher  in  o0  und  Oj , welche  letzteren  unmittelbar 
zu  entwickeln  sind. 

0^  ist,  nebst  l , der  Inbegriff  aller  der  Grössen,  welche  in 
den  Poteozen  — g-iV-ijim  (]as  mittlere  Glied  aus- 

raacheo;  und  ebenso  ist  ^ o.2  die  Summe  aller  derjenigen  Coeffi- 

cienten,  die  jenem  mittlern  Gliede  unmittelbar  vorangehen  oder 
auch  nachfolgen,  d.  h.  der  Coelficienten  der  Grösse 

eiAV-i+e-*AVri 

Auf  diese  Weise  findet  sich: 


« 


m 
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*^1  2g-— 4.3. 


1.1  /c\*  „ . .1  1.1.3 
(WV»  ) -0  (1.2.3)* 


-MM-tnap-G)’ 


— 2m(2«t— 1)  (2m—  2)...(m  -f  1). 


1.1. 3.5..  ..(2m —3) 

( 1.2.3....  m)*  ' 


©'• 

1 c . , 1.1  /c\*  . 6-5  1.1.3 /cy  . 8.7.6  l.L3.5/cY 

2 "*““8  +4  1.2V8/  + 1.2  1.2.3 V.8/  + 1.2.3'  1.2.34W 


2m(2m — l)(2m— 2) .... (m-f-2)  1.1.3.5...^2 m — 3)  /cN“ 
+ 1.2.3....  (m— 1)  J.2.3...m  \SJ  ' 

Vermehre  ich  jede  dieser  Reihen  um  ein  Glied,  indem  icb  das 
neue  Glied  aus  dem  letzten  durch  Verwandlung  des  m in  n+1 
gewinne,  und  dividire  hierauf  das  letzte  durch  das  uneinsletzte, 
so  finde  ich  tur  die  Verhältnisse  zweier  aufeinander  folgend^ 
Glieder : 


4 wi* — 1 

c'4(m+l)* 


c‘  4m(m  + 2) 

Beide  Verhältnisse  sind  kleiner  als  c,  nähern  sich  aber  diese» 
Grösse  desto  mehr,  je  grösser  m wird,  und  gehen  nur  für  s»=ot 
in  c über.  Die  Convergenz  beider  Reihen  ist  daher  gesichert, 
sobald  c<l,  d.  h.  wenn 


sine*.(l+tgj3*)<l,  oder  sine  < cos|3 , 


mit  Worten,  wenn  die  Breite  den  Polarkreis  nicht  erreicht 


Um  jedoch  auf  u zurückzukommen,  muss  dlh  in  Bezieht»: 
auf  z integrirt  werden,  und  cs  fragt  sich,  ob  obige  Reihen  auch 
bei  dieser  Sachlage  noch  als  brauchbar  sich  zeigen. 

Wir  haben  daher  zu  vergleichen 


pn. 

Z* 


mit 


/*cm  dz 


oder  bei  Vernachlässigung  des  gemeinschaftlichen  Coeftteieoten 
sina*m : 


(i±jv^yu ±fnJz. 
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E*  ist  aber 


(Hi4)’"  1 . „ m(ra+l)  , . m(m — 1)  (m— 2)  ^ . 

—? =?+m+-L2~  1 + 03 1 + ' 


l 

x 


fQ±pH 


+ WII  + 


m(m+ 1)  i*  , 

1.2  3 + 


m(m — l)(rn — 2)  zs  , 
L2l3  5 + 


: nag  positiv  oder  negativ  sein , so  ist  für  alle  Werthe  von  z^  1 

jedes  Glied  der  obern  Reibe  grösser,  als  jedes  Glied  von  der- 
selben Ordnung  in  der  untern  Reibe,  mit  Ausnahme  des  Falles 
i=l , wo  die  absoluten  Werthe  der  zwei  ersten  Glieder  einander 
gleich  sind,  nemlich  =1.  Es  ist  daher  um  so  mehr. 


» 


als  das  Integral  eine  Differenz  kleinerer  Grössen  vorstellt,  wäh- 

(f* 

rend  -j-  eine  Summe  grösserer  Glieder  ist. 


Für  i positiv  und  >1  ist stets  positiv,  und 
für  z negativ  und  > 1,  ,,  „ „ negativ , 

mit  dem  einzigen  Ausnabmefal!  m=0.  Es  ist  aber 


(l+z*)» 


.ra+t*r 


dz 


1 . 1 . „ , . m(m—  1)  (/l  i 

— 's  f - + ni(l— z)  + — £5 **<1—  3) 

m(m— 1)  (w— 2) 


1.2.3 


^(l-g)  + ... 


wo  das  negative  Zeichen  für  das  positive  2 und  das  positive  für 
das  negative  z gilt. 


z mag  so  gross  sein,  als  es  will,  kann  man  doch  stets  m 
«men  Werth  beilegen,  der  diese  Differenz  (Summe)  positiv  macht, 
®°  dass  jedenfalls  in  der  Entwicklung  von  V die  später  folgen- 
den Glieder  bewirken,  dass 


wird. 


Digitized  by  Google 


164 


Um  diesen  Umstand  herbeizuführen , hat  man  nicht  einmal 
nüthig,  auf  einen  hohen  Werth  von  m anzusteigen,  denn  wi-  haben 
uns  bereits  überzeugt,  dass  Convergenz  jmr  dann  erreicht  wird, 
wenn 

cosj3>  sine, 

% 

welches  gleich  ist  mit 

i < cotge . 

Nun  ist 


cotge  = 2,3035 

und  da  z nicht  einmal  diese  Grösse  erreichen  darf,  so  zeigt 
sich  in  obiger  Reihe  für 

(l+Z*)"  „ /*(l  +!*)”* 

x*  V I* 

höchstens  das  dritte  Glied  als  negativ,  so  dass  schon  der  Werth 
m=3  diese  Differenz  positiv  macht. 

Die  Reihe  für  E7  oder  u zeigt  sich  daher  noch  brauchbarer 
als  die  für  d Uz . 

ln  Beziehung  auf  die  Anwendung  der  Formel  6)  zur  Bestim- 
mung des  Coelhcienten  n4  ist  zu  bemerken , dass  das  erste  Glied 
in  der  Entwicklung  von  (l — csinA2)'.  den  übrigen  conform  sein  muss, 
d.  h.  es  muss  die  Form  haben  veosoA  oder  vcoao.  Soll  aber  dir 
Grösse  c"'/— 1 einen  Cosinus  darstellen,  so  muss  ihn 

ein  Zweier  als  Nenner  untersetzt  werden,  woraus  folgt,  dass  der 
Coeflicient  a„  stets  der  gedoppelte  Coefficient  von 

enkV-l  | e-nlV-i 


io  der  Entwicklung  für,  • 

flf  j {e^~l  + e— 
ist. 

Die  Grenze  des  Verlustes,  bei  beliebiger  Abbrechung  unse- 
rer Reihe 


a)  o0  + u2cos2A  -f  o4cos4A  ...  -f  elacos2s 4 
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lässt  sich  am  Einfachsten  dadurch  bestimmen,  dass  wir  das  Bi- 
nomium  (1 — csinl*)i  unmittelbar  entwickeln,  wodurch  wir  erhalten 


h) 


. 1 • .«  1 1.1  . . „ 1 

1 o csinX  04’  i o ^ sinA  os 


1.1.3 


2*'  1.2  ' 


2* ' 1.2.3 


c3sinl®.... 


1 1.1. 3.5.. .(2m — 3) 

2»'  1.2.3....7« 


cmsinA*m. 


f 


Die  Reihe  a)  geht  aus  der  Reihe  b)  hervor,  wenn  die  verschie- 
denen Potenzen  von  sinl  in  Sinus  von  X und  dessen  Vielfachen 
verwandelt  werden.  Es  ist  auch  bekannt,  dass  der  höchste  viel- 
fache Bogen  in  den  Verwandlungen  von  sinl2"  der  2mfache  (2ml) 
ist,  woraus  folgt,  dass,  wenn  man  in  b)  mit  dem  Gliede 


1 1. 1.3.5 (2m— 3) 

2"  ‘ 1.2.3,. .7« 


c”  sinl®"' 


l 

ibbricht,  in  a)  keine  hohem  Potenzen  von  c erscheinen  werden, 
als  c",  und  dass  demnach,  wenn  man  n=m  macht,  und  in  den 
toefikienten  a 


a0>  °2>  .«Sl» 


die  Potenzen  von  c nur  bis  auf  c"  ansteigen  lässt,  in  a)  auch 
kein  einziges  Glied  verloren  gegangen  sein  wird,  so  dass  beide 
Reihen  vollständig  den  gleichen  Werth  haben  werden. 

Lässt  man  nun  in  b)  m um  die  Einheit  wachsen,  so  erhält 
man  dadurch  das  (m-J-2)te  Glied,  und  dividirt  man  diess  durch 
das  (//j+Dste,  so  ist  das  Verbiiltniss  derselben 

2m — 1 . 

o«,  ■ «csinA  • 


Der  Coeflicient  ^^“2®  ist  stets  kleiner  a,s  c und  nähert  sich 

bloss  der  Grösse  c,  wenn  m wächst.  Es  ist  also  auch  diese  Reihe 
convergent,  sobald  c < 1. 

Die  Summe  der  geometrischen  Progression 

a + ae  + ae 1 -f- ....  oen+ 1 
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aber  ist 


« 


e*— 1 


,=  a—l 


Lässt  man  jedoch  die  Reihe  mit  dem  Gliede  e"  beginnen , so 
setze  man  nur  a = r™  und  dann  hat  man 

e* — 1 

* —em.  — s-  • 
e— 1 


Ist  e ein  Bruch,  und  gleich  ~ , so  gibt  diess  für  n = oo 


n—pXqJ 


woraus  folgt,  dass  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  gleich 
ist  dem  — j fachen  des  vorangegangenen  Gliedes.  Sind  jedoch 
die  Glieder  der  Progression  noch  mit  fallenden  Coefticienten  be- 
gleitet, wie  diess  wirklich  in  b)  der  Fall  ist,  wo  c für  ^ steht, 
so  erreicht  die  Summe  der  nachfolgenden  Glieder  nicht  eionii 
das  — fache  des  vorangegangenen  Gliedes. 


Hat  man  sich  daher  über  den  Grad  der  beabsichtigten  Schärfe 
der  Rechnung  entschieden,  so  wird  man  in  der  Formel  b)  da« 
Glied  bestimmen,  mit  dem  inan  abzubrechen  hat.  Ist  es  das  Glied 
c^-sinA*“,  so  wird  man  auch  nur  die  Coellicienten  a bis  üj«  be- 
rechnen, in  denselben  c bloss  bis  auf  die  Potenz  c"  steigen  las- 
sen und  mit  dem  Gliede  o» cos'ini  endigen.  So  wird  man  end- 
lich haben 


U= 


Vn-f-a^cosSl  -f  a4 cos4A 


4-et,eo»a«A&  + c 


wo  C die  durch  die  Integration  eingegaugene  Coustante  ist, 
welche  im  Allgemeinen  eine  Function  von  X sein  wird.  Um  diese 
(’onstante  zu  bestimmen,  gehen  wir  zurück  auf  die  Gleichung 


dü, 


cosd.sinS 

i* 


deren  Integral 
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cosd.  sinS  . _ 

* “*+ 1' 


eres  ist,  als  das  obige.  Demnach  ist 

/cosd.sin*S  . . „ . , _ . cosd.sinS 

^ di  + C = sind.  iS  + 

. . . . , cosd.sinS 

in  wir  per  partes,  so  heben  sich  — — gegenseitig 

1 es  ist 

y'd* 

— ■ cosd.cos.SdS»  + C—  sind.  S ■ 
ich  cosS  durch  — a.tgd,  so  ist 

- J’ sin SdzdSi  + 6’=sinÖ.S 

sind . 5 + C—  sind . S , 

C=Q.  Somit  haben  , wir 


»= — siuß j 


n0+a4cos‘2A+r/4cos4A....-fos«cos2«A 
a2 


di. 


:h  nun 


—sioßf  — 

— amß  = At , 


mit 


— i ußf^-^A»; 
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6)  U = .Ij  -f  AfCOS'li .i^cosÄii . 

Von  den  Integralen 


lässt  sieb  leicht  das  nachfolgende  durch  das  vorhergehende  be 
stimmen.  Man  hat  nemlich  zuerst 


/<i+5T  rf,  = yüütcü!  * + 

und  hierauf 

y(1yr  ^ _ _ (jj^+2ni J' (|+, 

Eliminire  ich  nun 

so  kommt 

(2m — 1) 

Setze  ich  nun 


so  ist 


/'d% 

^=A>. 

fäH S+ö 


=4. 


— -^r  * 


yf0= — cosfl, 
yi^seejS  + 'i^,, 

y*,= j(sec/3s+4^i). 
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^s  = g-(sec/S*+6^), 


AT  — (secß*-1  + 2rAr-, ) . 


Um  nun  in  den  Entwicklungen  von  a4,  dg,  aa....  die  CoefB- 
£ 

cienten  von  g-  zu  bestimmen,  setzen  wir 


t»)/c 


<»>/c\*  . U)/cV 


00  = 1 + 0«  {$)+<*>  (ü)  +«0  {g)  +««0  V8> 

<J Vc\  , m/cy  , (»)/cv  . (4>/c  v . 
°l=<Hsj+“*  CsJ  +“*  (fl)  +“*  (s)  + 


<*>/c\2  (3>/c\3  (4)/cV 

0*-c*  (s  J +“*  (ö  J +“*  (sy  + 


(31/cV  <«) 


««-“6  (qJ  +“«  + 


und  dann  hat  man 


W ^ sin«*  ( * /sin**\*  <*)  _ /sin«*\* 

dp — — A o — Bo  Ai  g '«o  Af,  I g 1 — oo  A3  I g—  1 — .... 

. W sin**  (*)  /sin«*\*  <»)  /sin«2\» 

'U — — “a  At  g — aa  /i)  ^ g—  1 — o2  A3  ^ g—  J — .... 

a (1)  > /sin**\*  <*)  /sin**\*  <*»)  /sin«*\4 


Nun  gibt  die  Formel 
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5*_n  “ . 2(n-2),4  2, 

rr^  ««-4  + jjp  n~  (i — 7;a»_ j 


I+n' 


nach  einander: 


n*  — 5 («o+4<I®—  c °t)  > 

1 8 

— a,+8<v-2-  - o4) , 

"s  — y ( ~ 3°-»  + 12«,  — 3.  — «,)  , 

1 ; 8 
«l0=n(_5«,  + 16«,— 4.-«,)  , 


Macht  man  nun  die  gehörigen  Substitutionen  und  vergleicht  die 

Q 

Coefticienten  derselben  Potenzen  von  g->  so  kommt 


<*)  1 (*)  (*>  (3) 

°4  =5  (“0  + 4“®  —«2  ) 


(3)  ] (3)  (3)  (4) 

“4  =5  («0  +«2  — «**  ) 


(4)  1 (4)  (4)  <») 

«4  =5  (“o  +4“i  — «*®  ) 


wo  tur  alle  ctg  deren  doppelter  Werth 
zu  nehmen  ist. 


<’>  1 (3)  (i)  (4) 

“»  = 7 (— «2+8ß4  — 2«4  ) 


(4)  1 (4)  (4)  (5t 

“#  = 7 ( — et,  + 8«,  —2«,) 


(»)  I (5)  (5)  («) 

“6  =f  (— “*+8“4  ~ 2«4  ) 


(4) 

“* 


1 <4>  „ <S> 

= Q (— 3«4  + 12“»  —3“,  ) 
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tat 


<a) 


(a)  *(«) 


— ö ( — 3 04  + 12  <%  — 31%  ) 


* 


<a> 

“io 


1 . . (&>  , («) 

— 1|(  f*4!#  +16«%  — 4na  J 


Berechnen  wir  nun  a numerisch  und  stellen  die  ersten  Werthe 
tabellarisch  dar,  so  haben  wir 
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“0 

“s 

°4 

«« 

(i) 

o0  = — 2 

«*  =2 

(*> 

(*> 

(*) 

«o  =— 3 

ctj  = 4 

«4  =— 1 

(3) 

(3) 

(S) 

(»)  , 

«o  =—10 

cr4  =15 

o4  = — 6 

°e  =* 

(♦)  175 

(4) 

(4) 

(4! 

«o  =-t 

«2  =70 

$ 

1 

II 

>? 

“a  =IU 

(*)  441 

(M  735 

(4) 

(4)  315 

"o  = 2" 

oj  = — 210 

* =7 

<«>  4851 

„ <6>  — -2Q79 

(«>  10395 

(‘)  11» 

“o  — 4 

“ 8 

“»  i 

(?)  14157 

(?)  99099 

<*>  33033 

(0  33035 
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Die  Gleichung  4)  aber  gibt 

0)  M — 24sinj3.sint.sinA. 

Nun  ist  bekanntlich,  wenn  man  das  constante  Wachsthum  von  i 
durch  A darstellt : 


sin q(x  + j A) 

Scosqx=: j 1-  Const. 

2 sin  g-  qh 


cos  q ( x + A) 

Ssinyx  = — j h Const. 

2 sin  y qh 


»o  iS  das  Summirun^i- 
zeichen  vorstellt. 


Will  man  nun  die  Summen  der  n -f-  I Glieder 

sinipa  + sin<7(«-|-/j)  +sin^(a-f2A)....  +sin^(n+nA) 

und 


cos^a  + cos  q(a  + A)  + cosq(a  +2A) + cos q(a  -J-  nh) 

haben  , so  hat  man  obige  Integrale  zwischen  den  Grenzen 
x=cr  — A und  xz=za  |-nA 
zu  nehmen,  und  diess  gibt 

sin^(o  + ^nAjsiny  i/Afn  + l) 

Ssioqx  = j t 

sin  ^ qh 


Scoaq.x  — 


co sq(a  + /,  nA)sin qh  (n  f-  J) 

rr~. 

sin  jj  qh 


Da  das  Wachsthum  A in  unserm  vorliegenden  Falle  die  Län- 
genzunahme  der  Sonne  in  einem  Tage,  folglich  kaum  = ist,  so 

könnten  wir  bei  unserer  beabsichtigten  Summation  in  Beziehung 

11 

auf  8)  in  den  drei  oder  vier  ersten  Gliedern  ^ qh  statt  sin-,  qh 

setzen.  Ist  A die  am  ersten  Tag,  Mittags  12  Uhr,  stattfindende 
Sonnenlänge,  so  haben  wir  aus  8)  für  m + 1 Tage: 


f - 
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cos‘2n(A'+  J mh)  sin«  A(m  + 1) 

+ av.  -shsa  • 

Eiien  so  liefert  9)  für  m + 1 Tage : 

11)  SA if=^~  mj*  ’n< . siu(A'  -f-  ^ mh  ) sin  ^ h (m  -f  1) . 

Die  Formel  10)  reicht  beinahe  für  die  ganze  bewohnte  Eide 
*«*,  während  11)  nur  für  die  Polarländer  anwendbar  ist. 

Bestimmen  wir  nun  für  die  gemässigten  und  Tropenländer 
d*  Wärme  - oder  Lichtmenge  eines  ganzen  Jahres.  Nehmen  wir 
li»‘  J»hr  zu  3651/*  Tagen  an  und  wählen  die  Länge  eines  solchen 
Drtes,  welcher  um  Mitternacht  sein  Früblingsaquinoctium  hat,  so 
ßät  dieses  Aequinnctium  nach  einem  Jahre  auf  6 Uhr  Morgens, 
*•  also  die  zweite  Hälfte  der  Nacht  weder  Wärme  noch  Licht 
liefert.  Fiele  aber  das  erste  Aequinoctium  auf  Morgens  0 Uhr,  so 
käise  das  zweite  auf  Mittags  12  Uhr,  so  dass  hier  V2  Tag  wciteT 
*n  Rechnung  zu  bringen  wäre,  und  zwar  bei  der  Declination  d=0. 
Man  wird  daher  nur  unbedeutend  von  der  mittlere  Wärme-  oder 
l.iibtmenge  abweichen,  wenn  man  der  Summe  für  305  Tajre,  das 

•^te  Aequinoctium  für  Mitternacht  angenommen,  noch  ^u,  für 

j=0,  beisetzt,  d.  h. 


Noch  einfacher  erreichen  wir  unsern  Zweck,  wenn  wir  inter- 
P®liren , und  setzen 

A(1  -fw»)  = 2?r. 

D»  wir  nun  haben  A'=  A , so  ist 

A'  + ^ mA  = n 

12* 
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und 

sinnA(m+l)=0> 

folglich  die  Wärme-  oder  Lichtmengn  eines  Jahres 
Su  = =363.25^0 


oder 


48 


12)  SM=j-A0= 2790,3.4o . 


Wollen  wir  die  Wärme-  oder  Lichtmenge  eines  Jato! 
den  Aequator  bestimmen,  so  ist  ß=0  und 


-4q  — Af  — A%  — A3  — Am  — — 1 , 


folglich 


, rl/sinfa\  /sin£*\*  /sinf2\3  175/sinf,\'*  441/s*1 

-,0(  -8-;  —)  - t(t) 

log  (^a)  =0,2971462—2 


Nun  ist 


und  diess  gibt 

■ •• 1 1 Ht'v 

und  endlich 

für  den  Aequator. 

Wollen  wir  die  Wärmemenge  des  Pols  suchen,  wo  ß 
haben  wir  es  hier  nur  mit  einem  halbeu  Jahre  zu  thun 


Am =0.9591 
SM=  2676 


und 


folglich 


sinfi'-f-^  mh)  =sin  j =1 


sin  2 A(m+1)  =sin  ^ =1 , 


- 
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13) 


ßr  den  Pol. 

Die  dem  Aequator  in  einem  Jahre  zugeßhrte  Wärme-  oder 
Lichtmenge  ist  also  2,  4 oder  2%  mal  grösser,  als  diejenige  des 
Poles. 

Die  Fruchtbarkeit  eines  Landes  hängt,  unter  übrigens 
gleichen  Umständen,  hauptsächlich  von  der  demselben  zuge- 
fuhrten  Wärme-  und  Lichtmenge  ab,  und  wir  dürfen  bei  den'in 
den  irdischen  Temperaturen  stattlindenden  engen  Grenzen  anneh- 
men, dass  für  dieselben  Gewächse,  z.  B.  für  dieselbe  Getreide- 
art, die  Summen  der  Wirkungen,  um  sie  gedeihen  zu  lassen  und 
zur  Reife  zu  bringen,  gleich  sind. 

Wir  setzen  die  in  Stunden  angegebene  Zeit  des  Gedeihens 
derselben  Fruchtgattung  ßr  die  Breite  ß gleich  t,  für  die  Breite 
ß'=t‘>  die  von  der  Sonne  in  diesen  Zeiten  gelieferten  Wärme- 
oder Lichtmengen  gleich  M und  JUJ,  so  wie  die  Wärmemenge,  die 
der  Erdboden  selbst  je  in  einer  Stunde  gibt,  respective  gleich  m 
und  m'.  Setzen  wir  ferner  die  Wirkung  der  Mengen-Einheit  der 
Wärme  =1  und  die  Wirkung  der  Mengen  - Einheit  des  Lichtes 
gleich  w,  so  haben  wir 

ftl  -f  i nt  + wM—JU'  + m't‘ 


oder 


M + T+«r  * = M + fr«® 1 • 


Da  M,  M' , t und  V bekannte  Grössen  sind,  so  gibt  diese 

Gleichung  die  zwischen  und  y~j~,  statttindende  Relation  an. 

Wollte  man  für  die  Breite  ß und  eine  neue  Breite  ß"  eine  zweite 
Gleichung  aufstellen,  so  könnte  man  1-f  c eliminiren,  und  dadurch 
würde  sich  eine  neue  Relation  zwischen  m,  m'  und  m"  dar- 
stellen. 

Bei  absichtlich  angestelllen  Proben  hat  es  der  Mensch  in 
seiner  Macht,  in  Beziehung  auf  den  Boden  und  dessen  Befeuch- 
tung Gleichheit  der  Umstände  herbeizuführen. 

Wollen  wir  endlich  die  Wärme-  und  Lichtinenge  bestimmen, 
die  die  Sonne  in  der  Zeit  T dem  ganzen  Erdbälle  überhaupt  zu- 
ßhrt , so  können  wir  uns,  da  stets  Eine  Halbkugel  von  derselben 
erleuchtet  ist,  vorstellen,  die  Sonne  stehe  im  Zenit  eines  Pols, 
während  die  Erde  ruht.  Dann  ist  die  dem  Element  dßdi  in  einer 
Stunde  mitgetheilie  Menge 


= R*dßdi.  sinß. 
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wobei  wir  einen  Ort  mit  beliebiger  Breite  ß und  beliebiger  Länge  1 
gewählt,  und  den  Halbmesser  der  Erde  = W gesetzt  haben. 

Die  dem  ganzen  Breitenkreise  mitgctheilte  Menge  ist  daher 

=2itR?dßs\nß.cosß=z7tIPs\n2ßdß. 

Die  Integration  gibt 


= *#*( — g:cos2(3+  C), 

und  zwischen  den  Grenzen  ß — ^ und  ß— 0 

=ä*j t, 

folglich  so  viel,  als  ein  grösster  Durchschnitt  der  Erde,  den  die 
Sonne  senkrecht  bescheint,  empfangen  würde. 

Diese  gibt  in  der  Zeit  T 

= =TK*tc, 

was  für  ein  ganzes  Jahr  liefert 

365,25.24.#**  = 27539.#*. 
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XV. 

Heber  die  von  Polaren  und  Asymp- 
totenchorden umhüllten  Curven. 

Von 

Herrn  0.  Hermann, 

Hiilfalehrer  um  Gjmnaaium  zu  Wetzlar. 


(Fortsetzung  des  Aufsatzes  in  Theil  XIV.  S.  3S2.). 


I. 

Nachdem  die  Einhüllungscurven  betrachtet  worden  sind , 
«eiche  durch  Verschiebung  des  Poles  in  gegebener  Bahn  ent- 
stehen, wenden  wir  uns  zu  denen,  deren  Entstehung  durch  Aen- 
derungen  der  Directrix  bei  unverändertem  Pole  bedingt  wird. 
Die  Aenderungen  der  Directrix  können  ihre  Form  oder  ihre 
Lage  moditiciren.  Bei  solchen  der  letzteren  Art  lässt  sich  im- 
mer eine  Bewegung  des  Poles  hei  ruhender  Directrix  denken,  w-elche 
dieselbe  Curve  erzeugen  würde;  doch  nur  in  wenigen  einzel- 
nen Fällen  ist  es  leicht,  Buhe  oder  Bewegung  von  Pol  auf 
Directrix  und  umgekehrt  zu  übertragen,  so  z.  B.  im  Falle  einer 
geradlinigen  Bewegung,  wo  die  direct  entgegengesetzte  in  dersel- 
ben geraden  Richtung  zu  substituiren  ist.  Das  Verschieben  der 
Directrix  in  gerader  Ricbtuug  ist  demnach  auf  die  früheren  Be- 
trachtungen zurückgefBhrt. 

Indem  wir  hier  die  Aenderungen  in  der  Form  der  Directrix 
oicht  weiter  betrachten,  soll  bloss  eine  von  den  vielen  hinsicht- 
lich der  Aenderungen  zweiter  Art  möglichen  Annahmen  her- 
vorgehoben werden,  der  Fall  nämlich,  wo  sich  der  Kegelschnitt 
um  seinen  Mittelpunkt  dreht.  Für  die  Parabel  geht  diese  Dre- 
hung in  ein  Gleiten  längs  einer  Tangente  über,  was  aber,  wie 
schon  erwähnt,  auf  das  Frühere  reducirt  werden  kann.  Dass  eine 
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m 

concentrische  Kreisbewegung  des  Pole«  (in  entgegengesetzter 
Richtung)  bei  ruhender  Directrix  hier  nicht  substituirt  werden  . 
kann,  erbeilt  sogleich  bei  näherer  Betrachtung. 


IL 

Betrachten  wir  zuerst  die  von  den  Polaren  des  Pole«  x'.  y' 
eingehüllte  Curve.  Es  wird  im  Folgenden  ein  rechtwinkliges 
Axensystem  gedacht,  dessen  Anfangspunkt  in  den  Mittelpunkt  der 
Directrix  fallt. 

Dreht  man  die  Directrix  (Ellipse  oder  Hyperbel)  um  den  Win- 
kel ca,  so  ist  ihre  Gleichung  offenbar  dieselbe,  wie  die  des  unverän- 
dert liegenden,  wenn  dieselbe  auf  Coordinatenaxen  bezogen  ist, 
zu  denen  man  durch  blosse  Drehung  der  früheren  Axen  (ohne 
Verschiebung)  um  denselben  Winkel,  aber  in  entgegengesetzter 
Richtung,  also  um  — ca  gelangt.  Die  hier  gültigen  Transforraa- 
tionsgleichungen  sind  aber 

ar-=xt  cos( — ca) — y1 sin( — ca),  oder  x^yisinra+jr, cosai. 
y — X|Sin( — b>)  -fy,cos(— cd).  y = y,cosc a — x,sina 

Gehen  wir  von  der  einfachsten  Annahme  ans , die  ursprüng- 
liche Lage  der  Directrix  sei  von  der  Art  gewesen,  dass  ihre  Haupt- 
axen  mit  den  Coordinatenaxen  zusammenfallen,  als  primitive  Glei- 
chung 

1)  o*y*i:62x*=a*6* 


oder 


y*+0x*  + e= 0,  wo  ß=±K,  «=— 6*. 


Durch  die  angegebene  Transformation  geht  1)  über  in 
2)  (cos2co  f/3sin2fi)y2 — 2(1— j3)sin  cocos ca jry  F(sin2m+  jScoslcü)x*-H=:0’ 
Gleichung  des  um  den  Winkel  ca  gedrehten  Kegelschnittes. 


Setzt  man 


(A  = 


cos*  0> 
also 


1 F-cos2co 


sin*ca=- 


1 — cos2co 


t l + ß=m,  1 —ß=n; 


„ . 0 • , 1 +/3  + (l-^)cos2co  m + »cos2co 

cos2ca-fpsin*ca= = - — ^ ’ 

. . „ „ l-f-ß  — (1 — ß)cos2ca  tu — ncos2ca 

*in2co+  ß cos*  ca= - g— = g— — ; 


« 
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so  resultirt  lür  2): 

M-»  2nsin‘jca  m— ncos2o>  , 2* 

in  -j-  wcns'2oj  ^ ' m+  »cos'2o  X ’ ni  + ncos2a)=^ 

Für  den  Kegelschnitt 

Jt*  + 2axy+  ßx*  + '2yy  + 2 6x  + «=0 
ist  aber  die  Chordale  des  Poles  (x‘,  y’): 

(y'  + ax'+y)  y + (er/  + ßx1 + S)  x + yy‘  + Sx‘  + * = 0, 
und  hier  ist 


— nsin‘2cri  _ m — ncos2c>  2« 

m + R(-os2a>’  P'm  + n eos2o>’ y==  =0,  f : m + ncösiKö* 

Also  Gleichung  der  Chordalen  des  gedachten  Kegelschnittes  für 
den  Pol  x\  y': 

t\  / i nsin2<o 
J ^ m+ncos‘2w^y 

, / m—ncos2co  _ nsin2a>  \ 2* 

Vm+ncos2<»x  m + ncos2r»  ^ )x+  m 2»cos2<b 


5)  n cos2co(y'y  x'x)—ji8iD2cü(x/y  +y'x)  + miy'y  + x’x)  + 2r  =0. 
Setzt  man  also  abkürzend 

y 'y,<—x'x=A, 
x'y+y‘x=ß, 

y'y+x'x+~=C: 

so  hat  man: 

6)  n Acos2a>  — n2?sin2a>-f  mC—0. 

Die  Differenzialgleichung  nach  m ist 

7)  ßcos2ro+ .rlsin2aj=0, 

cos  2«= — ^sin  2<u. 


Dies  in 


cos*2w+  sinz2a>=  1 
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substituirt,  gibt 


sin2<d  = - 


'VA*+  B* 

Dies  in  6)  substituirt,  gibt 


sin92oj^l  + ^j-^=rl , 

B —A. 

, also  cos2<d=  - 


’W  A*  +( 


nA2  , nli2  „ „ 

+ -7===^=  - mC=0 


V A*  + B 2 V A*+  B* 


oder 


n\f  A2  + B*=mC, 


quadrirt: 


n2(A2  + B2)  — m2Ct, 


»voraus  sich  endlich  fiir  die  gesuchte  Gleichung  der  Da 
curve  ergibt: 

8)  n2(^*+ß*)  — m*C*  = 0. 


III. 


Betrachten  wir  diese  Curve  näher. 

/?=  0 oder  x'y+y'x  — 0 ist  die  Chordale  des  Systeas  i 
Kegelschnitt  betrachtet)  der  beiden  Coordinatenaxen  selbst  l 
die  durch  den  Mittelpunkt  der  Directrix  gehende  Linie,  »di 
parallel  der  zweiten  (nicht  durch  den  Pol  gehenden)  Di** 
des  für  den  Pol  x‘,  y'  cnnstruirten  Coordinaten  - Rechteck»  • 

A = 0 oder  y'y — x'x  = 0 


schneidet  die  vorige  im  Mittelpunkte  der  Directrix  ns brw« 
und 

2t 

C=0  oder  y'y  + x“x  + — -0 


ist  die  Chordale  des  mit  dem  gegebenen  Kegelschnitte  am 
triscben  Kreises  vom  Radius 
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V^°,,er 

Es  liegt  der  Gedanke  einer  Vereinfachung  unserer  Curve  dadurch, 
dass  man  die  auf  einander  senkrechten  A—  0 uiidZf=0  zu  neuen 
Conrdinatenaxen  nähme,  nahe;  doch  genügen  die  alten  Coordina- 
ten  in  dieser  Hinsicht  eben  so  gut.  Es  ist  nämlich 

A*+ 

und  Gleichung  8)  reducirt  sich  auf 

9)  ** + (y'u  +*'*+£)*  =o*. 

Gleichung  8)  lässt  sich  schreiben  : 

(nA  + mC)(nA—  mC ) +n*i?*  = 0 

und 

{nB  + mC){nB — mC)  +nazf*=0, 

d.b.  der  Einhüllungs-Kegelschnitt  ist  in  eiu  gegebenes  Viereck  so 
eingeschrieben,  dass  auch  die  vier  Berührungspunkte  angegeben 
sind,  und  demnach  leicht  zu  construiren. 

Es  erhellt  nämlich  aus  der  ersten  dieser  Gleichungen , dass , 
weil  dieselbe  befriedigt  wird,  wenn  gleichzeitig 

n/4+w»C=0j  , nA — mC=0 

„ ! »der 

B- 0f  B= 0 

ist,  derselbe  durch  die  Punkte  geht,  wo  die  Linie  B—  0 die 
beiden  Geraden 


n/4-pniC=0  und  n A — n>C=0 

schneidet,  und  ferner,  weil  B in  quadratischer  Form  erscheint, 
dass  jeder  dieser  üurchscbnittspunkte  als  das  Zusammenfällen 


•)  Führt  man  jene  Tran«formntinn  au«,  indem  man  R r=0  aln 
nene  Äxe  der  X , A— 0 ala  neue  Axe  der  y annimmt.  »o  reanltirt.  wenn  man 

auch  den  Fol  .auf  die  neuen  Auen  bezieht  und  daher  Ix'y'znx",  y‘* x” 

—y"  aetzt,  wo  x“,  y"  dann  die  neuen  Coordinaten  dcaaelben  aind : 

OT’T'  -f  X“X  + 

eine  nicht  *o  einfache  Gleichung-. 
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zweier  Punkte  vertretend  anzusehen  ist,  d.  h.  dass  n 
Geraden  Tangenten  sind.  Ebenso  geht  aus  der  Gleichi 
dass  die  beiden  Geraden 


den  Kegelschnitt  da  tangiren,  wo  sie  von  A=Q  gesdqj 
werden. 

Es  ist 

nA  + mC=0:  (l-ß) (y'y-x'x)  +0 +/S)(y'y  + ^)+id) 


erstere  nichts  anderes,  als  die  Chordale  der  Direct 
primitiven  Lage,  letztere  dasselbe  für  den  (reciproken) 
Abscisse  der  Ordinate  des  gegebenen  gleich  ist , uad 

Die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte , resp. 

S unkte,  sind,  wie  sich  durch  Elimination  einer  der  \ 
en  betreffenden  Gleichungen  unmittelbar  ergibt: 


von  B= 0 mit 


«ß  + mC=0  ist  (n.r'  + my')y  + (mx'  + ny')x  + 2i=* 


mc— ß(B— o=o. 

nB-mC=  0 ist  {nx'-my‘)y  + {mx'—nyr)x-^ 


nB  + mC=  0 und  nß — mC=0 


oder 


y‘y+ßx‘x  + t=0. 


so  wie 


nA — mC=0:  x'x  + ßy'y  + e=0: 


oder 


(x'+y')(jr+y)  + ß(x'-y'Hx—y)+  2t=0 


oder  auch 


oder 


(x'—y’)  (x+y)  + ß(x‘+y')(x-  y)-‘Ji=0 


oder  auch 


ß-C-ß(ß  + C)=0. 
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B — £7=0  und  H+C—0 

sind  die  Halbirungslinien  der  Winkel,  welche  die  B—0  und  C— 0 
mit  einander  bilden  (und  daher  auch  auf  einander  senkrecht),  und  auch 
dadurch  näher  bestimmt,  dass  sie  unter  45°  gegen  die  Coordina- 
tenaxen  geneigt  sind,  weil 

2 8 

B—C= 0 oder  (x‘—y‘)y+(y'—x')x  + — =0 


identisch  mit 

2f 

y m(x'-y') 

und 

B+C—0  oder  (x1  + yOy  + (*'  fyO-*  + “ =0 
identisch  mit 

3'  + X+m(*'+yO=0 

ist;  die  Entfernungen  beider  vom  Anfangspunkte  sind  offenbar 

tV2  ty"i 

mfx'+y')  U"  m{x‘—y 0 - 


Gegen  die  eine  dieser  leicht  zu  construirenden  Linien,  gegen 
B—  C=0  nämlich,  ist  die  Gerade  nB-\-mC—Q  unter  demselben 

h% 

Winkel,  dessen  trigonometrische  Tangente  ß oder  J-fla  ist,  geneigt, 
"ie  nß — raC= 0 gegen  die  andere,  ß-hC=0. 

Als  Coordinaten  der  beiden  hierher  gehörigen  Durchschnitts- 
punkte,  resp.  Tangentialpunkte,  ergeben  sich: 


für  den  von  A—0  mit  nB+mC—Q:x 


».(^-^3^)+2^u:y, 

— hx' 

^ n{x*  +y*)  + hnx'y 5 


nB  — mC=0;x= 


2ty' 


«(x^-y'2)  ' 
hx' 

^ n (x'2  — y'2)  ' 


Das  dem  Kegelschnitte  zugehörige  Viereck  (er  mag  es  von 
Innen  oder  Aussen  berühren)  ist  demnach  leicht  zu  construiren: 


» 


Digitized  by  Google 


186 


Man  hat  zuerst  für  die  Directrix  die  Cbordale  des  gegebenen 
P und  die  des  reciproken  Pols  (p)  zu  ziehen,  sodann  zwei  Linien, 
welche  gegen  die  beiden  unter  45°  in  sich  entgegenstehender 
Rieh  tune  und  in  gegebener  Entfernung  vom  Anfangspunkte  lau- 
fenden Geraden  unter  einem  gegebenen  Winkel  geneigt  sind  und 
durch  die  Punkte  gehen , wo  letztere  sich  schneiden  — Hierauf 
lassen  sich  auch  auf  diesen,  ein  Viereck  bildenden  Geraden,  die 
Tangentialpunkte  in  folgender  Weise  bestimmen:  Bür  das  erste 
Paar  merke  man  »ich  die  Punkte,  wo  es  von  eiuer  durch  den 
Mittelpunkt  der  Directrix  gehenden,  der  zweiten  Diagonale  des  für 
den  Pol  construirten  l’oordinaten- Rechtecks  parallelen , für  das 
zweite,  wo  es  von  der  auf  letzterer  Linie  im  Mittelpunkte  der  Di- 
rectrix senkrechten  Geraden  geschnitten  wird. 


IV. 


< 


Ist  die  Directrix  ein  Kreis  ( a=b=r ),  also 


(1=1,  «=  — r* , n = 0,  m — 2; 
so  reducirt  sich  die  Umhiillungscurve  auf 


C=0  oder  y'y+x'a r=r® , 

d.  h..  wie  natürlich,  auf  die  Cbordale  dieses  Kreises,  weil  in  die 
sem  Falle  die  Drehung  keine  Aenderung  bewirkt. 

Für  die  gleichseitige  Hyperbel  ist 

(J=  — 1,  t — — r®,  n = 2,  mrrO. 

Die  Curvengleichung  9)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf 


d.  h.  auf  einen  der  Directrix  concentrischen  Kreis  vom  Radios 

. . — — oder  , , wenn  d die  Entfernung  des  Poles  vom  Mittel- 

VVfi/'2  1 

punkte  der  Directrix  bezeichnet.  Dieser  Kreis  ändert  sich  für  die- 
selbe gleichseitige  Hyperbel  offenbar  nur  mit  der  Entfernung 
des  Poles  und  wird  um  so  kleiner,  je  weiter  derselbe  wegliegt 
Wenn  sich  daher  während  der  Drehung  der  gleichseitigen  Hyperbel 
der  Pol  auf  einem  derselben  concentrischen  Kreise  bewegt,  so 
hat  dies  auf  die  Urabüünngscurve  keinen  Einfluss. 


Der  Fall,  wo  die  Directrix  in  ein  System  zweier  Geraden  über- 
geht, kann  nicht  betrachtet  werden,  weil  Gleichung  1)  denselben 
«licht  umfasst.  Doch  ist  es  von  selbst  klar,  dass,  weil  alle  Chor- 
dalen  durch  den  Durchscbuittspunkt  der  beiden  Geraden  gehen, 
hier  der  Mittelpunkt  ümhülluogscurve  ist. 
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Die  Urahüllongscurve  Ist  eine  Ellipse,  wenn  die  Directrix 
eine  Hyperbel  ist  und  umgekehrt.  Lust  man  nämlich  Gleichung 
9)  anf,  so  ergibt  sich  nach  einigen  Keductionen: 


[l-ß)*x*-4ßy'*x 


4(I+/J)e  _ 4ta 

y ^x‘x)~(l—ß)*xr*-ißy1<£=0' 


Was  für  die  allgemeine  Kegelschnittsgleichuug  aa— ß,  da» 
ist  für  unsere  Curve 


(l+ß)*x*y*  (l—ß)2#'" — ißx* 

[(I -ß) a*'a-%'*|a  - ( l —ß)t.r't—4ßi/'t  ’ 

was  sich,  auf  denselben  Nenner  gebracht,  auf 

(l-ß  W*  + .v'1)  + (i  + fl1*'4 

reducirt,  dessen  Vorzeichen  nur  von  ß abhängt,  da  der  Factor 
von  iß  positiv  ist.  Ist  also  die  Directrix  eine  Ellipse  oder  ß po- 
sitiv, so  ist  der  vorstehende  Ausdruck  positiv,  u.  h.  stellt  eine 
Hyperbel  vor;  ist  die  Directrix  eine  Hyperbel  oder  ß negativ,  so 
zeigt  er  eine  Ellipse  an.  • 

Aus  der  Betrachtung  der  in  III.  entwickelten  (Koordinaten  der 
vier  Punkte,  wo  die  gefundene  Curve  die  Seiten  des  erwähnten 
Vierecks  berührt,  erhellt  (indem  man  die  Nenner  zum  Verschwin- 
den bringt),  was  nur  für  den  Fall  einer  Ellipse  als  Directrix  mög- 
lich ist,  wo  nach  dem  eben  Bemerkten  die  Curve  eine  Hyperbel 
ist,  weil  nur  dann  \/ß  reell  ist,  dass,  wenn  der  Pol  auf  einer 

der  beidenGeraden  y = +xyß  oder  y=+-  x liegt,  die  Gerade 

n A -f  raf=0  eine  Asymptote  der  Curve  ist, 


wenn  eraufeinerder  beiden  Geraden  y=±  ^ßx  oder y=+ liegt , 

nA—mC=0 Asymptote  ist; 

- y=+^  Hegt, 

nB — mC—0  Asymptote  ist ; 


»=±Vf=i*i 


oder 


r=±Vr: 


liegt, 


ß-l 


P+T" 

nß-fmC=d)  Asymptote  ist. 
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Das  Letzte  kann  jedoch  nicht  der  Fall  sein,  «eil  ß<l,  also  ß — 1 
negativ,  und  daher  \ und  ^ imaginär  sind. 


Die  übrigen  Geraden  sind  leicht  zu  construiren:  y=.±-*  ist 

nämlich  nichts  Anderes,  als  die  durch  den  Mittelpunkt  der  Direc- 
trix  gehende  Linie,  derjenigen  parallel,  welche  das  Ende  der  gros 

sen  Axe  mit  dem  der  kleinen  verbindet;  y—^^x  steht  auf  der 

vorigen  senkrecht;  halbiren,  durch  den  Mittelpunkt  gebend, 

den  rechten  Winkel,  welchen  beide  Axen  mit  einander  bilden. 


Eine  nähere  Betrachtung  zeigt  ferner  von  selbst,  dass,  wen. 
sich,  bei  beliebiger  Directrix,  der  Pol  in  der  Peripherie  eines 
derselben  concentrischen  Kreises  bewegt,  nur  die  Lage  der  Um- 
hüllungscurve  geändert  wird,  keineswegs  aber  die  Form  derselben. 
Dieselbe  bewegt  sich  in  diesem  Falle  mit  ihrem  Mittelpunkte 
ebenfalls  auf  der  Pripherie  eines  concentrischen  Kreises.  Be- 
stimmt man  nämlich  aus  den  Coeflicienten  der  Gl.  10)  auf  be- 
kannte Weise  die  Coordinaten  ihres  Mittelpunktes,  so  ergibt  sieb, 
da  in  diesem  Falle  ;r'2+/2— r2  ist,  wenn  r den  Radius  des  vom 
Pole  beschriebenen  Kreises  vorstellt: 


_ 1 (±t®L„ 

yo— — 2 jJr*.»’ 


(H-fly 

o—  2 ßr* 


also  auch 


T.  „ l(l+P)2«a  . 

*o*+yo*=j- ^ -•  r- 


i.(i+0)9** 

4 ~ ß*r*~  ' 


Der  Radius  des  in  Rede  stehenden  Kreises  ist  also  j 

er  geht  fär  ß=  — l,  d.  h.  für  die  gleichseitige  Hyperbel,  wo  die 
Bewegung  des  Pols  im  Kreise  keinen  Einfluss  hat;  in  einen 
Punkt  über. 


V. 


Betrachten  wir  zweitens  die  von  den  Asymptotenchorden 
eingehüllte  Cune.  Hier  ist  die  Ausgangsgleichung  so  zu  wählen, 

•1  Verlegt  rann  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  in  den  Milielpunk: 
der  Umhüllungucurve , «o  reducirt  »ich  ihre  Gleichung  auf 


. m'x’*rnr * 

’m*. y'—n'r*  P 


ß 


4 
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dass  auch  das  System  zweier  Geraden  nicht  ausgeschlossen  ist 
was  bei  den  Chordalen  nicht  nüthig  war. 

Wir  setzen  also 

1)  y*  + 2axy  + ßx*  + t=Q 

als  Gleichung  der  Directrix , d.  b.  geben  ihr  keine  bestimmte 
primitive  Lage.  (Alles  übrige  wie  vorhin). 

Die  Gleichung  der  um  Winkel  co  gedrehten  Curve  wird  hier 

2)  (cosa<u  4 j3sinaG>+asin‘2e>)ya-J-(2acps2ca — 2csin2o>—  (1 — ß)s\n2a>)  xy 

+ (sin2o>-|-/Jcos*a) — osin2a>)a:a+«=0, 

oder  mit  Einführung  des  doppelten  Winkels,  so  wie  von  m und  n : 

3)  (m-f  ncos2ßj-f2asin2«)ya  + 2(2acos2» — nsin2o)  xy 

+ (m— ncos2<a  — 2osin2  w)a;a -f  2e =0 . 

Nach  eioigeo  Reductionen  resultirt  als  Gleichung  ihrer  Asymp- 
totenchorde*): 


4)  [n  (y'y — x'x  + — ) + Zutx'y+y'x— xy)]cos2» 

+ [2“(y'y--ar'-r  + |— )~n{x‘y-\-y'x—x‘y')]Bin^(a 

+ w (y'y  + x'x'  — ) + « = o . 

Setzt  man  wieder» 

y'y-x'xAr 

x'y+y'x—x‘y'=B, 


" ) Für  den  allgemeinen  Kegelschnitt 

y*4-2ajy+/Jj-*4-2j'ir+2Ar4-i=0 

ist  nümlieh 

Ot'+«x'+y)y+(«ir'+/»£'+J)*—  i(y,,+2ax'y'+/Jx'*—  «)  = 0 
die  Gleichung  der  Aaymptotenchorde,  und  hier  ist 

2oco«2m— nsinScs  m — ncna'ira — 2a*in2w  . s » 

für  -~-  -.-7._-. fur  ^^ES5^E35=* 

2« 


m4-«co«2tu-l-  2asin2<u 
für  i : 


Ot-|-ncos2ej-h2asin2ai 


SU  setzen. 
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so  geht  4)  über  in 

5)  «C’f +2oÄ)cr,»2«  + 

Die  weitere  Entwickelung  'LtHDrenzinin«  und  Efimmatioe  >«i) 
Ut  der  früheren  identisch.  Die  gesuchte  Gleichung  der  Imfcü- 
lungscurre  Ut  demnach 

6)  + 2 aß)*  + (2a. 4— n #)*—«*€*= 0 

oder 

7)  (**  + du*)(J*  + ß*)  — i»*C*=0. 


VI. 


Entwickelt  rann  Gleichung  7),  so  resultirt 
(n»+do*)  (^*fy'*)  (ar»+y»-y'y-^x+^±^-) 

- ”'2(  y v + ^ — + “)’=  0 

oder 

8,  («-!)* 

KHr)  T*qi^;^£KHO+KHi ) + iT=* 


Jf*  f' 

Verlegt  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinates  in  Punkt 

d.  h.  in  den  Halbirungspunkt  der  Linie,  welche  den  Mittelpunkt 
der  Dircctrix  mit  dem  Pole  verbindet,  und  lässt  die  Richtung  der 
Axeo  ungeändert,  so  geht  8)  über  in 


**+ya 


rn*  ry  x'  {"I* 

(n*+4a»)(x'*+^ä)L‘Iy+ ä"-*  + m J =0, 


wo  auch  x‘  und  y‘  nicht  mehr  die  früheren,  sondern  die  auf 
diese  neuen  Axen  bezogenen  Coordinaten  des  Poles  sind,  oder  in 


«)  **+y*  4(n*+4a*)(x'*+y/a)(y,y  + a:'-r  + ni)  _0' 


* 


9 
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Di«  EinhÜllungscurve  ist  demnach,  wie  aus  der  Vergleichung 
mit  der  früher  für  die  Chordalen  entwickelten  Gleichung  erhellet, 
dieser  ganz  ähnlich  und  unterscheidet  sich  nur  durch  4(n9  J-4«®) 
statt  des  früheren  n*. 

Für  Ellipse  und  Hyperbel  kann  t»=0  gesetzt  werden,  indem 
man  die  bei  der  Betrachtung  der  Chordakurve  als  primitiv  ange- 
sehene Lage  auch  hier  anuehmen  kann.  Es  würden  sich  beide 
Gurren  also  nur  durch  ihre  Lage  und  durch  die  Modiücation, 
welche  2n  bei  dieser  statt  n bei  jener  bewirkt,  unterscheiden.  Die 
hier  mit  , B= 0,  C=0  bezeiehneten  Geraden  sind  den  frü- 
heren parallel,  ß=0  oder  — , f-  p = 1 ist  die  Asymptotenchorde 

des  Systems  der  beiden  primitiven  Hauptaxen , geht  also  nach 
der  oben  erwähnten  Verlegung  der  Axen  durch  den  neuen  An- 
fangspunkt, und  ist  dann  für  die  neuen  Coordinaten  ganz  identisch 
der  früheren  B—0  für  die  alten. 


A=0  ist  der  entsprechenden  der  Chordalcurve  in  der  bloss 

. x i/'® 

vw der  Lage  des  Pols  abhängigen  Entfernung^^=4==  parallel. 


V 


C=0  ist  die  Asymptotenchorde*) 

HI  , ab 
---  oder  —f  — 

1+0  Va®+62 


des  mit  dem  Radius 
aus  dem  Mittelpunkte  der  Directrix  be- 


schriebenen Kreises,  und  in  diese  geht  dieUmhüllungscurve  über,  wenn 
■ — £ 
die  Directrix  ein  Kreis  oder  n=0  ist,  wo  = ^ ist,  also 

c=  0: 

die  Asymptotenchorde  des  Kreises  vom  Radius  r.  Auch  hier  sind 
offenbar  das  Viereck  und  die  Tangentialpunkte  leicht  zu  construiren. 

« 

Ist  die  Directrix  eine  gleiseitige  Hyperbel , so  geht  die 
Umhüllungscurve  in  den  Kreis  über,  dessen 

Radius  ist.  Er  unterscheidet  sich  von  dem  früheren  da- 
la 

durch,  dass  sein  Mittelpunkt  im  Halbirungspunkte  der  Geraden 
liegt,  welche  den  Mittelpunkt  des  erstereD  mit  dem  Pole  ver- 
bindet, und  dass  sein  Radius  halb  so  gross  ist.  Auch  hier  gilt 
hinsichtlich  der  kreisförmigen  Bewegung  des  Pols  wieder  das 
früher  Gesagte. 

Für  ein  System  zweier  Geraden  ist  inGleichung9)  t = 0 zu  setzen. 
In  diesem  Falle  aber  schneiden  sich  die  drei  Linien  .4=0,  li=Q, 


*)  Oie  Asymptotem-horde  de«  Kreises  2*+K’-fs=0  ist  nämlich  naeb 
dem  Küheren 


* 


v'y  fj'a?— kk'*  +**•—»)=«. 


13* 


i 
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C — 0 in  einem  Punkte.  <7=0  ist  nämlich  jetzt  in  deo 

alten  Coordinaten  y'y-\-x'x  = — un  ®a^,run?*' 
punkte  auf  die  den  Pol  mit  dem  Mittelpunkte  der  Drrcctrix  verbin- 
dende Gerade  errichtete  Perpendikel  und  A= 0,  sowie  geben 

durch  denselben  Punkt,  welcher  der  neue  Anfangspunkt  ist,  da 
sich  d=0  schreiben  lässt: 

9’(s~  (*~i)=0’ 

und  B — 0: 

(Dass  beide  auf  einander  senkrecht  sind,  ist  bereits  bekannt). 
Auch  durch  Elimination  zwischen  diesen  drei  Gleichungen  lässt 
sich  Dasselbe  nachweisen*). 

• 

Hierin  liegt  auch  noch  folgender  Satz , indem  man  auch 
ß = 0 denken  kann,  also  das  System  y1  ~2axy  = 0 oder 
y(y — lax)  = 0 , d.  b.  die  Axe  der  x und  eine  sich  im  Anfangs- 
punkte drehende  Gerade: 

Haben  Parallelogramme  eine  Diagonale  gemeinschaftlich  uni) 
liegen  zwei  parallele  Seiten  derselben  in  einer  und  derselben  Gera- 
den, so  schneiden  und  balbiren  sich  die  anderen  Diagonalen  im 
Halbirungspunkte  der  ersteren  **). 


*)  E«  int  nämlich 

B.y—k.r = yx,.y+y1-.x—yix‘—Qc,v,.y—x,*.x—zt  j)^f 

oder 

x=ix'. 

Dien  in  C=0  siibatitairl,  gibt: 


V\ 


x n 
tF 


o. 


#'■ 
y’y—  — 

2 ' 

v=\v‘. 

*•)  Ei  versteht  «Ich  «war  von  «elbat,  da*«  die  «weiten  Diagonalen 
der  l'ariillelograniiue,  die  bereit«  eine  Diagonale  geraein«chaftlich  haben, 
«ich  im Ha(birung«|>unkte  letzterer  «chneiden  (und  balbiren);  doch  ist  der 
obige  Satz  keineswegs  seine«  Inhaltes,  sondern  de«  cigentbümliehen  We- 
ge« «einer  Auffindung  wegen  angeführt  worden. 


* 
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Nachschrift. 


Zu  semem  (ruberen  Aufsatze,  von  welchem  der  vorhergehende 
die  Fortsetzung  ist,  hat  mir  der  Herr  Vf.  eine  Berichtigung  ein- 
gesandt.  Erbittet  nämlich  die  geehrten  Leser,  in  Thl.  XI  V.S.  3N4.  statt 
der  Worte:  „Aus  Gl  ei  chu  ng  (1)  ist  ersichtlich“  bis  „schnei- 
den sich  in  einem  festen  Punkte“  gefälligst  das  Folgende 
zn  setzen : 

„Aus  Gleichung  (1)  ist  ersichtlich,  dass  sich  alleAsymptotenchorden 
im  Anfangspunkte  schneiden,  wenn  die  Bahn  des  Poles  ein  Ke- 
gelschnitt von  der  Gleichung  y'1  \-2axy\fix‘L — 1 = 0 ist.  Nun  ist 
aber  dieser  dem  gegebenen  Kegelschnitte,  der  Directris,  ähnlich 
und  ähnlich  liegend , schneidet  ihn  in  denselben  beiden  Punkten, 
<vie  die  Chordale  des  Anfangspunktes,  da 

Jf*  + 2cory-f-  ßx1— E=(y*  + 2ax^  f ßx*  + '2yy  f k2dxi t)—2(;y  + ix  -f  t) 

oder 


~Sl—2(yy  + 5.t  + t)  = 0 

ist,  und  hat  ferner  den  Anfangspunkt  selbst  zum  Mittelpunkte. 

Hieraus  ergibt  sich  also  unmittelbar  der  Lehrsatz : 

„Schneiden  sieb  zwei  ähnliche  und  ähnlich  liegende  Kegel- 
schnitte in  den  beiden  Punkten,  wo  die  vom  Centrum  des  ersten 
nach  dem  zweiten  gezogenen  Tangenten  diesen  berühren,  so 
schneiden  sich  auch  die  Halbirungslinien  aller  Tangentenpaare, 
die  man  von  beliebigen  Punkten  des  ersten  aus  nach  dem  zwei- 
ten zieht,  in  dessen  Ceutrum“  und,  auf  Kreise  angewandt,  den  in- 
teressanten Satz  (Cfr.  Plücker,  analyt.  Entwickelungen  B.  I.  S.  65., 

N.  1 ‘27): 


„Schneiden  sich  zwei  Kreise  orthogonal,  so  treffen  sich  die 
Halbirungslinien  der  Tangentenpaare,  die  man  von  beliebigen  Punk- 
ten eines  der  beiden  Kreise  nach  dem  andern  zieht,  im  Centrum 
des  ersteren“ 

welcher  Satz,  wenn  mehrere  Kreise,  statt  des  einen  Paares, 
combinirt  werden,  noch  weiterer  Ausdehnung  fähig  ist.“ 

G. 
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Neue  einfache  und  leichte  Herl  ei  tun« 
der  Grundformeln  der  sphärischeo 
Trigonometrie- 

%’on 

dem  Herausgeber. 


§•  1. 

Die  Grundformeln  der  sphärischen  Trigonometrie  kann  min 
bekanntlich  auf  verschiedene  Arten  ableiten.  Es  lässt  sich  dabei 
ein  rein  analytischer  Weg  einsohlagen,  oder  man  kann  sich  ein« 

Knmetrischen,  sich  an  eine  Figur  anschliessenden  Betrachtung 
dienen.  So  schon  die  erstere  Methode  ist,  so  dürfte  doch  ftr 
Anfänger  die  letztere  allein . oder  wenigstens  vorzugsweise  geeig- 
net sein,  und  sie  ist  es  daher  auch,  welche  ich  für  jetzt  im  Fol- 
genden allein  im  Ange  halte.  Diese  geometrische  Methode  hat 
mir  aber  immer  noch  nicht  diejenige  Einfachheit  zu  besitzen  ge- 
schienen, welche  der  Elementarunterricht  fordert,  und  ich  habe 
mich  daher,  so  oft  sieh  mir  dazu  nur  irgend  Gelegenheit  darbot, 
immer  eifrig  nach  einer  einfacheren  Darstellung  als  die  gewöhn- 
liche umgesehen.  Meistens  beweiset  man  den  Satz,  dass  sich  die 
Sinus  der  Seiten  wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel  verhalten,  und 
auch  die  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel 
durch  Betrachtung  einer  Figur,  und  leitet  dann  aus  der  letzteren 
Relation  die  Relation  zwischen  den  drei  Winkeln  und  einer  Seite 
mittelst  des  Supplementardreiecks  ab.  Aber  gerade  diese  so 
eben  erwähnte  Ableitung  hat,  so  schön  und  einfach  sie  auch  an 
sich  ist,  insofern  sie  die  auf  geometrischem  Wege  zu  bewirkende 
Vergleichung  d^s  sphärischen  Dreiecks  mit  seinem  Supplementär- 
dreiccke  voraussetzt,  für  den  Anfänger  immer  einige  öchwierig- 
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keit , und  die  Betrachtung  des  Supplementardreieckes  selbst  scheint 
mehr  der  Stereometrie  als  der  sphärischen  Trigonometrie  anzu- 
gehüren,  weshalb  sie  auch  oft  in  der  letzteren  als  schon  aus  der 
ersteren  bekannt  vorausgesetzt  wird.  Selbst  auch  schon  die  ge 
wohnlichen  geometrischen  Beweise  der  Relation  zwischen  den 
drei  Seiten  und  einem  Winkel  nehmen  manche  goniometrischen 
Transformationen  in  Anspruch,  die  man  im  Interesse  der  Anfän- 

ter  wenigstens  theilweise  wohl  noch  vermieden  sehen  möchte. 

:or  Kurzem  bin  ich,  nach  früherem  öfteren  vergeblichen  Suchen, 
zufällig  auf  eine  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  Grundformeln 
gekommen,  welche  ich  in  der  That  für  so  einfach  halte,  dass  ich 
glaube,  dass  sie  wohl  verdient,  auf  den  folgenden  Blättern  mit- 

fetheilt  zu  werden.  «Ich  werde  dabei,  ohne  weitere  Erläuterung, 
ie  bekannten  in  der  Trigonometrie  durchgängig  gebräuchlichen 
Bezeichnungen  beibehalten. 


§•  2. 


Wir  wollen  zuerst  das  rechtwinklige  sphärische  Dreieck  ABC 
(Taf.  III.  Fig.  3.) , wo  A der  rechte  Winkel  sein  soll , betrachten. 

Fällen  wir  von  C auf  OA  und  OB  die  Perpendikel  CA'  und 
CB‘,  und  ziehen  dann  A'B“,  so  steht  CA'  auf  der  Ebene  AOB, 
also  auch  auf  A'B'  senkrecht , und  A'Bf  steht  auf  OB  senkrecht. 
Daher  ist  der  Winkel  A'B’C  dem  Winkel  B des  rechtwinkligen 
sphärischen  Dreiecks  ABC  gleich. 

I , 1 Y . 

Nun  ist 

CA‘=OC.ainb, 

CA'zz  CB'.s,\nß=  OC.ainaainB ; 

' 

also 

OC.sinft  = OC.sinnsinß, 

d.  i. 

Isin6=sinasin/?,  und  eben  so 

■ r 

fsinc  = sinasinC. 

V ; \ . • > . « N * 

Ferner  ist 

A'B'=B‘C.co%B=OC.a*nacosB, 

A'B'—  OA'.Binc—  OC.cosftsinc ; 


also 

OC.tinacotB—  OC.cosösinc, 


* 


\ 


* 
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cmB—  «and 


Mg&di  ad  I. 


IL 


wtÄ 

k**C=a»±c  m*B  . 


E*4£>db  ist 


ÖÄ  OA-jc—c 
OC  ^ OC  = 


OCjcmAeaac 

OC 


ITi. 


i 3 


Sei  non  ABC  (Taf.  III.  Fig-  4.)  ein  beliebiges  fphirätie 
Dreieck.  Io  diesem  sphärischen  Dreiecke  falle  man  tob  J arf 
BC  das  Perpendikel  AD,  und  bereiehne  die  Winkei  BAD,  CAD 
durch  x , v ; die  Bozen  BD,  CD  durch  ir,  »;  das  Perpendikel 
AD  durch  tc. 


Dann  ist  nach  L in  den  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecken ABD  und  ACD: 

sintc  — sincsinß,  smic  — sin6sinG'; 

also 


sii>6sioC=sincsinZ? , 

und  daher  Oberhaupt : 

amasiaB— sinAsin.-f , 
aiobamC=B\acs\oB , 
awcainA— aiDaamC . 

Ferner  ist  nach  1. 


smx—  - 


sinu 
’ sine  ’ 


smc 

•"®=aa.} 
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and  nach  1L 


aber  nach  I. 


coaarrrcosnsinß,  cosy  = cosesinC; 


■ Tl s 1,110  . SIDU) 

8|n/r  = — 7— , «in  6 = i t~  ; 
sine  sinö 


also  nach  dem  Vorhergehenden: 
cosusinte 


cosx  : 


cospsinic 


sine  ’ C08y  sin6 


Folglich  ist 


cosucosrsinte*  sinusinr 

cosx  cosy  — sinÄsinc  ’ s'"M'ny=8iÄ; 


und  weil  nun 


cos(*iy) = cosxcoBy  ^ sin-rainy 


ist,  so  ist 


cosfx+u)  = c0SMC06ps‘ntc*-Fsimrsinp 
sinftsiuc 


oder 


* cosucosp'-fsinusinp— cosucospcosic1 
cos(x±y)  _ ÜK 


cqs(mJ:c) — cosucospcostp8 

sinAsinc 


Folglich  ist 


d.  i.  nach  III. 


008/4  = 


cosa  — cospcosm.costrcoste 
sinisinc  ‘ 


j cosa — cosfrcosc 

COaA  — ^iSTnc * und  eanz  efaen  •» 


II*.  \ c obB: 


cos  C = 


cos6- — cosccosa 
sincsina  ’ 
cos c — cosa  cos 6 


sinasin6 


Endlich  ist  nach  I*. 
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oadi  n 


«u 


amm=-T  - » 

MC 


nafisioC  ’ 


Mtfkk,  weÄ 


€*•(■£*)  = CO»««'  f EtXHM 


ist: 


co»(ait)  = 


»der 


cMln±e)=- 


sin  fisin  C 


_ eoe(x-#-j)  j »huwBjpwr* 
sin  fisin  C 


Folglich  ist 


cosa  = 


cosA  i situcosir  .sinycosic 
sin  fisin  C 


wo  das  obere  Zeichen  dem  ersten , das  untere  Zeichen  dem  zwei- 
ten der  beiden  in  Taf.  III.  Fig.  4.  dargestellten  Fälle  entspricht 
Non  ist  aber  mit  derselben  Bestimmung  wegen  der  Zeichen 
nach  II. 


cosß—  sinzcoste , ± coaC— sinycosic : 
also  nach  dem  Vorhergehenden 


« 
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C08/1  + COstff COS C , 

COBa  = siniBsinC ’ und  5anz  eben  80 

. cos/i  -f  coaCcoaA 

COS O — - : g~i  i a * 

smCsin/I 

cosC-f  coaAcoaß 

cose= . "i  : . 

sindsin/f 

_ Dies  sind  jetzt  die  bekannten  Grundforrneln  der  sphärischen 
Trigonometrie,  und  ich  sollte  meinen,  dass  sich  diese  Ableitung 
ror  der  gewöhnlichen  an  Figuren  und  das  fSupplenrentardreieck 
geknüpften  Ableitung  in  mehr  als  einer  Beziehung  empfehlen, 
und  daher  bei  dem  Unterrichte  wohl  besondere  Berücksichtigung 
verdienen  möchte.  Ja  ich  glaube,  dass  die  obige  Darstellung  als 
*ln  neuer  Beweis  gelten  kann,  dass  man  in  vielen  .Theilen  der 
Mathematik,  namentlich  auch  in  den  sogenannten  elementaren 
Theilen,  noch  lange  nicht  immer  die  einfachsten  Darstellungen 
sefunden  hat, . eine  Bemerkung,  deren  Richtigkeit  besonders  in 
neuerer  Zeit  in  mehreren  Fällen  auf  sehr  in  die  Augen  fallende 
weise  dargethan  worden  ist. 

Zum  Schlüsse  will  ich  noch  bemerken , dass  auch  die' Relation 
zwischen  den  drei  Seiten  und  einem  Winkel  eines  ebenen  Drei- 
ecks auf-  ähnliche  Weise  wie  oben  die  Relation  zwischen  den  drei 
-Viten  und  einem  Winke!  eines  sphärischen  Dreiecks  abgeleitet 
werden  kann,  wenn  ich  auch  diese  Ableitung  der  gewöhnlichen 
allcem ein  bekannten  Ableitung  der  in  Rede  stehenden  Relation 
nicht  gerade  vorzuziehen  geneigt  sein  würde. 

Wenn  in  Tat  III.  Fig.  5.  die  Linie  AD  auf  BC  senkrecht 
'■'lebt,  so  i-st , wenn  man  sich  der  aus  der  Figur  selbst  ersichtli- 
chen Bezeichnungen  bedient; 

to  w 

cosx  — — , cos  y = g- ; 


also 


u 

sinx  = - » 
c 


cosx  eosy 


. . irr 

sinxsnry  = jr  ■ 


folglich  ist 


oder 


cosxcosy  f sinxsiny  = 


r£*TFue 

bc 


coa(x±y)  — 


«c*T«» 2u>zf2uv 

bc  26c 
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Non  ist  aber 


also 


d.  i. 


«c*=6*-t*=e*-i.a. 


eos(xi;y)  = 


(6*-c»)  + (c*— «.*)  f hu 

Ibc 


ba+c*-<«*+ 2«c+c*) 

Ibc 


cos  (x±y) 


6*+c* — (n+r)* 
26c 


und  folglich,  mit  Rücksicht  auf  die  beiden  in  der  Figur  darge- 
stellten Fälle: 


cos  A 


6*+  c*-a* 
26c  ’ 


welches  die  bekannte  Relation  zwischen  den  drei  Seiten  und 
einem  Winkel  eines  ebenen  Dreiecks  ist 


Ich  möchte  mir  schliesslich  noch  einmal  erlauben,  das  Obige 
den  Herren  Lehrern  der  Mathematik  recht  dringend  zur  gefälligen 
Beachtung  bei  dem  Unterrichte  in  der  sphärischen  Trigonometrie 
zu  empfehlen,  den  ich  für  so  wichtig  erachte,  dass  ich  es  för 
einen  wahren  Röckschritt  halte,  dass  er,  wenigstens  .auf  preus- 
siscben  Gymnasien,  nicht  mehr  ertheilt  wird,  wie  es  wohl  frü- 
her der  Fall  war,  als  ich  selbst  noch  meine  geringen  Kräfte  nit 

E’osser  Freudigkeit  dem  Gyronasialunterrichte  an  verschiedene« 
ehranstalten  widmete. 
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xvn. 

lieber  das  Dreieck,  worin  die  Trans- 
versalen gleich  sind,  welche  zwei  Win- 
kel desselben  nach  gleichem  Verhält- 
nis < heilen- 

Von  dem 

Herrn  Doctor  R.  Baitzer, 

Oberlehrer  an  der  Kreuzecliule  zu  Drcedcn. 


Die  Aufforderung  im  Archiv  Thl.  XIII.  S.  341.  erinnert  mich  an 
zwei  Beweise  des  fraglichen  Lehrsatzes,  welche,  ich  glaube  im 
Jahre  1844,  in  einem  Kränzchen  hiesiger  mathematischer  Freunde 
mitgetheilt  wurden , den  einen  von  dem  leider  früh  verstorbenen 
Professor  A.  Seebeck,  dessen  Manuscript  noch  vorhanden  und 
weiter  unten  abgedruckt  ist,  den  andern  von  mir.  Der  in  Rede 
stehende  Satz  scheint  der  Sphäre  der  Elementargeometrie  anzu- 
gehören , wo  es  sich  um  die  Beziehungen  zwischen  Seiten  und 
gegenüberliegenden  Winkeln  der  Dreiecke  handelt,  und  wird  des- 
halb wie  folgt  durch  Umkehrung  gewonnen. 

Lemma.  Haben  zwei  Dreiecke  die  Winkel  einzeln 
gleich  und  ist  eine  Seite  des  einen  Dreiecks  kleiner 
als  die  gl  e ich  liegende  des  andern,  so  sind  die  übrigen 
Seiten  des  einen  ebenfalls  kleiner  als  die  gleichlie- 
genden des  andern. 

Beweis  durch  Zusammenlegen  der  gleichen  Winkel,  denen 
die  kleinere  Seite  anliegt. 

Lehrsatz  1.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Fig.  6.) 
Winkel  A<,B,  und  theilt  man  diese  Winkel  durcii  AD 

und  BE  so,  dass  CAD=CBE,  so  ist  AD>  BE. 
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Beweis.  Die  Dreiecke  ACD  and  BCE  haben  einzeln  gleiche 

Winkel.  Nun  ist  AC>BC,  weil  ABC^BAC  nach  Voraus- 
setzung. folglich  AUyBE  gegenüber  den  gleichen  Winkeln  C. 
W.  z.  b.  w. 


Lehriatz  2.  Ist  im  Dreieck  ABC  (Taf.  III.  Fig.  7.) 
Winkel  A<^B  and  theilt  man  diese  Winkel  durch  AD 

un A BE  so,  dass  BAD^ABE  und  CAD  < CßE , so  ist 
AD>  BE. 

Beweis.  Zieht  man  BO  so,  dass  CBE=  CAD ',  so  ist 
AD'^BE  nach  Lehrsatz  !.  Nun  ist  AD“  ein  Theil  von  AD, 
folglich  um  so  mehr  AD>  BE.  W.  z.  b.  w. 

Lehrsatz  3.  Sind  die  Geraden  AD  und  BE,  welche 
die  Winkel  A und  B des  Dreiecks  ABC  so  theilen, 

dass  BAD:DACz=ABE:  EftC,  einander  gleich,  so  ist 
A=zB  und  das  Dreieck  gleichschenklig. 


Beweis.  Wäre  A ungleich  B , also  BAD  ebenso  ungleich 

AfBE,  und  DAC  ebenso  ungleich  EBC,  so  wäre  BE  ebenso  nn- 

Sleich  AD  (Lelirs.2.)  Dies  ist  gegen  die  Voraussetzung  AD=BE. 
Jso  kann  A nicht  ungleich  B sein.  W.  z.  b.  w. 


Das  Folgende  ist  von  dem  leider  zu  früh  verstorbenen  Professe 
A.  Seebeck  zu  Dresden. 


Der  Satz: 

„Wenn  die  Halbirungsf inien  zweier  Drei e ckswin 
kel,  gerechnet  bis  zur  gegenüberstehenden  Seite, 
gleich  sind,  so  ist  das  \ gleichschenklig“ 

kann  auf  folgenden  allgemeineren  zurückgefiihrt  werden: 

(A)  „Wenn  ein  Dreieckswinkel  balbirt  ist  and  die 
durch  einen  Punkt  d er  H a! b i rungs  I inien  au  s d en  beiden 
anderen  Winkelspitzen  gezogenen  Transversales 
gleich  sind,  so  ist  das  A gleichschenklig.“ 

Dieser  Satz  aber  ergiebt  sich  aus  folgenden): 

Wenn  durch  einen  Punkt  der  Halbirungslinie  eines 
Winkels  Transversalen  zwischen  den  Schenkeln  gezo- 
gen werden,  so  ist  die  auf  der  Halbirungslinie  recht- 
winklig stehende  Transversale  die  kürzeste,  and  die 
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übrigen  sind  um  so  grosser,  je  mehr  sie  von  derselben 
abweichen. 

ln  Taf.  III.  Fig.  8.  sei  BM  die  Halbirungslinie  und  AC  so 
gezogen,  dass  AB^BCf  es  soll  gezeigt  werden,  dass  DE^>AB.  * 
— Da  DM^  AM,  so  ist  der  Beweis  nur  zu  führen,  wenn 
ME  < M C,  d.  h.  Z.  MEC  stumpf  ist.  Mache  MF—  MA  und 
MG=ME,  so  ist  A A M Fco \ E M G,  und  da  MA">  MC>MG,  so 
ist  auch  1)  AF>  EG;  ferner  Z DAM  > Z CEM,  daher 
2)  Z.DAF  > Z.CEG-,  endlich  3)  ^AFD—  jZEGC.  Aus  diesen 
drei  Bestimmungen  ergiebt  sich  leicht  Z)F>  GC,  und  daher,  in- 
dem man  FE=AG  hinzuaddirt,  DE>AC,  w.  z.  b.  w. 

» 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  der  erstgenannte  (A)  dadurch, 
dass  sich  eine  Transversale  von  gegebener  Länge  nur  in  zwei 
Lagen  eintragen  lässt,  welche  symmetrisch  sein  müssen.  (Man 
vergl.  (Taf.  lfl.  Fig.  9.). 

Dieser  Beweis  kann  auch  auf  das  sphärische  A angewendet 
werden.  In  Taf.  III.  Fig.  10.  sei  Z.AMB  < 180°;  BM<90°;  es 
sei  wieder  Aß>  BC,  so  ist  dd/>  MC  und  DM">AM,  weil 
MC'(—MC),  MA  und  MD  auf  einer  Seite  des  auf  AB  gelallten 
Lothes  ML  liegen.  Da  ylG<180°,  so  erhält  man  AF^-EG;  fer- 
ner, wenn  man "Z.AMD  unendlich  klein  annimmt,  ^LAFD=^.EGC 
und  Z.ÜAF>  j/.GEC,  woraus  DF>  GC,  und  das  Uebrige  ganz 
wie  beim  ebenen  A folgt. 

Ist  der  ^.AB C>180°  so  ändert  sich  nur  das,  dass  die 
Transversalen  um  so  kleiner  werden,  je  mehr  sie  gegen  die 
Halbimngslinien  geneigt  sind. 
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Messung  einer  an  beiden  Endpunkten 
unzugänglichen  Entfernung  nach 
einer  besonderen  Methode. 

Von 

dem  H erausgeber. 


Ich  glaube,  dass  das  Winkel  kreuz  oder  die  Kreuzscheibe  eia 
für  die  elementare  Feldmesskunst  in  vielen  Fällen  sehr  brauchbar 
res  Instrument  ist,  und  auch  bei  dem  geometrischen  Elemente 
unterrichte,  mit  dem  nach  meiner  Meinung  immer,  so  viel  tk 
thunlich , Uebungen  in  der  Feldmesskunst  zu  verbinden  wären, 
mehr  als  dies  bisher  geschehen  zu  sein  scheint,  angewandt  werden 
sollte,  namentlich  auch  der  grossem  Wohlfeilheit  dieses  Instru- 
ments wegen.  Gewöhnlich  richtet  man  das  Winkelkreuz  so  ein. 
dass  die  beiden  Visirliuien  auf  einander  senkrecht  stehen,  und 
dies  ist  auch  in  der  That  die  Einrichtung,  welche  die  einfachste 
und  häufigste  Anwendung  dieses  Instruments  in  der  praktischen, 
namentlich  in  der  auf  die  Landwirtbschafit  angewandten,  Feld- 
messkunst gestattet.  Aber  auch  schon  zwei  nur  einen  constaoten, 
sonst  beliebigen,  Winkel  mit  einander  einschliessende  Visirlinieo, 
— la  fausse  Eqjuerre  d’Arpenteur,  wie  die  Franzoseo 
sagen,  — bieten  viele  sehr  einfache  und  elegante  Anwendungen 
dar,  wobei  es  jedoch  gut  ist,  die  Lage  der  beiden  Visirlinieo 
gegen  einander  verändern,  und  dem  constanten  Winkel  eine  für 
die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse  geben  zu  kön- 
nen, wodurch  natürlich  zugleich  bedingt  wird,  dass  an  dem  In- 
strumente die  nüthigen  Schrauben  angebracht  sind , um  die  bei- 
den Visirlinien , nachdem  man  ihrem  Neigungswinkel  gegen  ein- 
ander die  für  die  vorhabende  Anwendung  zweckmässige  Grösse 
gegeben  bat,  in  unveränderlicher  Lage  gegen  einander  befestigen 
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zu  können.  loh  lasse  mir  jetzt  ein  solches  Winkelkreuz  mit  zwei 
beweglichen  Visirlinicn  anfertigen,  bei  welchem  die  Visirlinien 
durch  die  optischen  Axen  zweier  kleinen  astronomischen  Fern- 
röhre dargestellt  werden , und  werde  späterhin  einige  mit  diesem 
Instrumente  gemachte  Anwendungen,  die,  um  die  erreichte  Ge- 
nauigkeit beurtheilen  zu  können , eine  Vergleichung  verschiedener 
für  dieselbe  Grösse  erhaltener  Resultate  gestatten,  in  dem  Ar- 
chive miftheilen.  Die  Kosten  eines  solchen  mit  zwei  kleinen  astro- 
nomischen Fernröhren  versehenen  Winkelkreuzes  sind  gar  nicht 
bedeutend , wenigstens  keineswegs  so  bedeutend , als  Mancher 
wohl  glauben  möchte,  da  man  ja  jetzt  kleine  astronomische  Fern- 
röhre in  vorzüglicher  Güte  um  sehr  geringe  Preise  erhalten  kann. 
Man  braucht  sie,  wenn  man  nicht  will,  für  den  vorliegenden 
Zweck  nicht  einmal  achromatisch  machen  zu  lassen. 

Ich  werde  jetzt  im  Folgenden  eine  Auflösung  der  Aufgabe: 
„die  Länge  einer  an  ihren  beiden  Endpunkten  unzugänglichen 
geraden  Linie  zu  messen“  mit  Hülfe  des  Winkelkreuzes  geben, 
die  ich  für  sehr  elegant  halte.  Ich  entlehne  dieselbe  der  folgen- 
den in  vielen  Beziehungen  interessanten  Schrift:  Solutions  peu 
connues  de  differens  problemes  de  Geometrie  prati- 

3ue;  pour  servir  de  Supplement  aux  Traites  connus 
e cette  Science:  recueillies  par  F.  J.  Servois. 

A Metz.  An  XII.  p.  75.,  bemerke  aber,  dass  Servois  selbst 
sagt,  dass  diese  Auflösung  schon  von  Mascheroni  in  der  Schrift: 
Problem!  per  gli  Agrimensori  con  varie  Soluzioni. 
Pa  via.  1793.  Pro  bl  III.  Soluz.  13.  gegeben  worden  sei.  Der 
Beweis,  den  ich  i in  Folgenden  für  diese  Auflösung  geben  werde, 
rührt  von  mir  selbst  her,  da  der  von  Servois  a.  a.  O.  gege- 
bene Beweis  auf  der  Trigonometrie  beruhet,  die  ich  hier  absicht- 
lich vermeiden,  und  mich  bloss  der  Sätze  der  ebenen  Geometrie 
bedienen  wollte. 

Wenn  MN  (Taf.  IV.  Fig.  1.)  die  zu  messende  Linie  ist,  so 
suche  man  auf  dem  Terrain  drei  Punkte  A,  B,  C von  solcher 
Lage  auf,  dass  die  Winkel  MAN,  M UN,  MCN,  unter  denen  in 
diesen  drei  Punkten  die  zu  messendeLinie  J/iV erscheint,  dem  Win- 
kel des  Winkelkreuzes,  und  daher  natürlich  auch  unter  einander 
gleich  sind.  Dann  inesse  man  die  Linien  AB,  AC.  und  suche 
mit  dem  Winkelkreuze  in  der  Linie  BC  den  Punkt  D auf.  wel- 
cher in  der  Linie  BC  eine  solche  Lage  hat,  dass  der  Winkel 
ADC  gleichfalls  dem  Winkel  des  Winkelkreuzes,  also  auch  den 
drei  Winkeln  MAN , MBN,  MCN  gleich  ist.  Misst  man  hierauf 
□och  die  Linie  AD.  so  ist 


und  die  Länge  der  zu  messenden  Linie  MN  kann  folglich  mit- 
telst dieser  einfachen  Formel  aus  den  gemessenen  Stücken  leicht 
berechnet  werden  . 

Bevor  wir  zu  dem  Beweise  der  vorhergehenden  Formel  über- 
gehen, schicken  wir  die  folgende,  übrigens  zu  einem  anderweitig 
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schon  ailrrmeü  Satze  führende  Betrorhtaas  7"*» 

wozu  uns  nur  <:e-  Watsch  veranlasst,  Se&es  t*;®*4"  S*** 
ohne  Höfe  der  Tr^oeometri« i*  W es« Wb  *■ 

|a  Tat  IV.  F*.  2.  sei  O der  Mittel  punzi  de»  — da»  Dreieck 
Aßt\  dessen  Seiten  BC.  CA,  AB  wir  wie  e®5hfe*  dan* 
«,  h.  r beiei^lmeo,  besdinchwca  kreuM^.^  *?  oaa 

TO»  O auf  Aß  das  Perpendikel  OC , vow  B id  dC  das  Perp^- 
d:kel  BB'  eefallt.  so  sind  die  beidee  rechtwiskfe*^ Preseefa 
AOC  oder  BOC,  oad  BCB“  offenbar  einander  ährfeh,  »*■ 
der  Winkel  AOIi  doppelt  so  gross  aU  der  Winkel  BOT,  Wg- 
li-h  j£.AOU=^BCB"  Ut  Abo  ist  * 


BB".BC=AC:AO, 

and  folglich . wenn  wir  den  Halbmesser  des  «m  das  Dreieek  ABC 
beschriebenen  Kreises  durch  r bezeichnen: 

BÄ":«=|c:r, 


also 


ae 

tz"±BB" 


Ist  mm  A der  Flächeninhalt  des  Dreiecks  ABC,  so  ist 

±=\aC.BB",  BB‘ > 

und  folglich . wenn  man  dies  in  den  obigen  Ansdruck  va  r 
einführt: 

abc 

9 

Denken  wir  uns  jetat  in  Taf.  IV.  Fig.  3.  über  jW.Y  ab  Sebse 
•inen  den  Winkel  des  Winkelkrenzes  fassenden  Kreisabschnitt 
beschrieben , so  geht  der  diesen  Kreisabschnitt  begT&nzende  Kieis- 
bogen  nach  der  aus  dem  Obigen  bekannten  Constrnction  durch  die 
drei  Punkte  A,  B,  6' hindurch,  und  der  Kreis,  welchem  dieser 
Kreisbogen  angehört,  dessen  Halbmesser  wir  durch  r bezeichnen 
wollen,  ist  folglich  um  das  Dreieck  ABC=\,  dessen  Seiten  BC,  CA, 
AB  wie  gewöhnlich  dureba, b,  c bezeichnet  werden  sollen,  beschrieben. 
Fällt  mau  nun  von  A auf BCi&s  Perpendikel  AE=h,  von  dem  Mittel- 
punkte Ödes  um  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises  auf  M3i  =s 
das  Perpendikel  OL,  so  sind  die  beiden  rechtwinkligen  Dreiecke  ADE 
und  31  OL  offenbar  einander  ähnlich,  weil  nach  der  Coastfoction 
nothwendig  der  Winkel  MON  doppelt  so  gross  als  der  Wmkel 
des  Winkelkreuzes , also  auch  doppelt  so  gross  als  der  Winkel 
ADE,  folglich  ^MOL=Z.ADE  ist  Abo  ist 
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AD:  AE=  OM. ML, 

•* 

wenn  wir  noch  AD=zd  setzen: 
d:h — r • ^ x * 


2rA 


Nun  ist  ' 


4k=o«A,  also  A=^; 

- o 


h nach  dem  Vorhergehenden 

4rA, 

ad  • 


der  oben  vorausgeschickten  Betrachtung  ist  aber 


«ss 


oftc 

4S 


also  4r^  = a6c. 


man  dies  in  den  vorhergehenden  Ausdruck  von  x ein,  so 
4 sieb 

bc 

*=d’ 


*enn  man  für  b , c,  d,  x nieder  die  dieseu  Symbolen  ent- 
senden Linie#  setzt: 


MN= 


AB.AC 


Al> 


ies  die  zu  beweisende  Formel  war. 

iflcksichtticli  der  Auswählune  der  Punkte  A,  B,  C wollen 
ur  in  der  Kürze  bemerken,  dass  es  der  Genauigkeit  des  zu 
enden  Resultats  gewiss  förderlich  sein  wird,  wenn  dieselben 
icfast  weit  aus  einander  liegen,  in  Verhältnis  zu  der  zumes- 
* Linie  MN. 


14* 
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Feber  da#  Rficbwärtaeinseltaeidea  mH 

dem  Messtfcche- 

T« 

dem  Heraosjeber. 


L 


Wewii  ich  noch  ein  mal  anf  «fiese  — anch  ros  mir  selbst  — 
schon  t ielfich  behandelte  Aufgabe  rtzrückkomme,  so  wird  dies 
gewist  in  der  grossen  praktischen  Wichtigkeit  der 'eiben  mm 
Rechtfertigung  finden.  Aach  lassen  in  der  That  alle  bis  jetxt 
bekannt  gemachten  Methoden  immer  noch  Etwas  za  wünsch« 
übrig.  Am  Häufigsten  wird  wohl  in  der  Praxis  die  Lehmans  sehe 
Methode  der  «ogeaaunten  f ••  h I e rze  igend  e n Dreiecke  angewandt 
Aber  auch  diese  Methode  bat  mich  — ich  gestehe  es  ofen  — 
niemals  ganz  befriedigt:  insbesondere  finden  Antanger  öfters 

einige  Schwierigkeit  hei  -der  Beirrt  beilong  der  Lage  des  gesuchtes 
Punktes  gegen  das  fehlerzeigende  Dreieck,  ob  derselbe  nämlich 
innerhalb  oder  ausserhalb,  und,  im  letzteren  Falle,  auf  welcher 
Seite  dieses  Dreiecks  derselbe  liegt,  was  auch  wahrscheinlich  Herr» 
Prof.  Härtner  in  Gr  atz  zu  der  neuen  umfassenden  und  gründ- 
lichen Arbeit  über  diesen  Gegenstand  in  den  Sitzungsberich- 
ten der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien.  Jahr- 
gang 1849.  November-  und  December-  Heft  S.  230.  (m. 
h.  auch  Liter.  Ber.  Nr.  LY.  S.  768.)  veranlasst  bat,  an  die 
ich  bei  dieser  Gelegenheit  von  Neuem  za  erinnern  mir  erlauben 
möchte.  Mich  seihst  haben  die  Wünsche , die  mir  bei  der  An- 
wendung der  fehlerzeigenden  Dreiecke  stets  noch  übrig  blieben, 
veranlasst,  eine  andere  Näherungsmetbode , die  der  fehlerzeigen- 
den Dreiecke  sich  wenigstens  nicht  unmittelbar  bedient . aufzu- 
suchen. Diese  Methode  hat  eine  gewisse  Aehnlichkeit  *it 
einer  schon  früher  von  dem  verdientet)  Bbhnenberger  in  der 
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Zeitschrift  für  Astrooomi  e und  verwandte  Wissen- 
schaften. Band  VI.  S.  121.  bekannt  gemachten  Methode. 
Ich  sage  aber  absichtlich  eine  gewisse  Aehniichkeit.  Denn 
Bohnenberger  bedient  sich  in  der  That  auch  fehlerzelgender 
Dreiecke,  die  ich,  wenigstens  unmittelbar,  gar  nicht  in  Anwen- 
dung bringe,  und  die  nach  meiner  Ansicht  interessante 
theoretische  Grundlage,  von  der  ich  bei  meiner  Auflösung  aus- 
gehe, kennt  Bohnenberger  gar  nicht,  so  dass  also,  wie  ich 
«laube,  von  einer  Uebereinstimmung  beider  Methoden  nicht  die 
Kede  sein  kann,  wenn  auch  allerdings  meine  Auflösung  sehr  leicht 
zu  der  Bohnenberger'scben  Näherungsmethode  führt,  wie  ich  wei- 
ter unten  noch  besonders  bemerken  werde. 


II. 


Wir  wollen  uns  zwei  sich  schneidende  Kreise  (Taf.  IV.  Fig.  4.) 
denken.  Der  eine  der  beiden  Durchschnittspunkte  sei  A,  der 
andere  sei  D.  Von  dem  Durchschnittspunkte  A aus  ziehe  man 
eine  gerade  Linie,  welche  den  einen  der  beiden  Kreise  in  6,  den 
anderen  in  c schneidet.  Auf  diese  gerade  Linie  wird  sich  unsere 
folgende  Betrachtung  hauptsächlich  richten. 

Die  durch  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise  gehende  gerade 
Linie  nehmen  wir  als  Are  der  x eines  rechtwinkligen  Coordina- 
tensystems  der  xy  an,  dessen  Anfang  der  Mittelpunkt  des  einen 
Kreises  ist.  Der  Halbmesser  des  Kreises,  dessen  Mittelpunkt 
als  Anfang  der  Coordinaten  angenommen  worden  ist,  sei  p;  der 
Halbmesser  des  anderen  Kreises  seir.  Die  erste  Coordinateoder  soge- 
nannte Abscisse  des  Mittelpunkts  dieses  letzteren  Kreises  sei  a,  und  es 
wird  der  Einfachheit  wegen,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden, 
verstattet  sein , das  Coordinatensystem  so  anzunehmen , dass  a 
positiv  ist.  Alles  dieses  vorausgesetzt,  sind  nun  die  Gleichungen 
der  beiden  Kreise: 


•r*  + yI=e*.  (x— a)a  + ^2  = r2; 

und  wenn  man  aus  diesen  Gleichungen  x,  y als  unbekannte  Grös- 
sen bestimmt,  so  erhält  man  die  Coordinaten  der  zwei  Durch- 
schnittspunkte der  beiden  Kreise.  Aus  der  zweiten  Gleichung 
ergiebt  sich  zuvörderst : 


x'1  + y *— 2<7  x = r* — o1 , 
also  wegen  der  ersten  Gleichung: 

p*— ‘2ax=r* — o*, 


woraus 


• 1 .-roli  d*. : Tl l>  oiiti.  t 

o*  + p*— r* 


;j.  - • ■> 


2o 
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Also  ist  wegen  der  ersten  Gleichung: 

= **  = p' 

d.  i. 


4n® 


„ 4a2p2 — (a*-|-p*— r*)* 

4 «* 


woraus  man  mittelst  einer  allgemein  bekannten  Zerlegung  auch 

(o+e+r)  (a+p — r)  (r+.i—  p)  (p+r-a) 
y ~ 4a» 


erhält.  Bezeichnet  man  den  FIScheninbalt  des  aus  a,(,  rik 
Seiten  gebildeten  Dreiecks  durch  A > 80  >st  bekanntlich 

A*=  ß(a+P+r)(a+p— r)(r+a— p)  (p+r— a), 

also 


und  wir  haben  daher  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  der  «w 
Durchschnittspunkte  der  beiden  Kreise  die  folgenden  Formell: 


a*+p* — r* 

2 a ' 


Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  die  Coordinaten  mH  k* 
oberen  Zeichen  dem  Punkte  A,  die  Coordinaten  mit  dem  »k» 
Zeichen  dem  Punkte  D entsprechen,  so  dass 
jene  Coordinaten  durch  xlt  yl;  diese  durch  xt,  yt 

a»+p»-r»  . 2A . 

*i= — 2ö — ’ y‘=+ — 


*»  = 


al+p* 


_ 2A 


r 


Die  Gleichung  der  durch  den  Punkt 
nen  beliebigen  geraden  Liuie  sei  jetzt 

y=Ax 

so  ist,  weil  diese  Linie  durch 
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und  folglich 

die  Gleichung  dieser  Linie. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Coordinaten  der  Durchschnittspunkte 
dieser  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  p be- 
schrieben ist,  durch  x,  y;  so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung 
die  beiden  Gleichungen: 

x*+ya=pa,  y—yi  —Aix—x^. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y,  so  erhalt  man  zur  Be- 
stimmung von  x die  Gleichung: 

**  + i A (x-xj  + yi  j*  = ?*, 


'lAjyx—Axi)  , P*— (Vi— . 

+ l+/f*  ' l + zl*  ’ 

und  löst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche 
Weise  auf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung : 


_—A(yl—Ax1)±  V(1  + A*)q*~(yl—Axl)'t  _ 
x~  1-M* 

Weil  aber  der  Punkt  (zt  yi)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  p be- 
schriebenen Kreise  liegt,  so  ist 

*f*+yi*=«*» 


also 

(1-M*)pa—  C'/i  — (1  -f  (-fi 1 i i/, *)  - (yt—Ax,)*, 

woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

(1-M*)p*— (yi~  Axx)*= (ar,+ Ay,  )*, 
folglich  nach  dem  Obigen 

_ —A(yx— Axl)±(x1  + AyO 

x- — — ~T+A* 

ergiebt.  Da»  obere  Zeichen  liefert  x—x%,  und  entspricht  folglich 
dem  Punkte  (xt  Vi)-  Will  man  also  die  erste  Cnordinate  oder 
Abscisse  des  anderen  Durchschnittspunktes  unserer  geraden  Linie 
mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  p beschrieben  ist, 
haben , so  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen , wodurch  man 
für  diesen  Durchschnittspunkt 
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x 


l+A* 


X—Xt 


'l(xy  + Ay  |) 
!+/<*' 


erhält ; und  weil  nun  nach  dem  Obigen 

y-yi—A(x—*i) 


ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  von  x,  y die  Ausdrücke: 


2(^1+^,)  _ 2A(xt  +At/y) 

tm*  y-y*  - i va?  ' 


Bezeichnen  wir  ferner  die  Coordinaten  der  Durcbscbnitts- 
punkte  unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem 
Halbmesser  r beschrieben  worden  ist,  wieder  durch  x,  y selbst; 
so  haben  wir  zu  deren  Bestimmung  die  beiden  Gleichungen : 


(x — o)*+y*  = r*  y-y,  = A(x-Xy). 

EJiminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  y , so  erhält  man  zur  Be- 
stimmung von  x die  Gleichung 

(x—a)*  f lA(x— xt)  + y, I®  = r® , 


d.  i. 


. . A(y,—Ax,)—a  r® — f*— (;/i — Ar,  )* 

x HA*  Jf/t® 


und  löst  man  diese  quadratische  Gleichung  auf  gewöhnliche  Art 
auf,  so  ergiebt  sich  mittelst  leichter  Rechnung: 

— M(y,  —Axy )— a |+ V (l  + /t*)r*— | »/,  —A(xt  — a)  j* 

x~  1 +A* 

Weil  aber  der  Punkt  (xy  y,)  in  dem  mit  dem  Halbmesser  r be- 
schriebenen Kreise  Hegt,  so  ist 

(*i— «)*+yi*=r*, 

also 

A(xy— «)|*=(l+^*)l(x,— a)a+yial— tyi—  A(x,—  *)!*. 
woraus  sich  nach  leichter  Rechnung 

( I + A*)r*— |y,  — A (ar,  —«){*= (*, — a -f  Ayx  )* , 
folglich  nach  dem  Obigen 
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— M(yt— Ax^— nl-fclfo-Myi)— al 
l + d* 


ergebt.  Das  obere  Zeichen  liefert  x—xlP  und  entspricht  folg- 
lich dem  Punkte  (xj  y,).  Will  man  also  die  erste  Coordinate 
oder  Abscisse  des  anderen  Durchscbnittspunkts  unserer  geraden 
Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halbmesser  r beschrie- 
ben worden  ist,  haben,  so  muss  man  das  untere  Zeichen  nehmen, 
wodurch  man  für  diesen  Durcbschnittspunkt 

\A(yt-Axi)— ol  + Kxj  + Ay,)-ol 
l + /P> 


oder 


x — xx  =- 


_2ja-^(x1  -f  Ayt)\ 
l+A* 


erhält;  und  weil  nun  nach  dem  Obigen 
y—yi  =dl(x— x,) 

ist,  so  hat  man  zur  Bestimmung  vou  x,  y die  Ausdrücke : 
_3|g-(x,  -M.Vijl  _ _ ‘2.41a- (x,  + Ayt) I 


x—xl 


1 + Aa 


y—y  i=- 


1 + A1 


Ist  jetzt  jetzt  b in  Taf.  IV.  Fig.  4.  der  Durchschnittspunkt 
unserer  geraden  Linie  mit  dem  Kreise,  welcher  mit  dem  Halb- 
messer p beschrieben  worden  ist,  dagegen  c in  derselben  Figur 
der  Durchschnittspunkt  dieser  geraden  Linie  mit  dem  Kreise, 
welcher  mit  dem  Halbmesser  r beschrieben  worden  ist,  und  be- 
zeichnen wir  die  Coordinaten  dieser  beiden  Punkte  respective 
durch  xt,  yb  und  xc,  yc ; so  ist  nach  dem  Vorhergehenden: 


2(*i-Myi) 

X,  ~ . ,/A 


Xi—  Xi 


l+A* 


> yt-yi 


2A(xlA-Ayx) 

' 1 LA* 


und 


Xc— x, 


2{n— (x,-My,)|  _ ‘2,4  !n— (x,-f^y,)| 

* yc-y,  - ,+  12 


Also  ist 

ia  2 Aa 

xt  Xc — 1 + A*  ’ ^ — ~ F+2*' 

Bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  der  beiden  Punkte  b und  c 
oder  (xt  yt)  und  (z,  yc)  von  einander,  d.  i.  die  Linie  bc  in  Taf. 
IV.  Kig.  4.,  durch  £,  so  ist 

£*=  (xt— x,)*+(y*— yc)* , 
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d.  i.  nach  dem  Obigen 


folglich,  weil  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bekamt1 
a positiv  ist: 


Von  dem  Punkte  D oder  (x4  y4)  wollen  wir  uns  jttxt  i 
die  durch  den  Punkt  A oder  (x,  y,)  gelegte  gerade  Laie  j 
Perpendikel  gefällt  denken,  und  die  Länge  dieses  Perp<i-ä 
durch  P,  die  Coordinaten  seines  Fusspunktes  in  der  in  L 
stehenden  Linie  aber  durch  je,  y bezeichnen.  Die  Glt  -bi 
dieses  Perpendikels  ist  nach  den  Principien  der  anahTsck 
Geometrie 


und  zur  Bestimmung  der  Coordinaten  jr,  y hat  man 
beiden  Gleichungen: 


-a 

=vr+i* 


oder  auch 


Weil  aber  nach  dem  Obigen 


oder 


F — y* — (j/i  .y*) — ^ Ix  *1  (^i  -r*)l  • 


y,-y,  = n 


ist ; so  werden  diese  Gleichungen : 

y—: Vt=A(jc— xt), 


und 


y-y%--f=Ab-xj, 
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ist 


ch 


ist 


1 + 

1— 


4A 

°(y — jti) 
4A  _ 


1 

“ Ä*  ' 
-A\ 


4y**A  „ 4A 

4 Ab  _ 4^»A_ 

y ®*  a(l  +■'!*) 


4^A  _ 4A 

r_jr» a(l+4*)’  ? ^ a(l  + /l*)  * 


bezeichnen  wir  nun  die  Entfernung  des  Fusspunktes  des 
{Kndikels  P von  dem  Punkte  A oder  (art  yj  durch  Q;  so  ist 


0*  = (je— + (y-y i)*,  P*=  + (y— y»)* ; 

nach  dem  Obigen,  wie  man  leicht  findet. 


Q*= 


le^A* 

a*(l+A*)’ 


/«  = 


16Aa 


aus 


n , 4^A  » 4A  . 

W 0^1  + ^*’  oVT+Z®’ 

äin  man  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt,  jenachdem  die 
■>se  A positiv  oder  negativ  ist. 

Weil  nun  nach  dem  Obigen 


E— 


2a 

Vt+a* 


■ so  ist 
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ä—al 

P— 2A' 

und  daher  dieses  Verhältniss  ein  von  der  Lage  der  durch  den 
Funkt  A oder  (.r,  yt)  gezogenen  geraden  Linie  unabhängiges, 
insofern  also  coristantes  Verhältniss,  was  unmittelbar  zu  dem 
folgenden  geometrischen  Satze  führt: 


Lehrsatz. 


Wenn  zwei  Kreise  sich  schneiden,  und  man  von  dem 
einen  ihrer  beiden  Durchschnittspunkte  aus  eine,  je- 
den der  beiden  Kreise  ein  zweites  Mal  schneidende 
gerade  Liuie  zieht,  so  ist  das  Verhältniss  zwischen 
der  Entfernung  der  zwei  Durchschnittspunkte  dieser 

Seraden  Linie  witden  beiden  Kreisen  von  einanderund 
ein  von  dem  anderen  Durchschnittspunkte  der  beiden 
Kreise  auf  die  in  Rede  stehende  gerade  Linie  gefäll- 
ten Perpendikel  von  der  Lage  der  geraden  Linie  un- 
abhängig.undinsofernalsoeincoostuntesVerhältniss. 


Dies  ist  der  Satz,  von  dem  wir  im  Folgenden  eine  Anwen- 
dung auf  das  Rückwärtseinschneiden  mit  dem  Messtische  machen 
werden.  Vorher  wollen  wir  jedoch  die  folgenden  geometrischen 
Bemerkungen  dem  Vorhergehenden  noch  beifügen. 


Wenn  man  aus  den  beiden  Gleichungen 


£*= 


4a2 

1+4*  ’ 


Q 2 


1642A* 

a*(l+4*) 


die  Grüssc  .4*  eliminirt,  so  erhält  man  die  Relation 


4a* — E*  a* 

W~  — 4Ä2’ 


und  da  nun  nach  dem  Obigen 


£*_  a4 

P*~  4Aa 


ist,  so  ist 


4o*-£*  £» 

Qi~- p»’ 

woraus  sich  die  bemerkenswerthe  Relation 

4 a*P*=E^P*+Q*) 
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oder 

_/;V7«h^ 

ip 


ergiebt 

Bezeichnen  wir  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden  Kreise 
durch  S,  so  ist 


S1  — (x,  —x,)*  + (yi  -y*)*, 
also  nach  dem  Obigen 

s* =(*-**)*= 


folglich 


Daher  ist 

al-la 

a»  -2 a’  2/\~  S ’ 
also  nach  dem  Obigen 

E 2 a 

P=  S 


oder 


E:P=2a:  S, 

welche  Proportion  ein  Jeder  sogleich  wird  in  Worten  aussprechen 
können. 

Auch  ist 


a*  4na 

4 Ä3- S*- 


also  nach  dem  Obigen 


4n2 — £2_  4a1 

—q—~ 


woraus  sich 


Digitized  by  Google 


218 


oder 


ergiebt. 


£»S*=4a*(S*-Q»), 

a=ävftp 


Vergleicht  man  dies  mit  dem  Obigen,  so  erhält  man 


ES  _ JEV  P*  + Q* 

2V~S*^Q*  2 P 

oder 


r$= V7"+f/2.  Vs5^^, 

woraus  sich  leicht  die  nach  dem  pythagoreischen  Lehrsätze  sich 
von  selbst  verstehende  Gleichung 

S»=P*+Q* 


ergiebt. 

Es  würden  sich  leicht  aus  dem  Obigen  noch  manche  andere 
Relationen  ableiten  lassen,  da  es  ja  bekannt  genug  ist,  dass  sieh  bei 
Untersuchungen  wie  die  vorhergehende  immer  eine  grosse  Menge 
mehr  oder  weniger  merkwürdiger  Relationen  ergeben,  deren  Ab- 
leitung oft  nur  ein  geringes  Verdienst  ist,  aber  dessenungeachtet 
als  ein  trcflliches  L'ebungsmittel  fiir  Anfänger  jederzeit  einen  gros- 
sen Werth  bat.  Ich  will  mich  aber  bei  solchen  geometrisch* 
Hebungen,  die  nur  den  grossen,  ja  unermesslichen  Keichthta 
der  Geometrie  zu  zeigen  geeignet  sind,  jetzt  nicht  länger  aufhal- 
ten,  sondern  nun  sogleich  zu  dem  wichtigen  praktischen  Gegen- 
stände übergehen,  welchem  das  Obige  zur  Vorbereitung  und 
Grundlage  dienen  sollte.  Eine  elementar-geometrische  Darstellung 
des  obigen  Gegenstandes,  bei  dessen  Entwickelung  ich  mich  hier 
absichtlich  der  analytischen  Geometrie  bedient  halte,  von  befreun- 
deter Hand,  mit  noch  manchen  anderen  Bemerkungen,  werde  ich 
den  Lesern  des  Archivs  vielleicht  bald  mitzutbeilen  im  Stande  sein. 

III. 

ln  Taf.  IV.  Fig.  5.  seien  jetzt  A,  R,  C die  drei  auf  dem 
Messtische  gegebenen,  den  l-unkten  21,  25,  <L  auf  dem  Felde  ent- 
sprechenden Punkte,  und  D sei  der  auf  dem  Messtische  zu  fin- 
dende vierte,  dem  Punkte  55  auf  dem  Felde,  in  welchem  der 
Messtisch  aufgestellt  worden  ist,  entsprechende  Punkt.  Die  ge- 
genseitige Lage  der  drei  Punkte  2,  S5,  <£  auf  dem  Felde  sei  eioe 
solche,  dass  dem  in  ID  stehenden,  mit  dem  Gesicht  nach  21  ge- 
kehrten Beobachter,  der  Punkt  2 zwischen  den  Punkten  25  und 
<£  liegend  erscheint.  Zugleich  denke  man  sich  auf  dam  Mess- 
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tische  die  beiden  bekannten,  durch  A,  B,  D und  durch  A,  C,  D 
sehenden  Kreise  beschrieben,  was  Alles  so  allgemein  bekannt  ist, 
dass  es  hier  noch  weiter  zu  erläutern  ganz  unzweckmässig  und 
unnöthig  sein  würde.  Eine  beliebige  aurch  A gezogene  gerade 
Linie  schneide  den  Kreis,  in  welchem  B liegt,  in  b,  den  Kreis,  in 
welchem  C liegt,  in  c.  Praktisch  erhalt  man  zwei  Punkte  wie  b 
und  c sehr  leicht , wenn  man  bei  ganz  beliebiger  Lage  des  Tisch- 
blattes  die  Kippregel  an  A legt  und  nach  21  visirt,  dann  die 
Kippregel  an  B legt  und  nach  £>  visirt,  und  den  Durchschnitts- 
punkt  der  beiden  auf  diese  Weise  erhaltenen  Visirlinien  bestimmt, 
was  einen  Punkt  b giebt;  dann  legt  man,  natürlich  bei  ganz  un- 
verrückter  Lage  -des  Tisches,  die  Kippregel  auch  an  C,  visirt  nach 
<£,  und  bestimmt  den  Durchschnittsnunkt  dieser  Visirlinie  mit  der 
schon  vorher  erhaltenen  durch  A genenden  Visirlinie,  so  giebt  dies 
einen  Punkt  c.  Der  Grund  dieses  einfachen  Verfahrens  erhellet 
auf  der  Stelle,  wenn  man  nur  überlegt,  dass  die  Winkel  AbB  und 
AcC auf  dem  Tische  respective  den  Winkeln  2t 2)23  und  2ÜBC  auf 
dem  Felde,  denen  bekanntlich  auch  die  Winkel  ADB  und  ABC 
auf  dem  Tische  gleich  sind,  mit  einer  hier  völlig  ausreichenden 
Genauigkeit  gleich  sind , wenigstens  bei  Entfernungen  der  Punkte 
2f,  2>,  € von  dem  in  2>  aufgcstellten  Tische,  welche  gegen  die 
Dimensionen  des  Tisches  als  verschwindend  betrachtet  werden 
können.  Auf  diese  Weise  kann  man  sich  also  immer  leicht  und 
mit  der  grössten  Sauberkeit  zwei  Punkte  wie  b und  c verschaffen. 
Die  Visirlinien,  weiche  diese  Punkte  geben,  wird  man  nie  völlig 
ausziehen , da  es  zunächst  nur  auf  die  Bestimmung  zweier  sof- 
cher  Punkte  wie  b und  c selbst  ankomrat. 

Grösserer  Einfachheit  wegen  wollen  wir  im  Folgenden,  was 
in  der  Praxis  gewiss  immer  verstattet  sein  wird,  annehmen,  dass 
bei  der  Bestimmung  der  Punkte  b und  c nach  dem  vorhergehen- 
den Verfahren  der  Messtisch  schon  so  weit  orientirt  sei,  dass 
diese  Punkte  beide  auf  einer  Seite  des  Punktes  A liegen,  dieser 
letztere  Punkt  also  nicht  zwischen  jenen  beiden  Punkten  liegt, 
wenn  auch,  theoretisch  genommen,  die  Betrachtung  des  Falls,  wo 
A zwischen  b und  c liegt,  keiner  besonderen  .Schwierigkeit  unter- 
liegen würde,  was  wir  aber  füglich  dem  Leser  überlassen  können. 
Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  im  Folgenden,  wenn  zwei  Paare 
von  Punkten  wie  6,  c,  die  wir  durch  b,  c und  b',  & bezeichnen 
wollen , auf  dem  Messtische  gegeben  sind,  diese  beiden  Paare  bc 
und  b'&  symmetrisch  oder  unsymmetrisch  gegen  A liegend 
nennen,  jenachdem  mit  Beziehung  der  oberen  und  unteren'Zeicheu 
auf  einander 


Ab^Ac,  Ab'  ^ Ac ' 

oder 

Ab  ^ Ac,  Ab'  ^ Ac' 

ist,  was  sich  bei  praktischen  Operationen  immer  auf  der  Stelle 
wird  erkennen  lassen. 
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Wenn  man  die  oben  beschriebene  Operation  bei  zwei  ver- 
schiedenen Lagen  des  Tiscbblattes  vornimmt,  so  kann  man  sich 
leicht  zwei  solche  Paare  von  Punkten  wie  bc  und  b'c"  verschaf- 
fen, und  dass  dies  geschehen  sei,  wollen  wir  von  nun  an  voraus- 
setzen. l>ies  aber  vorausgesetzt,  erhellet  aus  einer  blossen  Be- 
trachtung von  Taf.  IV.  Fig.  5.  auf  der  Stelle,  dass,  ienachdem 
die  beiden  Paare  bc  und  b'c'  gegen  A symmetrisch  oder  unsym- 
metrisch liegen,  der  gesuchte  Punkt  U nicht  zwischen  den  beiden, 
natürlich  stets  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'c', 
oder  zwischen  diesen  beiden  stets  gehörig  verlängert  gedachten 
Linien  liegt.  Hat  sich  aber  aus  einer  nach  den  vorhergehenden 
Kegeln  äusserst  leicht  anzustellenden  Beurtheilung  ergeben,  dass 
der  gesuchte  Punkt  D nicht  zwischen  den  beiden  immer  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  bc  und  b'c'  liept,  und  daher  auf 
eiuer  und  derselben  Seite  dieser  beiden  Linien  gesucht  werden 
muss,  so  erhellet  sowohl  aus  einer  blossen  Betrachtung  von  Tal 
IV.  Fig.  5.,  als  auch  aus  dem  in  II.  bewiesenen  geometrisches 
Lehrsätze,  nach  welchem  die  von  dem  Punkte  D auf  die  Linie» 
bc  und  b'c'  gefällten  Perpendikel  zu  diesen  Linien  selbst  eia 
und  dasselbe  constaute  Verhältniss  haben,  dass  der  Punkt  D im- 
mer auf  der  Seite  der  kleineren  der  beiden  Linien  bc  und  b'c' 
gesucht  werden  muss,  auf  welcher  die  grössere  dieser  beiden 
Linien  nicht  liegt. 

Denken  wir  uns  jetzt  durch  die  beiden  Punkte  A und  I)  eine 
gerade  Linie  gezogen,  so  erhellet  durch  eine  ganz  einfache  geo- 
metrische Betrachtung  auf  der  Stelle,  dass  die  beiden  von  einem  jeden 
ganz  beliebigen  Punkte  in  dieser  Linie  auf  die  gehörig  verlängert 
gedachten  Linien  o6und  a'b'  gelallten  Perpendikel  in  demselben  \ er- 
nältnisse  zu  einander  stehen  wie  die  beiden  von  dem  Punkte  D ad 
die  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  gefällten  Per- 
pendikel. Also  werden  nach  dem  in  II.  bewiesenen  geometrische» 
Lehrsätze  die  beiden  von  einem  ganz  beliebigen  Punkte  in  der 
durch  A und  1)  gehenden  geraden  Linie  aut  die  beiden  gehörig 
verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  gefällten  Perpendikel 
sich  jederzeit  eben  so  zu  einander  verhalten , w ie  beziehungsweise 
die  beiden  Linien  ab  und  a'b'  sich  selbst  zu  einander  verhalten; 
und  bestimmt  man  also,  nachdem  man  nach  dem  Vorhergehenden 
die  Lage  des  Punktes  I),  und  demnach  auch  überhaupt  die  Lage 
der  Linie  AD,  gegen  die  beiden  gehörig  verlängert  gedachten  Li- 
nien ab  und  a'b'  bereits  ermittelt  hat,  entweder  nach  dem  Augen- 
roaasse  oder  durch  genaue  geometrische  Construction  einen  Punkt 
auf  dem  Messtische  so , dass  dessen  Entfernungen  von  den  ge- 
hörig verlängert  gedachten  Linien  ab  und  a'b'  sich  eben  so  zu 
einander  verhalten , wie  beziehungsweise  die  Linien  ab  und  a'b ' 
sich  selbst  zu  einander  verhalten,  so  wird  der  auf  diese  Weise 
erhaltene  Punkt  ein  Punkt  in  der  durch  A und  D gehenden  ge- 
raden Linie  sein.  Legt  man  also  dann  die  Kippregel  au  diesen 
Punkt  und  an  den  Punkt  A an,  und  orientirt  hierauf  das  Tisch- 
blatt nach  21,  so  wird  dasselbe  richtig  orientirt  sein , und  dann 
also  auch  ferner  der  Punkt  D selbst  leicht  erhalten  werden  kön- 
nen, wenn  man  nur  die  Kippregel  an  B oder  C legt,  und  respec- 
tive  nach  S>  oder  <£  visirt,  was  allgemein  genug  bekannt  ist,  als 
dass  es  hier  noch  einer  weiteren  Ausführung  bedürfte. 
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Man  kann,  wenn  es  der  Raum  auf  dem  Tischblatte  zulässt 


und  es  überhaupt  als  zweckmässig  erscheint,  worüber  sich  im 
Allgemeinen  nichts  festsetzen  lässt,  den  in  Rede  stehenden  Punkt 
aui  dem  Tische  auch  so  bestimmen,  dass  seine  Entfernungen  von 
den  gehörig  verlängert  gedachten  Linien  uh  und  a'l>‘  diesen  bei- 
den Linien  ab  und  a'b‘  beziehungsweise  gleich  sind. 


Ein  hinreichend  geübtes  Augenraaass  wird,  glaube  ich,  hei  der 
Bestimmung  des  in  Rede  stehenden  Punktes  meistens  ausreichen; 
aber  auch  wenn  man  sich  darauf  nicht  verlassen  wollte  oder  könnte, 
würde  dieser  Punkt  stets  durch  eine  genaue  geometrische  Con- 
struction  erhalten  werden  können,  die  in  der  Ausführung  so  leicht 
und  einfach  ist,  dass  man  wohl  noch  wagen  darf,  sie  den  hei 
Messtischoperationen  auf  dein  Felde  beschäftigten  praktischen 
Geometern  aufzubürden.  Man  braucht  ja  bloss  auf  den  gehörigen 
Seiten  der  Linien  ab  und  a'b'  in  Entfernungen,;  von  denselben, 
die  entweder  diesen  Linien  selbst,  oder  gewissen,  mittelst  des 
Zirkels  zu  bestimmenden,  gleichvieltcn  aliquoten  Theilen , oder 
endlich  auch  gewissen  Gleichviellächcn  derselben  gleich  sind,  mit 
Hülfe  von  Lineal  und  Dreieck  mit  den  Linien  ab  und  a'b'  zwei 
Parallellinien  zu  ziehen  und  deren  Durchschnittspuukt  zu  bestim- 
men, welcher  der  gesuchte,  zur  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
erforderliche  Punkt  sein  wird.  Jedoch  wird,  wie  gesagt,  gewiss 
in  den  meisten  Fällen  ein  geübtes  Augeninaass  ausreichen,  wenn 
man  namentlich  die  vorhergehende  Methode  als  eine  successive 
Annäherungsmethode  betrachtet,  die  nur  erst  nach  einigen  Wieder- 
holungen zu  einer  vollständig  richtigen  Orientirung  des  Tisches 
führt.  Auch  werden  noch  manche  Vortheile  jedem  in  der  An- 
wendung des  Rückwärtseinschneidens  schon  geübten  Praktiker  sich 
gewiss  ganz  von  selbst  ergehen. 

Wenn  die  Linien  bc  und  b‘c‘  sich  beide  auf  einen  Punkt 
zusamnienziehen , so  wird  dies  jederzeit  ein  sicheres  Zeichen 
sein,  dass  die  vier  Punkte  A.  li,  C,  1)  auf  einer  und  derselben 
Kreisperipherie  liegen,  und  daher  die  Aufgahe  eine  unbestimmte 
ist*).  Zöge  sich  dagegen  mir  die  eine  der  beiden  Linien  bc  und 
b‘c'  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  würde  eben  dieser  Punkt  der 
gesuchte  Punkt  D,  und  eine  weitere  Fortsetzung  der  Operation 
daher  nicht  nütbig  sein. 

Wenn  man  die  Linien  bc  und  b' c“  näherungsweise  als  ein- 
ander parallel  anzusehen  sich  berechtigt  halten  darf,  und  diesel- 
ben symmetrisch  gegen  den  Punkt  A liegen,  so  erhellet  mittelst 
einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  aus  dem  Obigen  so- 
gleich , dass  der  Durclischnittspunkt  der  gehörig  verlängerten  Li- 
nien bb'  und  cc‘  näherungsweise  der  oben  angegebenen  Bedingung 


•)  Da  nämlich  bc  und  0‘C‘  jetzt  I'nnlcte  sind  , die  wir  durch  (de) 
nnd  (b'C')  bezeichnen  wollen,  «o  geht  der  durch  A,  ß,  D beschriebene 
Kreis  durch  die  Punkte  d.  B,  D,  (Ac),  (b'C).  der  durch  A,  C,  D lie«rhrie- 
hene  Kreis  durch  die  Punkte  A.  C . 1K  ( bc ),  (i'C').  Also  gehen  beide 
Krei*c  durch  dieselben,,  vier  Punkte  .4,  D (Ar)  (b‘C‘),  und  fallen  daher 
mit  ciuander  zusammen. 

Theil  XVI.  15 
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rück.*icbtlich  seiner  Eetfenuieet  tob  den  Linien  Ae  cnd  6 c a- 
nüg en  wird,  and  daher  zur  näherungsweiaeo  Orientiroce  des  Me» 

tische»  in  der  oben  angegebenen  Weise  benutzt  werden  bin. 
Können  dagegen  die  Linien  be  and  bfC  nibernngsweise  ab  ein- 
ander  parallel  betrachtet  werden,  and  liegen  unsymmetrisch  ran 
deo  Punkt  A.  so  erbeilet  eben  so  leicht  wie  vorher,  dass  wieie 
der  Dorcbscbnittspookt  der  beiden  Linien  bb‘  and  er1  rar  nib 
raogsweisen  Orientirung  des  Messtisches  benutzt  werden  kam 
Wie  es  nach  dem  Obigen  bekanntlich  erforderlich  ist,  Beet  de 
Durchschnitts  punkt  der  beiden  Linien  66'  and  rC  im  ersten  Falle 
nicht  zwischen  den  beiden  Linien  be  and  Je.  im  zweiten  Falle 
dagegen  zw  i-chen  diesen  beiden  Linien.  Dies  ist  eigentlich  in 
Wesentliches  die  oben  erwähnte,  von  Bohnenberger  um- 
gebene XS  ■ ingsmethode,  die,  wie  es  uns  scheint,  in  der  tm 
uns  oben  entwickelten  genauen  Methode  ihren  wahren  Grand  hat 

Leber  die  obige  Methode  uns  noch  weiter  zu  verbreiten,  oder 
dieselbe,  wie  vielleicht  mancher  Praktiker  wünschen  möchte,  für 
den  praktischen  Gebrauch  hier  nochmals  im  Zusammenhang«  dar- 
zustellen. halten  wir  für  nnnöthig.  Auch  wird  der  wahre , theore- 
tisch gehörig  gebildete  Praktiker  gewiss  selbst  leicht  noch  auf 
manche  erweiterte  Anwendungen  unserer  Methode  kommen.  Ich 
erwähne  daher  nur  noch  zum  Schluss,  dass  ich  die  in  IL  gern 
Irenen  Entwickelungen  hier  absichtlich  auf  demselben  Wege  gege 
ben  habe,  welcher  mich  zu  denselben  geführt  bat,  nämlich  in 
Gewände  der  analytischen  Geometrie.  Vielleicht  ist  eine  einfache 
elementare  Darstellung  durch  die  synthetische  Geometrie  m5*üdi  , 
der  ich,  wenn  man  sie  mir  mitzntheilen  die  Güte  haben  sollte*), 
gern  einen  Platz  im  Archive  einrünraen  würde,  and  daher  dir 
Leser  dieser  Zeitschrift  zu  einer  desfallsigen  Untersuchung  auf- 
zu  fürder  n mir  erlauben  möchte,  weil  ich  allerdings  der  Meinu« 
bin , dass  die  ausden  in  1 1.  augestellten  theoretischen  Betrachtungen 
III.  hergeleitete  praktische  Methode  des  RückwärtseinschnethH 
mit  dem  Messtische  ihrer  Einfachheit  wegen  wohl  verdient,  ko 
sie  durch  eine  hinreichend  elementare  und  leichte  theoretinfe 
Betrachtung  auch  in  ihren  Gründen  einer  möglichst  grossen  An- 
zahl von  Praktikern  zugänglich  gemacht  werde. 

*)  Das*  dazu  Hoffnung  vorhanden  ist,  habe  ich  oben  schon  bemerkt 


t 
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Heber  eine  neue  Art,  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung:  und  Polarisation  des 
Lichtes  in  optisch  zweiaxigen  Medien  • 
darzustellen. 

Von 

Herrn  Dr.  Beer, 

1‘rivntdorrntrn  »n  der  L'nivcrtität  in  Bonn. 


Das  Bedürfnis*  von  Modellen  bei  dem  Studium  der  Doppel- 
brechung hat  sich  unter  Anderem  durch  die  Erfindung  verschiedener 
•farstellungs  - Arten  der  Wellenfläche  optisch  zweiaxiger  Krystalle 
bekundet.  Unter  diesen  sind  als  die  vollkommensten  diejenigen 
Modelle  zu  betrachten,  welche  sich  nach  den  wichtigsten  Schnitten 
jener  Fläche  aus  einander  schlagen  lassen , und  deren  Masse  deu 
zwischen  den  beiden  Schalen  der  Fläche  helind  liehen  Raum  aua- 
hjllt,  so  dass  sie  in  ihrer  Convexität  und  Concavitfit  eine  vollstän- 
<lie  Vorstellung  der  Wellenform  vermitteln.  Eine  andere  Art  be- 
steht aus  zwei  Theilen,  von  denen  der  eine  durch  die  innere 
Schale  oder  durch  einen  Theil  derselben,  z.  B.  einen  Octanten, , 
und  durch  die  Hauptschnitte,  der  andere  durch  die  äussere  Schale 
wiegrenzt  wird.  Noch  einfacher  ist  die  Darstellung  mittelst  Plat- 
ten von  Pappe,  auf  denen  Schnitte  der  Fläche  gezeichnet  sind, 
•der  mittelst  Drähteu,  die  den  Umfang  solcher  Schnitte  angeben. 
Dieser  Aufsatz  ist  der  Angabe  einer  neuen  Art,  die  Gesetze  der 
Fortpflanzung  und  Polarisation  des  Lichtes  in  doppelbrechenden 
Mitteln  sowohl  mittelst  eines  leicht  herzustellenden  Modelles,  als 
•nch  mittelst  der  Zeichnung  darzustellen,  gewidmet.  Wir  schicken 
der  Beschreibung  einige  begründende  mathematische  Betrachtun- 
gen voraus.  • 
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4 ■ * 

1.  Die  Geschwindigkeiten  r,  und  r2,  mit  welchen  sich  mci 
parallele  ebene  Wellen  in  einem  optisch  zwefaxigen  Mittel  nach 
der  Dichtung  ihrer  gemeinsamen  Normale  fort  pflanzen,  werden  be- 
kanntlich aas  folgenden  Gleichungen  gefunden : 

1)  r,a=*  + <cos(«,  + iij),  2)  rss=*-Mcos(«l--i«t). 

Legen  wir  in  Taf.  V.  Fig.  1.  durch  einen  Punkt  O als  Mittelpunkt  zwei 
Gerade  AtAt'  und  A±  A./  nach  den  Kichtuugen  der  beiden  optischen 
Axeo  für  ebene  Wellen  (der  wahren  optischen  Axen),  so  bedeuten  >, 
und  % die  Winkel , welche  eine  durch  O mit  der  gemeinsam« 
Normalo  der  beiden  Fronten  parallel  gelegte  gerade  Linie  ON  beziir 
lieh  mit  O.i,  und.  OA2  bildet;  der  Werth  von*  ist  immer  positiv, 
wahrend  t,  absolut  genommen  kleiner  als  «,  positiv  wird,  nrao 
die  Halbirungs  - Linie  des  Winkels  AlOAi  mit  der  Axe  der  klein- 
sten Elasticitat,  und  negativ  wird,  wenn  sie  mit  der  Axe  der  grüsj- 
ten  Elasticität  zusainmenfällt.  Die  Schwingungen  der  WeUn- 
Front,  deren  Geschwindigkeit  e,  ist,  stehen  auf  OiV  senkrecht 
und  liegen  in  einer  Ebene,  welche  durch  OiV  gehend,  den  Winkel 
,V  des  körperlichen  Dreiecks  AtNAt  balbirt  Die  Schwingel 
gen  der  zweiten  Welle  stehen  auf  denen  der  ersten  senkreck 
und  liegen  wie  jene  in  der  Wellen* Ebene.  Bezeichnen  wir  dn  1 
Winkel,  welcher  von  der  Normale  OiV  und  der  Linie  0A\  era 
geschlossen  wird,  durch  u.2',  so  wird  »z.2  F u^'  — 180°;,  und  an  die 
Stelle  der  Gleichung  2)  können  wir  die  folgende  treten  lassen 

2')  cj*~*— <cos(a,  + «*')• 

Der  Ort  der  Normalen  nun,  für  welche  rt  denselben  Werth  k 
sitzt,  d.  i.  der  Normalen,  deren  erste  Wellen  - Ebenen  sich 
gleicher  Geschwindigkeit  in  dem  krystalliniscben  Mittel  fortpia 
zen,  ist  offenbar  ein  Kegel  des  zweiten  Grades,  dessen  Spitze is 
O liegt,  dessen  Axe  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Winkels  J,  OJ. 
coincidirt,  und  dessen  lirenn-Linien  die  optischen  Axenzf,A.'unilA.t) 
sind.  Ebenso  bildet  andererseits  die  stetige  Aufeinanderfolge  derfls- 
malen,  dereti  zweite  Wellen-Fronten  sieh  mit  derselben  Geachwir 
digkeit  r4  fortbewegen,  ginen  elliptischen  Kegel,  dessen  Mittel- 
punkt O ist,  dessen  Haupt- Axe  neu  Winke-  j,  ÜA^'  halbirt,  an«  j 
dessen  Fncal-Linien  die  Geraden  AlAl‘  und  AaA2'  sind.  Diebei* 
den  erwähnten  Kegel  sind  hiernach  confocal  und  stehen  mit  ihre» 
Hauptaxen  auf  einander  senkrecht.  Einem  jeden  anderen  Werth« 
von  »,  und  r2  entspricht  ein  anderer  Kegel  der  ersten  und  da 
zweiten  Art;  wir  erhalten  also  zwei  Gruppen  confocalcr  Keueh 
flächen,  die  wir  Geschwindigkeits  Kegel  nennen  wollen.  Did 
Entwicklung  der  Gleichungen  dieser  Kegel  ist  leicht;  es  bandle 
sich  z.  B.  um  die  Herstellung  der  Gleichung  für  die  Kegel  d« 
ersten  Gruppe.  Wir  lassen  die  i-Axe  eines  rechtwinklige» 
Coordinaten  -Svstcmes  mit  der  Halbirungs -Linie  des  Winkel* 
A,OA2  , die  x -Axe  mit  der  Halbirungs-Lioie  des  Winkels  At0A_  j 
zusammcnfallen;  es  kommt  alsdann  die  y-  Axe  auf  die  Ebene  der 
optischen  Axen  senkrecht  zu  stehen.  Qa  nun  für  sämmtlickf 
Seiten  eines  Kegels  der  ersten  Gruppe  als  Normale  ebener  Welle 
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c,2  denselben  Werth  behalten  soll,  so  hat  man,  unter  l eine  die 
Rolle  des  Parameters  spielende  Constante  verstanden,  die  kleiner 
als  cosdjOdj  ist,  , 

COs(«,  -f-  «a)  = /, 


woraus  sieb  ergibt: 

COSUj®  + C0Sua2  — 2/.COSU,  C08U.2=1  — P. 

Bezeichnen  wir  die  Entfernung  eines  Punktes  des  Kegels  vom 
Anfangs- Punkte  O durch  r,  seine  Coordinatcn  durch  x,  y und  i, 
sowie  den  Winkel  AtOA2  durch  2;t,  so  ist,  wie  leicht  eiuzdsehcn, 

x . . z x . 1 

cos  u.  = — • sinn  f-  -cos«,  cos  «o= . sin  n + — .cos». 

1 r r * r ' r • 

Hieraus  und  aus  der  so  eben  gefundenen  Relation  zwischen  cnsu, 
und  cos»2  ergibt  sich  für  die  Gleichuug  des  Kegels  vom  Parame- 
ter l die  folgende: 

Ä',  = — x"1  (1  ■{■[)  (cos2« — f)—y"(l  —P)  f ja(I  — l)  (cos2 n — /)=0 . 

Auf  ganz  demselben  Wege  Gndct  man  die  folgende  Gleichung  der 
zweiten  Gruppe  der  Geschwiodigkeits  - Kegel : 

Aj=x2(I — 0 (cos2n  tO+^2(l — /*) — :2(1  1 1)  (cos2n  -f 1)  — 0. 

Es  ist  hier  l immer  negativ  und  kleiner  als  — cos2n  zu  nehmen ; 
aber  weder  für  die  Kegel  Äj  , noch  für  A’.,  darf  der  Grösse  l als 
einem  'Cosinus  ein  Werth  beigelegt  werden,  der,  absolut  genom- 
men, die  Einheit  übersteigt. 

Die  Hauptaxe  der  Kegel  Ky  fallt  ersichtlich  mit  der  r-Axe 
zusammen,  nalbirt  also  den  Winkel  d, OAa , während  die  der 
Kegel  A2  den  W inkel  AlOA2'  in  zwei  gleiche  Theile  (heilt.  Dass 
sämmtliche  Kegel  die  optischen  Axen  als  Focal- Linien  besitzen, 
geht  aus  dem  Umstande  hervor,  dass  die  Summe  der  Winkel,  den 
eine  Seite  der  Kegel  mit  jenen  Geraden  einschliesst , für  densfcl- 
beu  Kegel  eine  constante  Grösse  behält.  Für  die  erste  Grupp» 
besteht  ein  Grenz -Kegel,  derjenige  nämlich,  dessen  Parameter 
/ den  Werth  cos2n  hat,  in  den  Stücken  AlOAi  und  A1 ' (JA./  der 
Ebene  xz;  die  andere  Grenze  ist  die  Ebene  xv;  dieser  entspricht 
als  Parameter  /=  — 1.  l)ie  Grenzen  der  Kegel  sind  die^ 
Stücke  AiOAz  und  A^OA,'  der  Ebene  der  optischen  Axen,  für* 
l=z — cos2n,  und  der  Uauptschnitt  yz,  für  l = — 1. 

2.  Wir  wollen  annehmen,  es  sei  die  Halbirungs- Linie  des 
Winkels  At  OAt  die  Axe  der  kleinsten  optischen  Elasticität,  als- 
dann ergibt  sich  für  die  erste  Grenze  der  Kegel  A\  das  Qua-  « 
drat  der  Fortpllanzungs- Geschwindigkeit  r,2  = r f tcos2«.  Dasselbe 
nimmt  an  Grösse  für  die  folgenden  Kegel  immer  mehr  ab  und 
erreicht  an  der  zweiten  Grenze  den  Minimums- Werth  t — t.  Die 
dem  ersten  Grenz  - Kegel  der  zweiten  Gruppe  entsprechende  Ge- 
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schwindigkeit  wird  bestimmt  durch  die  Gleichung Cj*=»-|-(cos2s:  sic 
wächst,  während  sich  die  Geschwindigkeits-Kegel  erweitern,  und  ihr 
Quadrat  nähert  sich  dem  Maximum  s-f-t,  welches  an  der  zweiten 
Grehze  erreicht  wird.  Alles  dies  gilt,  abgesehen  davon,  ob  der 
Winkel  AlOA.1  spitz  oder  stumpf  oder  ein  Rechter  ist,  also  lur 
positive  und  negative  Krystalle  und  für  den  Uebergangsfall.  io 
welchem  die  beiden  optischen Axen  aufeinander  senkrecht  stehen. 

Aus  den  in  1.  gemachten  Bemerkungen  über  die  Oscillations- 
Ebene  der  Wellen  folgt,  dass  die  Schwingungen,  welche  einem 
Gcsch windigkeits  - Kegel  entsprechen  , nach  den  Richtungen  »ei- 
ner Normalen  vor  sien  gehen. 

3.  Fallen  die  beiden  optischen  Axen  A,  At'  und  At.1t‘  in 
die  ;-Axe,  diese  immer  als  Axe  der  kleinsten  Elasticität  gedacht, 
so  ist  das  Mittel  optisch  einaxig  und  positiv.  Es  kann  alsdann 
von  der  zweiten  Gruppe  der  Geschwindigkeits- Kegel  nicht  mehr 
die.  Rede  sein;  ty*  behalt  den  constanten  Werth  s+t  und  ent- 
spricht den  ordentlichen  Wellen,  deren  Schwingungsricbtungeo 
auf  der  einzigen  optischen  Axe  senkrecht  stehen.  Die  Gleichung 
der  Kegel  A,  gestaltet  sich  nun  in: 

(**+y2)(l+0-2*  (1-0=0. 

Die  Kegel  A",  gelten  in  Rotations-Kegel  über,  deren  Axen  mit 
der  optischen  Axe  zusammenfallen.  Für  den  einen  Grenzkegei. 
welcher  hier  die  optische  Axe  ist,  erlangt  auch  r,2  den  Wertb 
»-ff.  Indem  sich  die  Kegel  öffnen,  wird  es  kleiner  und  erreicht 
an  der  zweiten  Grenze,  in  dem  auf  der  Axe  senkrechten  Haupt- 
schnitte,  das  Minimum  a — t. 

Wir  überheben  uns  der  Betrachtung  des  Falles , wo  beide 
Axen  AtAt'  und  A$Aa'  in  die  x-Axe  fallen,  da  dann  das  »Mittel 
in  ein  optisch  einaxiges  negatives  übergeht. 

4.  Die  in  den  vorhergehenden  Nummern  mitgetheilten  Be- 
trachtungen über  die  Fortpflanzungs-Geschwindigkeiten  und  Oseil- 
latgjons-Ebeneu  der  Wellen- Fronten  übertragen  sich  ohne  Weite- 
res auf  dieselben  Attribute  der  Licht-Strahlen,  wenn  wir  an  die 
Stelle  der  wahren  optischen  Axen  die  scheinbaren  . an  die  Stelle 
der  Normale  einer  Lichttvellc  die  Richtung  des  Strahles  treten 
lassen.  W'ir  erhalten,  dem  Früheren  analog,  Geschwindigkeit»- 
Kegel  des  zweiten  Grades,  deren  Brennlinicn  die  scheinbaren 
optischen  Axen  (die  optischen  Axen  für  Strahlen)  sind,  and  die 
den  einzelnen  Seiten  eines  solchen  Kegels  entsprechende  Oscil 
lations-Ebene  ist  eine  Normal-Ebene  dieser  Fläche. 

5.  Um  O als  Mittelpunkt  werde  eine  Kugel  ■$  von  dem  Ra 
dius  I gelegt.  Diese  Kugel  wird  von  den  Geschwindigkeit' 
Kegeln  K,  für  ebene  Wellen  in  zwei  Gruppen  confocaler  sphäri- 
scher Ellipsen  £j  geschnitten,  deren  gemeinsame  doppelte  M- 
centricitäten  bezüglich  die  Bogen  AtA2  und  At'A»‘  grösster  Kreise 
sind.  Zwei  andere  Grujipen  solcher  sphärischer  Linien  f-<  erbat 
ten  wir  als  Durchschnitte  der  Kugel  S und  der  Kegel  ht:  dir 
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gemeinsamen  Brennpunkte  derselben  sind  einerseits  At  und  A%, 
andererseits  ,4a  and  At‘.  Zur  Abkürzung  werde  gesetzt: 


9 


so  ist : 


=0, 


wo  man  dann  hat: 

y*>  «*>  ß1- 

* 

Die  Projectionen  der  Curven  Ex  und  £a  auf  die  drei  Hauptschnitte 
werden  nun  durch  folgende  Gleichungen  dargestellt: 


Wir  ersehen  hieraus: 

Erstens,  dass  die  Projectionen  der  Gescliwindigkeits. 
Curven  (so  nämlich  wollen  wir  die  sphärischen  Ellipsen  nennen) 
auf  die  Ebene  der  optischen  Axen  (die  Ebene  xz)  in  zwei  Rei- 
hen von  Ellipsen  bestehen,  deren  Axen  mit  den  Coordinaten- 
Axen  zusammenfallen , und  die  den  Schnitt  xx  der  Kugel  im  All- 
gemeinen schneiden.  Die  eine  Grenz-Curve  der  ersten  Reihe, 
welche  den  Curven  £,  entspricht,  ist  die  Axe  der  x,  die  ander« 
Grenz-Curve  der  Schnitt  xz  der  Kugel.  Sämmtliche  Durchschnitts- 
Punkte  dieser  Curven  und  des  Schnittes  xz  der  Kugel  sind  auf 
den  Kreis-Bogen  A1Ai‘  und  AsAt'  befindlich.  Die  erste  Grenz« 
der  zweiten  Reihe,  die  zu  den  Curven  £•  gehört,  ist  die  j-Axe, 
die  zweite  wiederum  der  Schnitt  xz  der  Kugel ; die  Durchschnitt« 
dieser  Ellipsen  und  der  Kugel  liegen  auf  den  Kreis-Bogen  A,At 
und  At'A%. 
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Zweitens.  Die  Projectionen  der  Geschwindigkeit* -Curven 
auf  die  Ebene  xy  bestehen  erstlich  aus  einem  System  von  Ellip- 
sen , die,  einander  umschliessend,  zu  Grenzen  haben  einerseits 
den  Kreis,  in  welchem  die  Kugel  von  der  Projections  Ebene  ge- 
schnitten wird,  andererseits  die  Verbindungslinie  der  Projectio- 
nen «,  und  «2  der,  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellipsen  (der 
Durchschnittspunktc  der  optischen  Axen  und  der  Kugel  S).  Diese 
Ellipsen  entsprechen  den  Curven  Ex ; ihre  Axen  fallen  mit  den 
Coordinaten-Axen  zusammen.  Der  Gruppe  Et  entspricht  ein  Sy 
stein  von  Hyperbeln,  deren  reelle  Axe  in  die  x-Axe  fallt,  und 
deren  eine  Grenze  die  y-Axe,  deren  andere  die  über  a,  und  c, 
hinaus  gelegenen  Theile  der  x-Axe  sind. 

Drittens.  Die  Curven  E,  stellen  sich  in  ihren  Projectionen 
auf  die  Ebene  yz  als  Hyperbeln  dar,  deren  reelle  Axen  ruit  der 
2-Äxe  zusammenfallen.  Die  Grenzen  derselben  sind  die  über  ßx 
und  ß.s.  den  Projectionen  der  Brennpunkte  der  sphärischen  Ellip- 
sen, hinausgelegeneu  Theile  der  r-Axe  und  die  y-Axc.  Die  Cur- 
ven Et  endlich  projiciren  sich  als  Ellipsen  mit  gleich  gerichteten 
Axen,  deren  Grenzen  der  Schnitt  yz  der  Kugel  uod  das  Stück 
ßißt  der  i-Axe  sind. 

6.  Die  gewonnenen  Resultate  liefern  uns  nun  folgende  neue 
Darstellungsart  der  Gesetze,  nach  welchen  die  Gicht-Bewegung 
in  doppelhrechenden  Körpern  vor  sich  geht.  Auf  eine  Kugel  tra- 
gen wir.  die  Durchschnitte  Ax , A2r  Ax'  und  A2  der  optischen 
Axen  auf  und  beschreiben  auf  derselben  eine  Anzahl  der  sphäri- 
schen Ellipsen  £,  und  E2 , deren  Brennpunkte  in  .-I,  und  At,  so- 
wie in  Ax  und  A2  liegen.  Die  Operation  bei  der  Zeichnung  die- 
ser Curven  ist  durchaus  gleichlaufend  mit  derjenigen,  welche  man 
bei  dem  Zeichnen  ebener  Ellipsen  vorzunehmen  hat,  mag  nun 
nun  einzelne  Punkte  der  Linien  constrniren,  oder  diese  miCfinifr 
zweier  Stifte  und  eines  Fadens  ohne  Ende  verzeichnen.  ZurDn- 
terscheidung  weisen  wir  einer  jeden  der  beiden  Gruppen  Ex  und 
E.j  ihre  eigene  Tinte  an,  und  wir  wählen  die  gegenseitigen  Ent- 
fernungen der  Curven  so,  dass  sie  die  Oberfläche  der  Kugel  mög- 
lichst gleichförmig  und  in  Bezug  auf  die  drei  Hauptschnitte  sym- 
metrisch in  viereckige  Felder  theilen.  Die  so  erhaltenen  Gescbwin- 
digkeits-Curvcn  geben  uns  die  Richtungen  gleicher  Fortpflanzungs- 
Geschwindigkeiten  ebener  Wellen  und  ge«  ähren  uns  ein  Bild  von 
den  Gesetzen  der  Polarisation  in  einem  zweiaxigen  Ktystalle. 
Nach  den  Richtungen  aller  Rhdicn  nämlich,  welche  in  den  Punk- 
ten einer  der  Curven  auslaulen,  pflanzen  sich  diejenigen  W’ellen- 
Fronten  mit  gleicher  Geschwindigkeit  fort,  deren  Schwingungs- 
Richtungen  auf  jenen  Radien  und  gleichzeitig  auf  der  Curve  senk- 
recht stehen.  Cm  aber  eine  Anschaunng  von  der  Art  und  WTeise 
zu  erlangen,  wie  jene  Geschwindigkeit  von  einer  Curve  zur  anderen 
wächst  oder  ahnimint,  können  «ir  eines  der  beiden  Verfahren 
anwenden,  deren  Beschreibung  «ir  folgen  lassen.  Wir  können 
erstlich  zu  beiden  Seiten  des  Durchschnittes  P zweier  Curven  Ex 
und  E2  der  beiden  Systeme  nach  der  Richtung  der  Tangente  an 
die  eine  Curve  Stiirkc  auflragen,  die  der  Geschwindigkeit  der 
anderen  Curve  proportional  sind,  und  diese  Operation  in  allen 
Knotenpunkten  der  Systeme  wiederholen.  Der  Ceberblick  wird 
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erleichtert,  und  es  wird  dem  Geschraacke  dadurch  Rechnung  ge- 
tragen, dass  man  über  den  auf  die  angegebene  Art  erhaltenen 
kleinen  Geraden  als  Axen  Ellipsen  construirt.  Die  Axen  einer 
solchen  kleinen  Ellipse  sind  alsdann  den  Axen  der  Durchschnitts- 
Curve  parallel  und  proportional,  in  welchen  die  mit  der  Kugel 
concentrisch  gedachte  Elasticitäts- Fläche  von  einer  Diamentral- 
Ebene  geschnitten  wird,  die  mit  der  Ebene  parallel  ist,  welche 
die  Kugel  in  dem  Mittelpunkte  P der  Ellipse  berührt;  diese  ist 
aber  die  zu  OP  als  Normalen  gehörige  Wellen  - Front.  Ein  zweites 
Verfahren,  die  Grössen  der  Fortpflanzungs-Geschwindigkeit  dar- 
zustellen. besteht  darin,  dass  man  die  Dicke  der  einzelnen  Ge- 
schwindigkeits-Curven  der  ihnen  zugehörigen  Geschw  iudigkeit  pro- 
portional macht.  Dies  letztere  Verfahren  ist  für  die  Zeichnung  das 
einzige  mit  Vortheil  anwendbare.  Um  aber  eine  descriptive  Darstellung 
der  Gesetze  der  Lichtbewegung  in  optisch  zwciaxigen  Krystalleri  zu 
erhalten , projiciren  wir  die  beschriebener  Weise  gezeichneten  Ge- 
schwindigkeit» Curven  aut  die  Hauptschnitte  des  doppeltbrechen- 
den Mittels,  wobei  die  Bemerkungen  der  fünften  Nummer  ihre 
Anwendung  linden.  Die  beigegebeneg  Figuren Taf.  V.Fig.  2.,  3.  und  4. 
sind  solche  descriptive  Darstellungen  der  Bewegung  und  Polarisatioo 
ebener  Lichtwellen  in  einem  positiven  zwciaxigen  Kry stalle,  des- 
sen optische  Axen  einen  Winkel  von  c.  60“  cinschliessen. 

Wir  halten  es  für  überflüssig,  der  leicht  zu  findenden  Modi- 
licationen  zu  erwähnen,  welche  an  dem  oben  beschriebenen  Ver- 
fahren in  dem  Falle  einaxiger  Medien  anzubringen  sind.  Schliess- 
lich bemerken  wir  noch,  dass  man  zur  Demonstration  derGesetze, 
welche  die  Fortpflanzung  der  Strahlen,  sowie  deren  Oscillations- 
Ebenen  befolgen , keines  neuen  Modelles  bedarf.  Unter  den  Funk- 
ten Ai  etc.  braucht  man  nur  sich  die  Durchgänge  der  schein- 
baren optischen  Axen  zu  denkeo;  die  kleinen  Ellipsen  sind  als- 
t dann  den  mit  ihren  parallelen  Durchschnitten  des  Ellipsoides, 
welches  Fresnel  bei  seiner  Construction  der  Wellenflüehe  zu 
Grunde  legte,  ähnlich  und  ähnlich  liegend.  Die  Schw ingiings- 
Richtungen  der  Strahlen  kann  man  nur  mit  Hülfe  der  WellenUäcIie 
bequem  darstellen;  sie  liegen  in  dieser  Fläche  und  stehen  auf 
deren  Durchschnitten  mit  den  Geschwindigkeits-Kegeln  für  Strah- 
len senkrecht. 


Elementare  Ableitung  der  Reihe  für 
die  Berechnung  des  Bogens  aus  sei- 
ner Tangente. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

zu  Dresden. 


ln  Taf.  V.  Fig.  5.  sei,  für  den  Halbmesser  AC=  1, 
Arc,4Q=a,  Are  AP—b-, 
i<F=tana  = a,  AV—tanb=ß; 

mithin 

*7F=a— ß=8, 

wobei  8 zur  Abkürzung  dient;  es  ist  dann 

„ ...  tana — tanA  “ — ß 

MP=tMa-b)=  r+tanT.tanT=l+^’ 

oder , wenn  statt  a gesetzt  wird  ß + d : 

8 


1) 


MP— 


1 + (/»  + ^)/S 

Ferner  hat  man  nach  einer  bekannten  trigonometrischen  Formel 


*- 
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NQ  = sin(u— b)  — 


tan«  — tan3 


V (1  + tan*«)  (1  + tan*6) 

° — ß 

V (1 +«•)(!+ 0*)’ 


oder  wegen  a = | S + 3 : 
2)  1VQ= 


V[.i+(0+3)*][i+0*j 


Der  Bogen  liegt  aber  immer  zwischen  seiner  Tangente  und  seinem 
Sinus;  es  ist  desshalb 

iWP>  Are PQ>NQ, 

also  nach  dem  Vorigen: 


l+(0+3)0 


-5>Arc/»Q> 


Diese  Ungleichung  lässt  sich  leicht  stärker  machen  und  zugleich 
vereinfachen;  schreiben  wir  nämlich  linker  Hand  ß statt  ß + d , so 
wird  der  Nenner  kleiner  und  mithin  der  ohnehin  schon  zu  grosse 
Quotient  noch  grosser;  setzen  wir  rechter  Hand  (ß  f-3)*  für  ß *, 
so  nimmt  der  Nenner  zu  und  der  zu  kleine  Quotient  wird  noch 
kleiner.  So  haben  wir 


8 6 
3)  T+ß* > ArcPQ>  1+ . 

Wenn  jetzt  von  einem  Bogen  AB  (Taf.  V.  Fig.  6.)  die  Tangente 
AD~T  gegeben  ist,  so  theile  man  dieselbe  in  eine  Anzahl  glei- 
cher Theile  und  setze  einen  solchen  Tlieil 


4) 


Zieht  man  von  jedem  Thcilpunkte  eine  Gerade  nach  dem  Mittel- 
punkte C,  so  zerfällt  der  Bogen  AB  in  n kleine  Bögen,  die  wir 
der  Reihe  nach  , r2,  i3 t«  nennen  wollen.  Für  jeden  sol- 
chen Bogen  benutzen  wir  die  Ungleichung  3)  [0  = 0,  o,  23,  

... (n — 1)3]  und  erhalten  so 

3 3 

, > *i  > 

3 . . & 

1 + 3a>  **  > 1+2*3*’ 


0 
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l + 2ada> 


*3  > 


I + 32da’ 


» 


l +(n— l)ad*  > ln  > 1+  riW 

Ferner  durch  Addition  dieser  Ungleichungen: 

d S 6 i 

i + i+i2da  + i + 2?da  +"+i+(«— i)«a* 

> Are  ABy 

S S S d 

I + l*da  + 1 + J2d»  + 1 + 3ada  + "+  1 + nada 

Bezeichnen  wir  für  den  Augenblick  die  erste  Summe  nift  £t  und 
die  zweite  mit  i’2,  also 


£,  > Are AB">  £t, 

so  ist 

v „ , i . . * 

i + 1+  T* 

f2  T3  1 

~ i + r*6—  Hfr* ' n ’ 

und  hieraus  geht  hervor,  dass  die  Differenz  £t  — £a  gegen  die 
Null  convergirt,  wenn  n unendlich  wächst,  dass  also  2^  und  2^ 
sich  einer  und  derselben  Grunze  nähern  müssen.  Für  unendlich 
wachsende  n geht  daher  die  vorige  Ungleichung  in  die  Gleichung 

Lim27t  = Are  AB—  LimX3 

über,  wofür  wir  nun  schreiben  können: 

5)  Arc/iß=Lim  |j  ja  ja  + + •"+  Ff‘jia3a|  ' 

Will  man  statt  dieser  allgemeinen  Formel  eine  speziellere,  welche 
zwar  nicht  auf  jeden  Bogen  passt,  aber  dafür  vom  Zeichen  Lim 
befreit  ist,  so  benutze  inan  die  Formel 

l^*=l-9*+»4-V  + 

welche  jedoch  nur  für  acht  gebrochene  q gilt,  und  die  also  nur 
anwendbar  ist,  wenn  die  Grössen  d,  ‘2d,  3i,...7id  sämmtlich  klei- 
ner als  die  Einheit  sind.  Diese  Eigenschaft  findet  statt,  wenn 


% 
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, * 


die  grösste  von  ihnen,  nämlich  nö—  T,-  weniger  als  Eins  beträgt, 
und  es  findet  sich  nun  für  /’<  1 : 


Arc.ffcdLim 


d(l°+2»  +3°  + + n")\ 

- d»(l»+ 2* +3*+ -..,+»*)  ( 
+ d»(l«+2«+3« I 


T 

Setzt  man  statt  5 seinen  Werth  — und  berücksichtigt  den  Satz, 
dass  für  unendlich  wachsende  n und  ein  positives  ganzes  k 

t.  l*+2*+3*+ + n*_  1 

Lira  ~*  + ] 

\ 

ist,  .wovon  ich  jüngst  einen  völlig  elementaren  Beweis  gegeben  habe 
(Archiv  ThI.  XIV.  Kr.  XXIX.  S.  452.)  so  gelangt  man  zu  der 
Formel 

Are  AB=  y 71—  j SP  + ^ T1»  - .... 

r<i 

oder  für 


6) 


Are AB—u,  also  71=tanu: 
(u=  |-tanu— jtan’u+^-tan5«  — .... 


0<«<y 


Da  die  vorstehende  Gleichung  für  jedes  gilt  und  für  u<  ^ 

beide  Seiten  derselben  für  sich  betrachtet,  endlich  bleiben,  so 
muss,  nach  einer  bekannten  Schlussweise,  auch  für  u = Ynoch 

7t 

Gleichheit  bestehen;  dagegen  hört  dieselbe  für  « > ^ auf,  weil 
dann  die  Reihe  divergirt.  Im  letzteren  Falle  kann  man  sich  aber 

7t 

leicht  dadurch  helfen,  dass  man  das  Complement  e = jr — u ein- 

Jd 

7t 

führt , welches  nun  in  der  That  < j ist;  man  bat  jetzt 


1 * 1 

p = Ytanp— j tane+g  tanBr — 


0<c  < j , 


> 
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fr  . 


oder 


d.  i. 


7) 


kJ  — J*  cot  u — Tj-  cot5«  -f-  cota  ll  — .... 

ITC  k 1 11  . 

u=2  — i f co*M — j cot3«  -+  g-  cot*«  — ..  ^ 

rr  « 

2>“>4 • 


Für  u = j vereinigen  sich  beide  Formeln  zur  Leibnitzscheu 
Reihe. 

Will  man  die  Euler’sche  Doppelreihe  für  y ableiten,  so 
braucht  man  nur  zu  beachten,  dass  für  taiur  = ^-und  tany=i 


tan(x  f y) 


2 +S 

1 1^ 

2 3 


= 1, 


und  mithin  x\-y=  j wird. 

Die  hier  mitgetheilte  Ableitung  der  Formel  6)  bietet  den 
nicht  unerheblichen  Vortheil , eben  sowohl  von  der  unsicheren 
Methode  der  unbestimmten  Koeffizienten , als  von  der  Einmischung 
imaginärer  Grössen  frei  zu  sein,  und  sie  dürfte  sich  desshalb  als 
ein  für  etwas  gereiltere  »Schüler  gewiss  interessanter  Anhang  tur 
Trigonometrie  empfehlen.  Dass  das  ganze  Verfahren  nichts  wei- 
ter als  eine  maskirte  Integration  ist,  wird  man  hoffentlich  nicht 
tadeln , sind  doch  die  elementaren  Quadraturen  des  Kreises  der 
Parabel  etc.  auch  nichts  Anderes;  ganz  abgesehen  aber  von  der 
wissenschaftlichen  Berechtigung  oder  Nichtberechtigung  solcher 
Herleitungen,  bleibt  ihnen  doch  noch  ein  didaktischer  Werth  ver- 
möge ihrer  Anschaulichkeit  und  geometrischen  Durchsichtigkeit, 
die  sie  selbst  demjenigen  empfiehlt,  der  die  expeditiveren  Me- 
thoden der  höheren  Analysis  kennt. 
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Bemerkung  zu  dem  Aufsatze  All. 
in  Theil  XV. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Schlömilch 

zu  Dresden. 


Auf  Seite  232.  des  genannten  Aufsatzes  gelangt  Herr  Pro- 
fessor Franke  zu  der  Behauptung,  dass  aus  der  Continuität 
einer  Funktion  F(x)  die  Continuität  ihrer  Abgeleiteten  F(x)  folge, 
wenn  in  beiden  Funktionen  x auf  dasselbe  Intervall  beschränkt 
wird.  Dieses  Ergebnis«  ist  aber,  wenigstens  in  seiner  Allgemein- 
heit, völlig  unrichtig,  und  es  lassen  sich  nicht  weniger  als  unend- 
lich jpiele  Funktionen  finden,  die  selbst  stetig  sind,  deren  Diffe- 
renzialquotienten dagegen  Unterbrechungen  der  Continuität  erlei- 
den', so  z.  B. 


/'(*)  = §(*-l)J=§V(*-l)*, 

Fl(x)=(x — 1)  — i — - — ; 

V(x — 1 ) 

die  erste  Funktion  bleibt  hier  stets  continuirlich , die  zweite  aber 
wird  diskontinuirlicb  an  der  Stelle  x — I;  denn  bezeichnen  wir  mit 
g und  t ein  paar  unendlich  abnehmende  Grössen , so  ist 

1 1 

P(l— 3»)  =|5 =_3.=_oB, 

V(~a»)  6 
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F'(l  f **)=  = +,  [•=  + *; 

V(  + f*) 

die  Uerivirte  F'(x ) springt  demnach  an  der  Stelle  x = t aus  — * 
nach  -f-  cc  über.  Diese  analytischen  Bemerkunsren  rechtfertigen 
sich  auch  geometrisch,  wenn  man  berücksichtigt,  dass,  wenn 
y — F(x)  die  Gleichung  einer  Curve  ist, 

F'(x)  = tanr 

sein  muss , wo  t den  Winkel  bezeichnet . welchen  die  berührende 
Gerade  im  Punkte  xy  mit  dem  positiven  Theile  der  Ahscissenachse 
einscbliesst.  Nun  charakterisirt  aber  die  Gleichung 

y=|(.r-l)l 

bekanntlich  eine  Neil’scbe  Parabel,  welche  in  Taf.  V.  Fig.  7.  ge- 
zeichnet ist  (OA  = 1 , •Oß=  i j),  und  mithin  ist 


tanr  = — . 

V(x—  I) 

Die  Curvc  bildet  einen  ununterbrochenen  Zug  mit  dem 
Rückkehrpunkte  A und  verläuft  demnach  durchaus  stetig.  Was 
aber  tanr  anbelangt , so  ist  der  Werth  davon  negativ  für  x < I, 
also  r stumpf,  nämlich 


t zxs'PSX; 

für  l wird  tanr  positiv,  also  t spitz,  nämlich 
t = s'P‘S'X; 


nun  gieht  aber  schon  die  Figur  zu  erkennen,  dass  v abnimmt,  wenn 
man  x von  Null  aus  wachsen  lässt;  der  Winkel  t geht  also  aus 
dem  zweiten  Quadranten  in  den  ersten  über,  indem  er  bei 


x = l = OA 


den  Werth  ^ * erhält;  bekanntlich  wird  aber  die  Tangente  dis- 
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kontinuerlich*)  an  der  Stelle  ^ n , und  so  zeigt  sich  auch  hier  auf 
ganz  elementarem  Wege  die  Discontinuität  von 

tanz=  F‘(a :) . 

Die  Behauptung  des  Herrn  Professor  Franke  ist  übrigens  die 
unrichtige  Umkehrung  des  richtigen  Satzes,  dass  aus  der  Conti- 
nuität von  F'(x)  die  Continuität  der  ursprünglichen  Funktion  F(x) 
folgt,  und  es  liegt  in  dieser  Bemerkung  zugleich  die  Aufklärung 
des  eingescblichenen  Irrthumes. 

Was  endlich  das  Cauchy'sche  Criterium  für  die  Gültigkeit  des 
Mac  Laurin’schen  Theoremes  betrifft,  so  ist  dasselbe  unrichtig, 
weil  es  die  Gültigkeit  dieses  Theoremes  nur  an  die  Continuität 
von  F(x)  und  F(x)  (für  reelle  und  compiexe  Variabeln)  knüpft; 
durch  die 'Weglassung  der  Continuität  von  F‘(x),  welche  sich  Herr 
Professor  Franke  erlauben  zu  können  glaubt,  wird  aber  das 
Cauchy'scbe  Criterium  noch  unrichtiger;  die  richtige  Formulirung 
desselben  erfordert  die  Continuität  der  Funktion  F(x)  und  aller 
ihrer  Abgeleiteten  P(x) , F"(x)  in  inf. , wie  ich  in  dem  ersten 
Aufsatze  meiner  Mathematischen  Abhandlungen  (Dessau 
1850)  gezeigt  habe. 


*)  M i.  mein  Handbnrli  der  algebraischen  Analysis.  $.  7. 


* 


The«  XVI. 
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xxm. 

\ 

Einige  geometrische  Aufgaben. 

Von 

Herrn  Ligowski, 

Oberfeoerwerker  im  7.  Artillerie-Regiment,  commandirt  bei  der  Artille 
rie-Prüfung»-Commi»ion  in  Berlin. 


Aufgabe  1.  Eine  Linie  von  der  Länge  a bewegt 
sich  zwischen  den  Schenkeln  eines  rechten  Winkels 
so,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  det 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Curve  finden,  welche 
durch  die  auf  einander  folgenden  Durchschnitts- 
punkte  der  geraden  Linie  entsteht. 

Lösung.  AB  (Taf.  V.  Fig.  8.)  sei  irgend  eine  Lage  det 
Linie  a.  Winkel  AßC=a. 

AC—u,  BC=  r; 

u — usina , t>  = o cos« . 

Bekanntlich  ist  die  Gleichung  der  Linie  a: 


oder  fiir  u und  c ihre  Werthe  gesetzt: 


(1) 


x 

coso 


Um  die  Gleichung  der  gesuchten  Curve  zu  erhalten,  hat  man 
die  Gleichung  (1)  nach  a zu  differeuziiren  und  dann  aus  (1)  und 
der  durch  Differenziiren  erhaltenen  Gleichung  « zu  eliminiren. 
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Differenziirt  man  die  Gleichung  (1)  nach  a,  so  erhält  man 


(2) 


oder  auch 


ycosc  xsina ^ 

sina2  ' cos«*  ’ 


(3)  ycosn* =a:sin«3. 


Damit  sich  die  Elimination  leicht  ausführen  lasse,  verfahre 
man  auf  folgende  Weise. 

In  (3)  setze  mnn  1 — sinn2  statt  cosa2,  so  ergiebt.  sich: 
ycosa  — (ycosa  + xsina)  sin«2 ; 
dividirt  inan  diese  Gleichung  durch  sinacosa,  so  entsteht:.. 

y ( y . x \ • * 

sinn  \sinn  cosa/ 

oder,  da  nach  Gleichung  (1)  der  eine  Factor  rechts  —a  ist: 

y • 

” — — GSltWY' 


und 


(4)  — =sina3. 

' n 

Wird  in  (3.)  nun  1 — cosa2  statt  sinn2  gesetzt  und  eben  so  wie 
oben  verfahren , so  erhält  man 

(5)  — = cosa* . 

v ' a 

Um  nun  a zu  eliminiren,  potenzire  man  (4)  und  (5)  mit  % und 
addire  dann  beide  Gleichungen,  wodurch 


entsteht , welches  di©  Gleichung  der  gesuchten  Curve  ist. 


Aufgabe  II.  Eine  Linie  von  dor  Länge  nfb  be- 
wegt sich  zwischen  den  Schenkeln  eines  rechte n Win- 
kels so,  dass  die  Endpunkte  derselben  immer  auf  den 
Schenkeln  bleiben;  man  soll  die  Gleichung  der  l'urve 
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finden,  welche  einPunkt  derLinie  beschreibt,  der  um 
dieLänge  a von  dem  Endpunkte  derselben  entfernt  ist. 

Lüsung.  AB  (Taf.  V.  Fig.  9.)  sei  irgend  eine  Lage-  der 
Linie,  M der  die  Curve  beschreibende  Punkt. 


AM=a,  MB  = b,  CP=x,  und  PM  = y, 


Man  hat 


und 


Winkel  ABC—a. 

(I)  — =cos« 

' ’ n 


(2)  |=sino. 

Quadrirt  man  die  Gleichungen  (1)  und  (2)  und  addirt  sie  dann, 
so  entsteht 


welches  bekanntlich  die  Gleichung  der  Ellipse  ist. 

Anmerkung.  Ist  wie  in  Taf.  V.  Fig.  10.  M der  be- 
schreibende Punkt  in  der  Verlängerung  von  AB  gegebeu , so  ent- 
steht ebenfalls  eine  Ellipse. 

Es  ist  wie  oben : 


also  auch  wieder 


x 

— = coso 
a 


V 

und.  ^ = sina. 


Diese  Aufgabe  II.  ist  ein  specieller  Fall  des  Lehrsatzes, 
den  Herr  Professor  Pross  in  Nr.  XXXIV.  des  6.  Bandes  dieses 
Archivs  gegeben  bat. 
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Uebunggaufgaben  für  Schüler. 


Mao  soll  diejenige  Curve  bestimmen,  welche  die  Krümmungs- 
mittelpunkte einer  gegebenen  Curve  bilden , sobald  die  letztere 
auf  der  Abscissenachse  oder  einer  Parallelen  dazu  fortgewälzt 
wird.  — Aus  der  Kettenlinie  z.  B.  entsteht  auf  diese  Weise  eine 
Parabel  mit  demselben  Parameter,  aus  der  Cycloide  ein  Kreis, 
dessen  Halbmesser  das  Vierfache  von  dem  Halbmesser  des  erzen* 
genden  Kreises  ist. 


XXV. 

M i s cellen. 


Noch  eine  Auflösung  de*  Problem*  de*  Köckwärts- 
ei  n »eh  n eid  en*  mittelst  de*  Meastischea.  ton  detu  Heraus- 
geber. 

Es  wird  Fig.  11.  auf  Taf.  V.  leicht  ohne  weitere  Erläuterung 
fiir  sich  verständlich  sein. 

Die  an  dem  Stationspunkte  D liegenden  Winkel  ADC  und 
BDC  wollen  wir  der  Kürze  wegen  respective  durch  a und  ß be- 
zeichnen. Sind  nun  E und  F die  Durchschnittspunkte  der  Linien 
BD  und  AD  mit  den  um  die  Dreiecke  ACD  und  B CD  beschrie- 
benen Kreisen,  so  ist,  wenn  man  AE,  CE  und  BF,  CF  zieht, 
offenbar 
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<'AEC=a,  BFC=ß. 

Ferner  ist 

^ CAE=  Z CDE  = Z.  BIiC~  ß 

und , weil  * 


Z GBF  + ^ CDF=  ^ ADC+  Z CDF=  180° 
ist,  so  ist 

<'CBF=Z.ADC=a. 

Ueberlegt  man  nun  noch , dass  D der  Durchschnittspunkt  der 
beiden  Linien  AF  und  BE  ist,  so  ergiebt  sich  aus  dem  Vorher- 
gehenden unmittelbar  die  folgende  Bestimmungsweise  des  Punk- 
tes D mittelst  des  Messtisches,  wobei  die  den  Punkten  A,  B , 
C auf  dem  Tische  entsprechenden  Punkte  auf  dem  Felde  durch 
A1,  B1,  C bezeichnet  werden  sollen. 

I.  Man  lege  die  Kippregel  an  AC , orientire  den  Tisch  nach 
C,  drehe  sodann  die  Kippregel  um  A,  visire  nach  B',  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  AE.  Hierauf  lege  man  die  Kipp- 
regel an  EA , orientire  den  Tisch  nach  Ä,  lege  die  Kippregel  an 
C,  visire  nach  C1  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  CE.  Der 
Durchschnittspunkt  der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien 
AE  und  CE  ist  der  Punkt  E auf  dem  Tische. 

II.  Man  lege  die  Kippregel  an  BC,  orientire  den  Tisch  nach 
C,  drehe  sodann  die  Kippregel  um  B,  visire  nach  A',  und  ziehe 
an  der  Kippregel  die  Linie  BF.  Hierauf  lege  man  die  Kippregel 
an  FB , orientire  den  Tisch  nach  B‘,  lege  die  Kippregel  an  C, 
visire  nach  C‘  und  ziehe  an  der  Kippregel  die  Linie  Cr.  Der  Durch- 
schnittspunkt der  beiden  auf  dem  Tische  gezogenen  Linien  BF 
und  Cr  ist  der  Punkt  F auf  dem  Tische. 

III.  Zieht  man  nun  die  Linien  BE  und  AF,  so  ist  deren 
Durclischnittspunkt  der  gesuchte  Punkt  D auf  dem  Messtische. 

Ich  habe  die  erste  Idee  zu  dieser  Auflösung  des  Problems 
des  Riickwärtseinschneidens  aus  dem  Traite  de  navigation 
par  V.  Caillet.  Tome  I.  Brest.  1848.  8.  p.  261.  entlehnt, 
glaube  aber  durch  meine  obige  Darstellung  derselben , wodurch 
sie,  wie  es  mir  scheint,  für  die  Anwendung  in  der  Praxis  wohl 
geeignet  werden  dürfte,  die  sich  a.  a.  O.  nicht  findet,  auch  ein 
kleines  Eigenthumsrecht  an  ihr  beanspruchen  zu  dürfen. 
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lieber  die  Gleichung  (Archiv.  Theil  XII.  S.  293.),  welcher 
angeblich  keine  Komplexe  Zahl  genügt.  Von  dem  Herrn  Doctor 
K.  Bültzrr.  Oberlehrer  an  der  Kreuztchule  zu  Oreaden. 

« 

Das  Staunen  über  eine  unerwartete  Erscheinung,  welche  aus 
guter  Quelle  berichtet  wird,  pflegt  die  Deister  sofort  zur  Frage 
nach  dem  Zusammenhang  derselben  anzutreiben,  ohnedem  Zweifel 
viel  Raum  zu  lassen,  ob  auch  der  Thatbestand  frei  von  Täu- 
schungen ermittelt  sei.  Glüsklicherweise  hat  ein  gewandter  Rech- 
ner es  sich  nicht  verdriessen  lassen,  in  Beziehung  auf  die  Glei- 
chung des  Herrn  Prof.  Schlümilch,  weicherangeblich  keine  com- 
plexe  Zahl  geuügt,  die  Thatfrage  zu  erbebeu,  und  hat  durch 
Anwendung  der  gewöhnlichen  Methoden  complexe  Zahlen  gefun- 
den, welche  der  gegebenen  Gleichung  wirklich  genügen.  Herr 
Dr.  Claussen,  dem  wir  diese  Arbeit  verdanken  (Archiv.  XIII. 
S.  334.),  vermutliet  deshalb  einen  Irrthum  in  dem  merkwürdigen 
Aufsatze  des  Herrn  Prof.  Schlümilch. 

ln  der  That  halt  der  übrigens  schön  angelegte  Beweis  in 
einem  Punkte  nicht  Stich,  dass  nämlich 

b b b 

u*+ö*  (n+l)*+6*  + (o+2)*  + öa 

allgemein  weniger  als  p|pund  mehr  als  — + p 

sei,  und  folglich  nur  für  6=0  oder  a — ob  verschwinde.  Die  letzte 
Folgerung  ist  nur  richtig,  wenn  a positiv.  Ist  dagegen  a negativ 
(wie  in  den  von  Clausen  berechneten  Werthen),  so  kann  der 
zweite  Nenner  kleiner  als  der  erste  sein,  mithin  der  zweite  Bruch 
den  ersten  überwiegen  und  die  untere  Grenze  negativ  werden,  wor- 
aus die  Möglichkeit  des  Verschwindens  der  Reihe  einleuchtet. 
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Druckfehler  im  15ten  Theile. 


S.  147.  Z.  12.  von  unten  statt  „neue“  setze  man  „nur“. 

S.  166.  - 14.  „ oben  „ „ihr“  „ „ „ihm“. 

S.  169.  • 8.  „ unten  „ „Ereignisse“  setze  man  „Ergeb- 
nis s e“, 

S.  172.  - 8.  „ „ vor  „auf“  setze  man  „bis". 

S.  182.  • 2.  „ „ statt  „Zu“  „ „ „ln“. 

S.  196.  - 18.  „ „ „ „Richtung“  setze  man  „Reihung“. 
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XXVI. 

fiieometrisclie  Aufgaben. 

Von 

Herrn  S.  E.  ßaltrusch 

zu  Danzig. 

* i. 

Vier  Gerade  gehen  durch  einen  Punkt  und  begren- 
zen drei  gegebene  Winkel  in  einer  Ebene;  man  soll 
eine  Gerade  ziehen,  die  jene  vierGeradenso  schneide, 
dass  die  hei d en  ä u sse re u A bs chn i 1 1 e d e rse Iben  gcg e - 
benen  Grossen  gleich  seien.  (Tal'.  VI.  Fig.  1.). 

Annahme:  Die  gegebenen  W'inkel  seien  AOB  = a,  BOC—ß, 
und  COD=y;  die  gegebenen  Abschnitte  Aß=a,  CD  = c. 

Konstruktion.  Beschreibe  über  c einen  Bogen,  welcher 
den  gegebenen  Winkel  y fasst;  mache  WMnkel  CDG=ß,  GDH 
— a.  Ziehe  durch  G zur  CD  eine  Parallele  GR,  mache  GK—a, 
verlängere  KG,  welche  den  Kreis  in  J treffe,  und  beschreibe 
durch  die  drei  Punkte  K,  J , K einen  Kreis,  welcher  die  CD  in 
A und  E schneide;  ziehe  AH,  HE,  welche  den  ersten  Kreis  in 
ü und  O1  treffen;  endlich  ziehe  GO,  GO’,  welche  der  CD  in 
B,  F begegnen;  so  begrenzen  AO . BO,  CO.  DO  die  drei  ge- 
gebenen Winkel  a,  ß,  y,  und  die  Abschnitte  Aß—-a,  CD=c  der 
AD  sind  gegeben. 

Aehnliches  gilt  von  dem  Punkte  O';  denn  es  ist  auch 
FO'E—a,  EO‘D=/i,  DO'C=y; 

auch  ist  der  Abschnitt  FE  der  FC  der  gegebenen  a gleich. 

Tbeil  XVI.  IT 
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Beweis. 


KAH—  HOG~a  , 

als»  AK  parallel  BG;  daher  . * 

AB=KG=a,  BOC=C(rG=ß,  und  COD=r, 

also  leistet  der  Punkt  O das  Verlangte. 

Aber  auch  der  Punkt  O'  erfüllt  die  geforderten  Bedingungen. 
Denn  HEK  — HO' G—a-,  also  EK  parallel  FG,  und  JK  parallel 
AF\  daher  EF=  G K—a,  und  hieraus  folgt  DE=  BC.  Die  letzte 
Behauptung  wird  in  folgendem  Satze  erwiesen. 

Satz. 

Der  Kreis  V schneide  den  Kreis  mioP,  P".  ziehe 
die  Sekante  AB  beliebig,  welche  den  ersteB  Kreis  in 
A,  A‘,  den  anderen  in  C,  O treffe;  die  Sehnen  AI*.  PA’ 
durchscbneiden  den  Kreis  m in  O,  O'.  (Taf.  VI.  Fig.  2.). 

o)  Macht  man  nun  BC=A'C',  zieht  BO,  welche  den 
Kreis  m in  D schneide,  und  die  DO welche  die  AÄ  in 
B‘  treffe:  so  ist  AB  — A'B'. 

Denn  für  die  Transversale  AP  ist  in  Bezug  auf  die  Seiten 
des  Dreiecks  BA'E  folgende  Gleichung 

1)  BO.EP.A'A  = BA.A'P.EO; 

für  die  Transversale  B'D  in  Bezug  auf  dasselbe  Dreieck  BA'f. 
ist  die  Gleichung 

2)  BD.EO.AB—BBf.AO'.ED: 

Ferner  ist 

3)  PE.EO'—OE.ED, 


und 


4)  OB.BD  =z(CB.BC‘=  CA'.A'Q  = O'A'.A'P  . 

Wenn  man  das  Produkt  der  Gleichungen  t)  und  2)  durch  das  Pro- 
dukt der  Gleichungen  3)  und  4)  dividirt,  so  erhält  man 

AA‘.A'B‘=AB.BB-, 

also 

AB.A  B'—AA'  . BB  =.AB\BA‘-.BA'\  A B'  = BA ’ : BA 

daher 


AB  = A B . 
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6)  Es  ist  FDP1  parallel  AB,  und  AF  parallel  Bl). 
Denn 

AOB— DPP=  FP‘P=  FAP, 
also  AF  parallel  BO.  Ferner  ist 

A'PP'=  P’DO'—P'  FA' ; 

also  A'F  parallel  DB';  und  da  AA‘  — DB! ; so  ist 
A FAA'  Q \ DBB' ; 

also  AF  = BD  ; daher  ist  ABDF  ein  Parallelogramm.  Folglich 
ist  die  Behauptung  erwiesen. 

c)  Macht  man  Aß=:A‘B';  so  ist  BC—OA'.  Denn 

1)  BO. EP.  A A =z  BA.A  P.E O ; 

2)  BD.EO'.A‘B'=BB'.AO'.ED; 

3)  PE.EO'  = OE. ED ; 

4)  A'B'=AB. 

Das  Produkt  der  Gleichungen  1)  und  2),  durch  das  Produkt  der 
Gleichungen  3)  und  4)  dividirt,  giebt 

BO.BD.AA'-A'O'.AP.BB'. 

Es  ist  aber  AA'=BB' ; daher  ist 

BO.BD-A'O'.A'P. 


Nun  ist 


und 


DB  .BO -CB-  BC, 


O'A'.A'P—  CA'.A'C,  CB.BC —CA'.A’C  . 

Daraus  folgt? 

BC.A'C-A'C.BC. 

Wäre  nun  BC  nicht  = A'C,  so  müsste  BC  entweder  > 
oder  < A'C  sein;  wenn  BC^A'C  wäre,  so  müsste  auch  * 
A'OBC,  oder  A'C'  + CC>  BC\  CC , oder  A‘C>  BC  sein, 
ivas  unmöglich  ist;  daher  kann  BC  nicht  > A'C"  sein;  und  aus 
demselben  Grunde  kann  BC  auch  nicht  s A'C  sein;  folglich 
muss  BC  nothweodig  — A'C  sein. 


17* 
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a ) In  welche  Vierecke  lassen  sich  andere  Vier- 
ecke so  beschreiben,  dass  dieSeitendes  eingeschrie- 
benen mit  denen  des  gegebenen  an  jeder  Ecke  des 
eingeschriebenen  Vierecks  gleiche  Winkel  bilden? 
(Taf.  VI.  Fig.  3.). 

Die  Winkel  des  gegebenen  Vierecks  seien  A,  B , C,  B;  des 
eingeschriebenen  A\  B\  C",  If;  etc.  so  ist 

A'  +2a+  B'  -f  20  + C + iy  + fT+26  = HK; 

aber 

A'+B'  + C + 1T  = 4K; 

also 

2a  + 2/S  + 2y  f-2d  = 4Ä; 

folglich 

“ + 0 + y + <*=2ß- 

Nun  ist 

A+V  + Ö+C+  ß + y=4R: 

folglich 


A+C=  2 R. 

Das  gesuchte  Viereck -ist  also  ein  solches,  um  welches  sich  ein 
Kreis  beschreiben  lässt. 


b)  Ein  Viereck,  in  welchem  die  Summe  der  gegen- 
überliegenden Wiukel  2 R beträgt,  ist  gegeben,  und 
man  soll  in  dasselbe  ein  Viereck  so  beschreiben,  dass 
die  Seiten  dieses  mit  denen  des  gegebenen  an  den 
Ecken  des  eingeschriebenen  gleiche  Winkel  bilden. 
(Taf.  VI.  Fig.  4.). 

Das  gegebene  Viereck  sei  ABCD;  also 
A + C=B  + D='2R. 

Die  Diagonalen  desselben  schneiden  sich  in  O ; aus  O ziehe  man 
Senkrechte  Oa,  Ob,  Oc,  Od  auf  die  Gegenseiten  des  Vierecks: 
so  ist  abcd  ein  solches  Viereck , dessen  Seiten  mit  denen  des 
Vierecks  ABCD  au  u,  b,  c,  d gleiche  Winkel  bilden. 

Denn  Viereck  AnOd  ist  ein  Kreisviereck , also  ist  Aad 
— A Od—BOb , weil  \AOdi^o \BUb;  ferner  ist  BOb=B*b, 
weil  BuOb  ein  Kreisviereck  ist;  daher  Aad—Bab. 
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Eben  so  wird  die  Gleichheit  der  Winkel  an  den  Ecken  b,  c, 
d erwiesen. 

c)  Wenn  man  aus  einem  beliebigen  Punkte  der 
einen  Diagonale  eines  K reis  Vierecks  z vvei  Senk  re  chte 
auf  zwei  Seiten  des  Vierecks  zieht,  und  durch  die 
Durch  schnitte  di  escrSenkrechtcu  mitder  anderen  Di  a- 
gona-le  zwei  neue  Senkrechte  auf  die  beiden  andern 
Seiten  führt:  so  treffen  sich  die  beiden  letzten  Senk- 
rechten in  einem  Punkte  der  ersten  Diagonale;  die 
Fusspunkte  dieser  vier  Senkrechten  bilden  die  Ecken 
eines  Vierecks,  dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des  ge- 
gebenen Vierecks  gleiche  Winkel  an  jeder  des  einge- 
schriebenen Vierecks  begrenzen.  Die  Seiteu  dieses 
eingeschriebenen  Vierecks  sind  den  Seiten  des  unter 
b)  eingeschriebenen  Vierecks  parallel.  (T af.  VI.  Fig.5.). 

Es  mögen  ßc,  ßil  senkrecht  auf  CD,  DA  sein,  und  die  Dia- 
gonale AC  in  «,  y schneiden;  ferner  seien  ab,  ya  senkrecht  auf 
CB,  BA:  so  treffen  ab,  ya  in  einem  Punkte  d der  Diagonale  BI) 
zusammen. 

Träfen  sich  ab,  ya  nicht  in  der  Diagonale  BI),  so  mögen 
sic  sich  in  Ö'  begegnen,  und  &'  liege  also  ausserhalb  der  BD. 

Es  sind  ABCD,  Aayd,  abCc,  also  auch  aßyd'  Vierecke,  um 
welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen.  Folglich  ist 

aßd'  = ayö'  ==  Aya  . 

INud  ist  auch 


BAC=  BDC  und  Aay—  Dcß—  R ; 

also 


\ Aayo J A Dcß , 

daher  Aya—Dßc,  folglich  aßS'—  Dßr.  Daher  fällt  6'ß  mit  Dß 
zusammen ; also  treffen  sich  ab , ya  in  d , einem  Punkte  der  BD. 
Viereck  abcd-  ist  ein  solches , dessen  Seiten  mit  den  Seiten  des 
Vierecks  ABCD  gleiche  Winkel  bilden. 

Denn 


And—  Ayd  — ßya  — ßba  — buB, 

weil  Aayd,  yßaS,  öbBa  Vierecke  sind,  um  welche  man  Kreise 
beschreiben  kann. 

Aus  gleichen  Gründen  ist  abB=cbC;  etc. 

Sei  nun  Oa',  Ob",  Oc',  Od'  senkrecht  auf  AB,  BC,  CD, 
DA,  so  folgt  daraus 
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AO : Ay—Aa':  Aa  = Ad':  Ad; 

daher  ist  ad  parallel  a’d1.  Aus  denselben  Gründen  ist  alt  paral- 
lel a'b“ ; etc. 

d)  Die  Umfänge  zweier  Vierecke,  welche  unter  b) 
oder  c)  in  ein  Kreisriereck  eingeschrieben  sind,  müs- 
sen einander  gleich  sein.  (Taf.  VII.  Fig.  1.). 

t • 

Man  verlängere  br  um  ein  Stück  ce=cd,  ab  um  ein  Stück 
bf=be,  da  um  ein  Stück  ag  — af;  so  ist  dg  gleich  dem  Um- 
fange des  Vierecks  abcd.  Ebenso  verfahre  inan  mit  dem  Umfange 
des  Vierecks  a'b'c'd',  so  erhält  man 

d‘g‘  =d'a‘  -f-  a'b'  + b'c'  + c'd' . 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass  dg—d'g'  ist. 

Es  ist  Viereck  dcc'd'  CV  Viereck  ec&e';  denn 

dc  — ce,  cc'—cc\  d‘c‘  — e>' , 

und 

dcc1  = ecc‘,  cc'd ' — ccV ; 

drei  auf  einander  folgende  Seiten  und  die  beiden  dazwischen  lie- 
genden Winkel  des  einen  Vierecks  sind  also  einzeln  genommen 
gleich  den  gleichnamigen  Stücken  des  ahderen  Vierecks.  Aus 
denselben  Gründen  ist  Viereck  e'b'be  ^ Viereck  fb’bf,  und 
Viereck  faa'f  Q gaa'g.  Daher  ist 

dd’—ee'  —ff  —g<j 


Ferner  ist  Winkel 

adA—cdd'  — cee'=bf f — agtf  ; 

also  dd‘  gleich  und  parallel  gg' ; daher  ist  dd'g'g  ein  Parallelo- 
gramm, also  dg  — d'g'. 


III. 


Wenn  zwei  Vielecke  einander  ähnlich  sind : so  haben  sie 

stets  einen  Aehnlichkeitspunkt.  Die  gleichnamigen  Seiten  beider 
Vielecke  sind  entweder  parallel  oder  nicht  parallel.  Jeden  die- 
ser beiden  Fälle  hat  man  in  zwei  neue  Fälle  zu  zertheilen.  Wenn 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Vielecke  parallel  sind, 
so  sind  die  parallelen  Seiten  entweder  einstimmig,  d.  h.  nach 
derselben  Seite  hin  parallel,  oder  nicht  einstimmig,  d.  h.  entge- 
gengesetzt parallel.  Zwei  ähnliche  Vielecke,  deren  gleichnamige 
Seiten  einstimmig  parallel -sind,  haben  nur  einen  äusseren  Aehnlicb- 
keitspnnkt. 
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Zwei  ähnliche  Vielecke , deren  gleichnamige  Seiten  entge- 
gengesetzt parallel  sind,  haben  nur  eiuen  inner»  Aebulichkeits- 
dunkt. 

Diese  beiden  Sätze  sind  allgemein  bekannt  und  auch  leicht 
erweisbar;  vielleicht  weniger  bekannt,  oder  doch  nicht  so  behan- 
delt, wie  hier,  sind  die  beiden  folgenden  Sätze: 

Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen 
Vielecke  nicht  parallel  sind,  so  folgen  sie  eutweder 
in  derselben  oder  in  entgegengesetzter  Richtung  auf 
einander.  Im  ersten  Falle  haben  beide  Vielecke  einen 
äussern,  im  andern  einen  innern  A eh n I i c hkei ts punk t. 
(Taf.  VII.  Fig.  2.). 

Zwei  ähnliche  Vielecke  lassen  sich  in  jedem  Falle  durch 
Diagonalen  in  ähnliche  Dreiecke  zerlegen;  und  da  der  A cimlich  - 
keitspunkt  zweier  ähnlicheu  Dreiecke  zugleich  der  Aehnlicbkeits- 
punkt  der  beiden  ähnlichen  Vielecke  ist,  so  darf  man  nur  den 
AehnlicbReitspunkt  von  zwei  ähnlichen  Dreiecken  suchen. 

a)  Es  sei 


\ABCco\A‘B'C 

und  die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  folgen  in  derselben 
Richtung  auf  einander. 

Die  gleichnamigen  Seiten  beider  Dreiecke  begren- 
zen gleiche  Winkel,  und  bilden  dadurch  drei  Vier- 
ecke, um  welche  sich  Kreise  beschreiben  lassen; 
diese  drei  Kreise  durchsch  neiden  sich  in  eitlem 
Funkte,  welcher  der  Ae  h n li  ch  k ei  tsp  u n kt  der  beiden 
ähnlichen  Dreiecke  ist.  (Taf  VII.  Fig.  2.). 

Das  erste  Kreisviereck  ist  AÜA'E,  das  zweite  BFB"D,  und 
das  dritte  CFCE.  Die  Gründe  dafür  sind  leicht  angebbar. 

Die  beiden  Kreise  ADA'E  mit  BFB'D  durchschneiden  sich 
in  D und  P;  so  ist  P der  gesuchte  Aehulicbkeitspunkt.  Denn 

' \PABcokPABt; 

weil  PAE  = PA1  E,  da  beide  aul  demselben  Bogen  PE  des  Krei- 
ses PA' ADE  stehen;  PBD=PB'D,  da  beide  auf  demselben 
Bogen  PD  des  Kreises  PBD  stehen ; also 

AB : A'ß  — PA : PA'  = PB : PB 


Auch  ist 


denn 


±PACc^\PA‘C, 
PAD—  PA'D, 
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weil  beide  auf  demselben  Bogen  PD  im  Kreise  PAD  stehen,  und 
PA:PA‘  = AC:A'Ci 


also  ist  auch 


PC-.  PC  = AC-.  AfC . 

Die  Verhältnisse  zweier  Abstände  des  Punktes  P von  zwei 
gleichnamigen  Eckpunkten  beider  ähnlichen  Dreiecke  sind  unter 
einander  gleich;  daher  ist  P der  Aehnlichkeitspunkt  beider  Drei- 
ecke. Der  dritte  Kreis  CFCE  muss  auch  durch  den  Punkt  P 
gehen.  Denn 

APC=A'  PC, 


weil  \APCoz  \A‘PC ; 


APB=A‘PB‘ , 
aus  demselben  Grunde , also 

APB—APC=  A'Pß'-A'PC  oder  CPB  = CPB‘ , 
und  dazu  Gleiches 


gesetzt,  giebt 


BPC'  = BPC 


CPC=BPB=BDB'-CEC . 

Daher  liegen  die  fünf  Punkte  C,  F , C,  E,  P auf  dem  Umfange 
eines  Kreises. 

b)  Die  Mittelpunkte  der  drei  oben  genannten 
Kreise  bilden  die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  jedem 
von  den  beiden  ähnlichen  Dreiecken  ähnlich  ist.  (Tal. 
VII.  Fig.  3.). 

Es  sei  « der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  ADP , 
8 der  Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  BB'P,  und  y der 
Mittelpunkt  des  Kreises,  welcher  durch  COP  geht. 

Die  Centrale  aß  halbirt  die  Bogen  DmP,  DnP  in  m,  «;  die 
Centrale  ay  halbirt  die  Bogen  EvP.EqP  in  p,  q,  und  die  Cen- 
trale ßy  halbirt  die  Bogen  FrP , FsP  in  r,  j. 

Es  ist  nun  zu  zeigen,  dass  D AE— map , also 
,j  Bogen  DE  — Bogen  mp. 


also 


Bogen  DE  = Bogen  DEP  — Bogen  EmP; 
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2 Bogen  DE  — (j  Bogen  DEP  — ^ Bogen  EmP 
= Bogen  mpP  — Bogen  pP  — Bogen  mp . 


Daher 


map  — DAE—  HA  C. 

Eben  so  zeigt  man,  dass  rßn  — FBD\  denn 

Bogen  FD  — Bogen  FrP  — ^ Bogen  DnP 
— Bogen  rnP  — Bogen  nP  — Bogen  r«. 

Daher 

ABC  = aßy . 

Folglich 

c)  Wenn  zwei  D reiec k e ä h n li eh  s in d , ihre  gleich- 
namigen Seiten  nich  t pa  ra  I lei  sind,  sie  aber  in  der- 
selben Richtung  auf  einander  folgen,  und  man  die  Ge- 
raden, welche  die  g le  ich  na  m i gen  Eck  c n beider  Drei- 
ecke verbinden,  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleich- 
namigen Seiten  theilt:  so  bilden  die  T heil ungs punkte 
die  Ecken  eines  Dreiecks,  das  einem  von  den  gegebe- 
nen ähnlich  ist  (Taf.  VII.  Fig.  4.). 

Die  gegebenen  ähnlichen  Dreiecke  seien  ABC  und  A’B’C. 
Ziehe  Äb,  B'c,  Ca  parallel  AB,  BC,  CA,  und  mache 

bA'^A'Bf,  B'c  — B'C,  Ca  = CA‘. 

Verlängere  die  drei  Geraden  6A',  B'c,  Ca,  welche  sich  in  a',b', 
c‘  treffen;  so  ist 


\a'b'c'  cv>  ^ A ß C, 

weil  die  gleichnamigen  Seiten  unter  einander  parallel  sind.  Da 
die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnlichen  Dreiecke  gleiche  Win- 
kel begrenzen,  so  ist 


B'A'b'  = CB'c'  = A!  Ca! , 


also 


bA'B'=c‘BC=a'CA‘ ; 

und  da  die  drei  Dreiecke  b'A'B'.  c'ß'C,  a'CA'  gleichschenklig 
sind,  so  sind  sie  auch  unter  einander  ähnlich;  folglich  ist 
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A'B-.B' C:  CA'  = bB‘ : cC : aA' . 

Nach  der  Konstruktion  ist  aber 

Aa:aA‘=AB.A'B\  Bß-.ßB' =zBC:  B'C ■. 
Cy:yC=AC.AC-.  . 


daher 


aß:bB‘  = ßy.cC  = yo:  aA‘~  AB  ■ AB  \ A'B' . 

Folglich  ist 

A<*j3ycv>  A ABC. 

a ) Wenn  zwei  Dreiecke  ähnlich,  ihre  gleichnami- 
gen .Seiten  n i ch t paral lei  sind,  und  in  en  tgegen  gesetz- 
ter  Richtung  auf  einander  folgen:  so  soll  man  den 

A ehnlich  kei  t sp  un  kt  beider  Dreiecke  bestimmen.  (Taf. 
VIII.  Fig.  1.). 

Sei 


\ABCco\A'CB‘. 

Theile  AA' , BB‘  nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen 
Seiten;  also 


A D : DA'  = AB : A B'  = BE : EB' , 

und  suche  zu  den  drei  Punkten  A,  D,  A'  den  vierten  harmoni- 
schen d,  d.  h.  es  muss  sein 

AD:Ad=DA':A'd; 


daraus  folgt 

AD  + Ad : Ad—AD=  DA'  + A'd : A'd  - DA' ; 
sei  a die  Mitte  von  Dd;  so  wird  vorstehende  Proportion  folgende: 
2 Aa : 2 Da  = "2  Da : 2A'a 

oder 


Aa : Da = Da  :aA' . 

Nun  beschreibe  man  um  « mit  aD  einen  Kreis,  welcher  die  DE 
in  J schneide  ; so  ist  J der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 

Denn  man  bestimme  (Taf.  VIII.  Fig.  2.)  auch  zu  den  drei 
Punkten  B,  E,  B'  den  vierten  harmonischen  Punkt  e,  balbire 
Ee  in  ß,  und  beschreibe  um  ß mit  ßE  einen  Kreis,  welcher 
den  vorigen  Kreis  in  J'  und  K schneide;  so  kann  man  zeigen,  wie 
vorher,  dass 
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Bß:ßE—Eß:ßB' 

ist.  Es  ist  nun 


weil 


A A'aJ' co  A aJ'A ; 


A'a:aJ'  = J'u:aA, 

und  AaJ‘  beiden  Dreiecken  gemein.  Daher 
aJ'A'  — ix  AJ' ; 


ierner  ist 


also 


aJ'D—aDJ'  = DJ'A  + DAJ‘\ 


folglich 


A'J'D  — DJ'  A ; 


A'J'.J'A  -Al)-.  DA  = AK : ztÄ . 


Eben  so  zeigt  man,  dass  B‘J'E  = EJ'  B;  daher 
BJ‘ : J'B'—B'E:  EB—A’B ' : zlÄ, 
und  daraus  folgt 

A A’J’B'  co  \AJJ  B ; 
also  A' J' B' — AJ' B daher 

DJ'A'  + A’J'B'  + B'J'E  - DJ'A  + AJ'B  + BJ'E  =iU ; 

also  DJ'E  eine  Gerade;  folglich  ist  J und  J'  ein  und  derselbe 
Punkt. 

Aus  Vorstehendem  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass 

bA'JCco\AJC,  und  \B‘JCco  ±BJC. 

Daher  ist  J der  innere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  ähnlichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C. 


Ilemerkung.  Sind  die  drei  Punkte  A , D,  A'  gegeben,  so  kann 
man  unmittelbar  den  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  linden, 
ohne  vorher  den  vierten  harmonischen  Punkt  d gesucht  zu  haben. 
Daher  folgende  Aufgabe. 

Die  Strecke  AA'  nach  dem  Verhältnisse  p-.q  zu  thei- 
len.  (Taf.  VIII.  Fig.3.). 
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Ziehe  AF  in  beliebiger  Richtung,  A'G  parallel  AF ; mache 
AF=p,  A'G  = q,  ziehe  FG , welche  die  AAC  in  D schneide! 
führe  DK  parallel  AF,  mache  DK—q,  und  ziehe  f Ä,  welche 
die  AA‘  in  u treffe:  so  ist  o der  .Mittelpunkt  und  a D der  Radius 
des  gesuchten  Kreises. 

Denn 


AF  A'G—p-.q  — AD:  DA', 

und 


AF:  DK  = p:q=Aa:aD; 


dai.er  ist  auch 


AD:  Au-  AD—  DA  .aD  — DA' 


oder 

AD:  Da— DA:  An: 

folglich 

AD:  DA'  — Da:  aA'  = Aa : aD . 

Macht  man  die  Verlängerung  von  GA'  — q=A‘D , und  ziebt 
FD,  welche  der  AA'  in  d begegnet,  so  sind  AD,  A',  d vier  har- 
monische Punkte,  und  a ist  die  Mitte  von  Dd  __ 

Dieses  kann  man  durch  Proportionen,  aber  anch  auf  folgende 
Art  erweisen.  Ziehe  DK,  welche  die  FD  in  L erreiche:  so  ist 
DK  parallel  67/,  und  DK  zugleich  */a  von  GD,  daher  DK— KL, 
also  auch  da—aD.  weil  DK  parallel  Dd  ist. 

ß)  Wenn  die  gleichnamigen  Seiten  zweier  ähnli- 
chen Dreiecke  nicht  parallel  sind,  ihre  gleichnami- 
gen Ecken  in  entgegengesetzter  Richtung  auf  einan- 
der folgen:  so  giebt  es  drei  Kreise,  deren  jeder  durch 
den  Aehnlichkeitspunkt  geht,  jeder  seinen  Mittel- 
punkt in  eincrGeraden  hat,  welche  zwei  gleichnamige 
Ecken  beider  Dreiecke  verbindet,  und  die  zwei  Punkte, 
n welchen  jeder  Kreis  seine  Centrale  schneidet,  bil- 
den mit  den  beiden  Eckpunkten'  der  Dreiecke,  durch 
welche  die  Centrale  geht,  vier  harmonische  Punkte, 
und  zwar  sind  die  Schnittpunkte  des  Kreises,  sowie 
die  gleichnamigen  Eckpunkte,  zugeordnete  harmoni- 
sche Punkte  (Taf.  VIII.  Fig.  4.). 

Sei 

<\ABCcs:\A'B'C‘. 

Man  (heile  AA'  in  D,  DB1  in  £,  CC1  in  F so,  dass 
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AD : DA'  — BE:EB'  = CF: FC  = AB:  A B' 

sei.  Suche  nun  zu  A,  D,  A' ; B,  E.  B‘ ; C,  F,  C den  vierten 
harmonischen  Punkt  </;  e;  f:  halbire  Dd,  Ee , Ff  in  a,  ß,  y,  so 
sind  diese  Punkte  die  Mittelpunkte  der  gesuchten  Kreise.  Die 
Kreise  um  o mit  a D,  um  ß mit  ßE  beschrieben,  mögen  sich  in 
J schneiden : so  ist  J der  Achnlichkeitspunkt  <ler  beiden  Drei- 
ecke ABC  und  A'B'C,  wie  oben  bewiesen.  Man  lege  durch 
J und  F einen  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  f in  l'C  liege.  Da' 


CJB  = CJB' , BJE=B‘JE, 


so  ist 

CJE  = CJE, 

oben  erwiesen, 

y'FJ  = FJf  . 

also 

y'JC  = y'CJ ; 

daher 

\fC'J  co  \ y'JC-, 

also 

Cf : f F —Ff:fC, 

ortet 

Cf  + y'F: 

y'F-fC'-Ff  +fC:fC-fF, 

oder 

Cf:  CF—fC:  CF, 


wenn  der  dritte  Kreis  die  CC  in  f‘  schneidet;  daher  sind  C,  F, 
C,  f'  vier  harmonische  Punkte;  folglich  ist  f und  f ein  und  der- 
selbe Punkt;  daher  ist  auch  f und  y ein  und  derselbe  Punkt. 

y)  Die  drei  gleichartigen  Durchschnittspunktc  der 
drei  Kreise  mit  den  dreiGeraden,  welchedurch  gleich- 
namige Eckpunkte  der  ähnlichen  Dreiecke  gehen,  lie- 

ten  mit  dem  Aehnlichkei  tspunkte  in  einer  Geraden. 

s bilden  also  eine  Gerade  I),  J,  F und  E,  so  wie  dJef. 
(Taf.  VIII.  Fig.  4.). 

Dass  DJE  eine  Gerade  bildet,  ist  schon  oben  gezeigt;  es 
bleibt  aber  zu  beweisen,  dass  die  Gerade  DJE  die  Gerade  CC 
in  F nach  dem  Verhältnisse  zweier  gleichnamigen  Seiten  theilet. 
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Also  angenommen,  der  Punkt  J sei  durch  die  beide«  üs 
um  a und  ß bestimmt,  die  Gerade  DJE  gezogen,  writk* 
CC  in  F schneide;  so  ist 

B'JE  = BJE, 

and 


CJB'  = CJB , 


weil 


daher  ist 


^CJB'co&CJB-, 


CJE=  CJE, 


folglich  ist 

CF:  FC=  CJ : CJ—A'B‘ : AB, 

und  daraus  ergiebt  sich,  dass  die  vier  Punkte  D , J,  f,l 
• einer  Geraden  liegen. 

Es  liegen  aber  auch  die  vier  Punkte  d,  J , f,  e in  ei« 
raden ; denn 


DJd=z  R = EJe  — FJf ; 
weil  Dd,  Ee,  Ff  Durchmesser  der  Kreise  sind. 
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XXVII 

Elementargcometrischer  Beweis  eines 
in  diesem  Archiv  viel  besprochenen 

Satzes. 

Von  dem 

Herrn  Gyrnnasialdirector  August 

in  Berlin. 


Der  geometrische  Satz,  um  den  es  sich  hier  handelt,  ist  im 
13.  Theile  S.  341.  und  im  15.  Theile  S.  351.  untersucht,  auch  ist 
für  einen  sehr  speciellen  Fall  desselben  ein  geometrischer  Beweis 
im  15.  Theile  S.  5o8.  gegeben.  Er  lässt  sich,  so  weit  er  die  Win- 
kel des  Dreiecks  betrifft,  höchst  einfach  durch  indirecte  Sshlüsse 
aus  dem  folgenden  ableiten,  der  eine  sehr  elementare  Beweis- 
führung zulasst.  ' 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  ungleiche  Winkel  eines 
Dreiecks  durch  Transversalen  proportional  getbeilt 
werden;  so  ist  die  T hei  lu n gstrans  versal e des  grösse- 
ren Winkels  kleiner,  als  die  des  kleineren. 

Beweis.  In  Dreieck  ABC  (Taf.  VIII.  Fig.  5.)  sei  Winkel 
ABC^ACB  und  der  kleinere  Winkel/1  Cßdurcb  die  Transversale  CD 
in  beliebigem  Verhältniss  getheilt;  so  dass  ACD: DCB—m.n. 
Es  ist  zu  zeigen,  dass  eine  aus  B gezogene  Transversale,  die 
den  grösseren  Winkel  ABC  in  demselben  Verhältnisse  m:n  theilt, 
kleiner  ist  als  DC. 

Man  lege  zunächst  die  Transversale  BE  so,  dass  W’inkel 
ABE  — DCA  wird;  dann  folgt  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 
ABE  und  ACD  die  Proportion  AB:  AC=  BE:DC:  weil  aber 
AB^AC,  so  ist  auch  BE^DC. 

Ferner  lege  man  die  Transversale  BF  so,  dass  W'inkel 
FBC=DCB  wird;  dann  haben  die  Dreiecke  FBC  und  DCB 
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ein»-  gleiche  Seite  BC  und  einen  gleichen  anliegendes  Wroket 
FKf  — DCB-.  et-  nii‘4  daher  io  demjenigen  Dreieck . in  we^hem 
der  z reite  an  dieser  Seite  anliegende  Winkel  püsser  ist.  rorii 
die  Geeen»eite  diese«  W inkels  «r-v-ser  sein  als  die  entsprechende 
Seite  de*  anderen  Dreiecks:  folglich  ist  auch  BF <Z>t. 

Soll  non  der  grössere  Winkel  ABC  proportional  mit  dem 
kleineren  Winkel  ACB  setheilt  werden:  so  werden  seine  Tbeilc 
gr ö«ser  als  die  Theile  de«  anderen.  Es  muss  als«  der  an  B.l 
anliesende  Winkeltbeil  grösser  sein  als  Winkel  ACD.  d.  I grös- 
ser al»  ÄßE.  Die  Tbeilungslinie  fallt  daher  zwischen  Bf  uni 
BC.  Eben  *o  muss  der  an  BC  anliesende  Winkeitbeil  grösser 
sein  als  Winkel  DCB  , d.  L grösser  als  FBC.  Die  Tbeiluts« 
linie  fällt  daher  auch  zwischen  BF  und  BA.  Ist  demnach  BG 
diejenige  Theilungstransversale,  durch  'welche  die  Proportioo 
ABC.  (jBC—  ACD-.DCB—m:n  unter  den  Winkeltbeilcn  ent 
steht:  so  liegt  sie  auch  noth« endig  zwischen  BE  nod  BE 

W enn  aber  von  einem  Punkte  B ausserhalb  einer  geraden 
Linie  AC  drei  gerade  Linien  BE,  BG,  BF  an  dieselbe  gezogen 
sind , so  ist  die  mittlere  BG  dieser  drei  Linien  kleiner  al-  die 
grössere  der  beiden  äusseren,  oder  wenn  diese  einander  gleich 
sind , kleiner  als  jede  von  beiden.  Da  nun  sowohl  BE  als  auch 
BF  kleiner  als  UC  ist;  so  muss  auch  BG  kleiner  als  CB  seio. 
Dies  sollte  bewiesen  werden. 

Zuialz').  Wenn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  durch 
gleiche  Transversalen  proportional  getbeilt  sind,  so 
sind  die  Winkel  gleich. 

Beweis.  Wären  die  Winkel  ungleich;  so  wären  auch  dir 
Transversalen  ungleich.  Da  diese  aber  gleich  sind,  so  können 
die  Winkel  nicht  ungleich  sein,  sind  also  gleich. 

Anmerkung.  Die  Beweisführung  gilt  für  jede  zwei  innere 
Winkel  eines  Dreiecks.  Construction  und  Beweis  lassen  sich 
auch  noch  für  den  Fall  anwenden,  wo  ilie  Linien  Bl)  und  CF 
parallel  sind.  In  diesem  Falle  wird  BE—  BC.  Für  den  Fall, 
dass  Bl)  und  CF  divergiren , die  Winkel  also  eigentlich  Aussen- 
winkel  eines  Dreiecks  sind , lässt  sich  aus  dieser  Construction 
nichts  folgern,  weil  der  Beweis  BE  > I)( ' ergiebt , weshalb  eine 
Vergleichung  zw  ischen  BG  und  DC  auf  diesem  Wege  nicht  mög- 
lich wird. 


')  Dieser  ZikhIz  int  der.  nnr  im  Ausdruck  etwa»  veränderte,  Thl.  15- 
8.  355.  int  zweiten  Alicatz  enthaltene  Lehrsatz. 
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XXIX. 

Wenn  zwei  «1er  vier  Durclischnitts- 
punkte  zweier  Kegelschnitte  sich  un- 
endlich entfernen  sollen,  wie  müssen 
alsdann  die  Cocfficienten  ihrer  Glei- 
chungen zusammenhängend 

Von  dem 

\ 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  Swel  lengrebel 

zu  Utrecht 


Bevor  wir  zur  eigentlichen  Aufgabe  übergehen,  wollen  wir 
uus  vorher  mit  der  ihr  verwandten  Aufgabe  beschäftigen: 

I.  Welcher  Zusammenhang  muss,  sollen  zwei  Kegelschnitte 
eine  gemeinschaftliche  reelle  oder  imaginäre  Asymptote 
haben,  zwischen  den  Coefücienten  ihrer  Gleichuugeu  statt- 
linden 1 

uni  nachher  diejenigen  Fälle  zu  betrachten , in  welchen  zwei  Ke- 
gelschnitte, ohne  den  Besitz  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote, 
dennoch  die  in  der  primitiven  Aufgabe  gestellten  Forderungen 
befriedigen. 

r 

Es  scheint  unsere  Aufgabe  eine  ganz  bestimmte  zu  sein  und 
daher  auch  nur  eine  einzige  ganz  bestimmte  Antwort  zu  erhei- 
schen. Bedenken  wir  aber,  dass  jeder  Kegelschnitt,  je  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  Coordinatenaxen , durch  verschiedene 
Bleichungen  dargestellt  werden  kann,  so  sehen  wir,  dass  in  der 
frage  unbestimmt  gelassen  worden  ist,  welche  Gleichungen  inan 
eigentlich  gemeint  batte,  und  dass  also  unsere  Aufgabe  I.  mehrere 
partielle  Aufgaben  euthält,  deren  jede  ihre  eigene  Autwort  erfor- 
dert, z.  B. 

at* 
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II.  Wenn  der  Scheitel  eines  gewissen  Kegelschnitts  als  Coordi- 
naten-Ursprung  gewählt  w ird,  und  eine  der  Axen  dieses  Ke- 
gelschnitts als  Axe  ^ — 0,  wie  müssen  alsdann  die  Coeffici- 
enten  der  Gleichung  dieses  Kegelschnitts,  von  denen  die  der 
Gleichung  eines  anderen  Kegelschnitts  abhangeo , d.  h.  wie 
müssen  die  Gleichungen 

y2=Ax  + B, 

A'a r*  + B'y1  + Cxy  + D'x  + E'y  + P = 0 

mit  einander  verbunden  sein , damit  zwei  der  vier  Asympto- 
ten der  Kegelschnitte  einander  decken? 

Wir  wollen  uns  jedoch  hier  nicht  mit  diesen  speciellen  Aufga- 
ben beschäftigen,  sondern  uns  unter  der  Aufgabe  I.  die  allgemei- 
nere Aufgabe  denken,  worin  nach  demjenigen  zur  Asymptoten-Coin 
cidirung  erforderlichen  Co edicienten Zusammenhang  gefragt  wird, 
welcher  bei  jeder  Lage  der  Coordinaten-Axen  stattlinden  muss,  d.b 
welcher  die  Gleichungen 

Ax2  -f  By2  -f-  Cxy  -f-  l)x  -f  Ey  + F—  0, 

A'x2  + B'y2  + Cxy  + D'x  + E'y  + P = 0 

zum  Ausdruck  zweier  eine  gemeinschaftliche  Asymptote  besitzen- 
den Kegelschnitte  macht. 

Es  genügt  jedoch  diese  Annahme  noch  nicht,  um  unsere  Aul 
gäbe  I.  zn  einer  ganz  bestimmten  zu  machen.  Es  war  nämlich 
in  der  Frage  nur  im  Allgemeinen  von  den  CofcfBcienten  die  Red«, 
während  es  dagegen  bei  jeder  Kegelschnittsgleichung 

Ai r*  -f-  By2  -f  Cxy  -f  Dx  + Ey  -f-  P=0 

einigermaassen  unbestimmt  ist,  welche  man  als  ihre  Coefticienten 
betrachten  soll,  weil  alle  sechs  Coefticienten,  ohne  dass  die  Bedeu- 
tung der  Gleichung  sich  ändere,  mit  einem  gemeinschaftliche« 
Factor  multiplicirt  werden  dürfen.  Es  ist  also  auch  hier  zwischen 
der  allgemeineren  Aufgabe  III.  und  der  specielleren  Aufgabe  IV. 
zu  unterscheiden;  wobei  wir  Deutlichkeit»  halber  die  zwei  Grup- 
pen der  sechs  Coefticienten . wenn  zwei  solche  ausgewählt  worden 
sind,  welche  jede  einer  bestimmten  Bedingiing.unterw  orfen  sein  soll, 
durch  ABCDEF  und  A'BC D'E'F',  wenn  sie  dagegeu  ganz 
willkührlich  bleiben  sollen,  durch  aßydit;  und  a'jJydVf  andeuten 
wollen  ? 

III.  Welcher  ist  der  zur  Asymptoten  - Coincidirung  erforderliche 
Zusammenhang  zwischen  den  Coefticienten  zweier  Kegel- 
schnittsgleichungen 

ax2  + ßy2  + yxy  + dx  + ey  + !;=0, 

«'■**  + ßY  + + 6'x+e'y  + £'  = 0, 

man  möge  nun  die  zwei  bestimmten  Gruppen  unserer  jetzi- 
gen zwölf  Coefticienten  n,ß,....a‘,  ß' oder  zwei  andere 

Gruppen 
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a.V,  ßM a'M',  ß‘M‘, 

oder  zwei  Gruppen 

aN,  ßJS c*'A',  ß'N' 

als  Coeflicienten  betrachten? 

IV.  Wenn  jede  der  zwei  Gruppen  der  sechs  Coefüeienten  einer 

fecvissen  Bedingung  unterworfen  sein  soll,  z.  B.  dass  F und 
v die  Einheit  darstellen  sollen , welcher  Zusammenhang  ist 
alsdann  zwischen  den  bestimmten  Coeflicienten  solch  eines 
Ausdrucks 

y 

Axa  -I-  Bya  -f-  Cxy  + Dx  -f  Ky  -J-  I =0. 

A'xa  + B'y1  p Cxy  p I)‘  x p E'y  p 1 —0 

zur  Asymptoten-Coincidirung  erforderlich?  * 

Da  ein  System  zweier  Kegelschnitte,  soll  es  die  Eigenschaft  der 
Asymptoten-Coincidirung  besitzen,  zweien  Bedingungen  genügen 
muss,  nämlich  erstens  dass  die  Kegelschnitte  einander  berühren, 
zweitens  dass  diese  Berührung  in  unendlicher  Entfernung  statt- 
linde, so  besteht  die  Antwort  auf  die  allgemeine  Aufgabe  III.  aus 
einem  System  zweier  Gleichungen 

ifj(aßySi£  a,ßyd't'£')  = 0, 

l(aßydi£  a'ß'y'd'l'^)—0. 

Die  Antwort  dagegen  zu  jeder  speciellen  Aufgabe  der  Art  IV 
besteht  aus  einem  System  von  vier  Gleichungen:  Es  sind  näm- 
lich alsdann  erstens  die  Coeflicienten  des  einen  Kegelschnitts,  der 
die  gerade  benützte  Coefficienten-Wahl  ausdrückenden  Bedingung 

f(ABCDEF)  =0 

unterworfen,  zweitens  die  Coeflicienten  des  anderen  Kegelschnitts 
einer  ähnlichen  Gleichung 

F(ABCiyEP)=0-, 

endlich  finden  die  von  der  Coefficienten-Wahl  unabhängigen  Be- 
dingungen der  Aufgabe  III. 

f(aß yöeS  o'0yd'rT)=O 

liaßyW  a'ßyä1  t'f)=0 

auch  bei  unseren  Coefficienten  statt,  so  dass  die  Coeflicienten  drit- 
tens und  viertens  den  Gleichungen 

y(ABCDEF  A‘B‘CD‘E'P)  = 0 
X(ABCDEF  A‘BCD'EF')=0 
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unterworfen  sind.  Man  bekommt  also  zur  Antwort  auf  Aufgabe 
IV.  entweder  das  System  dieser  vier  Gleichungen  selber,  oder  in 
den  meisten  Fallen  ein  System  vier  anderer  Gleichungen 

9>,  (ABCDEF  A' B'CD'E'F)  = 0 <pi(A...A'...)  = 0 <pl(A..A‘...)= 0 

<pi(A...A‘...)=0 

deren  jede  eine  Resultante  - Gleichung  zweier  oder  mehrerer  der 
vier  vorigen  Gleichungen  ist.  Bei  jeder  anderen  Cnefticienten-Wahl 
hat  man"  eine  andere  Aufgabe  der  Art  IV.  zu  lösen  und  es  besteht 
die  Antwort  aus  einem  System  vier  anderer  Gleichungen 

<Pi(ABCDEF  A‘B'CD‘E'F')={)  <p6(A...A'...)=U  (A...A'...)= 0 

<p8(A..^'...)=0 

worin  sowohl  die  Functionen  <pa  <pj  <pa  von  den  Functionen 
<pt  <p2  <p3  (fi  verschieden  sind,  als  auch  die  Zeichen 

ABCDEF  AB'ClfEF 

andere  Grössen,  als  vorher,  bedeuten,  weil  von  den  vier  Gleichun- 
gen, deren  jede  der  vier  letzten  eine  Resultante  ist,  nur  die  zwei 

t( ABCDEF  A'B’C  IFE' F‘) = 0, 

%(ABCDEF  A'B'CD'E'F')  = 0 

mit  den  beiden  der  vorigen  Coeflicienten-Wahl  identisch  sind, 
während  die  beiden  arideren 

f(ABCÜEF)= 0, 

¥‘(A'BCDE'F)=Q 

von  denen  der  vorigen  Aufgabe  verschieden  sind  und  die  jetzige 
Coeflicienten  - Wald  ausdrücken. 

Zur  Beantwortung  der  allgemeinen  Aufgabe  III.  können  wir 
anfangen  mit  der  leichteren  Arbeit,  wobei  wir  die  Antwort  auf 
eine  gewisse  specielle  Aulgabe  der  Art  IV.  suchen,  um  nachher 
hiermit  die  gesuchte  Antwort  zur  Aufgabe  III.  abzuleiten.  Je 
nach  den  verschiedenen  Coeflicienten-Wahlen  nun,  womit  man  an- 
längt,  d.  h.  je  nach  den  verschiedenen  Aufgaben  IV.,  welche  mau 
als  intermediäre  Hülfsmittel  benutzt,  gibt  es  verschiedene  Metho- 
den, die  Aufgabe  III.  zu  lösen. 

Wir  wollen  damit  anfangen,  bei  derjenigen  Wahl  der  sechs 
Coeflicienten  des  ersten  Kegclsschnitts  die  Aufgabe  IV.  zu  lösen, 
wobei  man  identisch  hat 

(1)  /1.T2  -f  Bi)1  +Cx y -|-  D.r.  | Ey  + F—  (ax  -f  by  -f  l)(cx  -f  r/y-fl)-f-e 
d.  h.  nach  Entwickelung 

Ax"1  \ By1  \ Cxy\  Dx  -f-  Ey- 1 F~  (ac)x*  -f-  (f)d}y*  + (ad  -f  bc)xy 

+ (“  + r)x-F(6  + d)y  + ( e F I). 
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's  sind  daher  die  sechs  Coefticienten  ABCDEF  hier  der  Be- 
lingong  unterworfen,  dass  sie  in  den  6 — 1=5  Grössen  nbc.de 
usgedrückt  werden  können,  und  zwar  durch  die  sechs  Gleichungen 

A=zac  B=bd  ('z=ad- \-bc  D=a -J-  c E=b  + d F = e+1 

i.  h.  dass  sie  Zusammenhängen  durch  die,  durch  Elimination  der 
bcde  aus  diesen  Gleichungen  sich  ergebende  Endgleichung.  Coni- 
iniren  wir,  um  diese  zu  erlangen,  Nr.  1 . mit  Nr.  4.  und  Nr.  2.  mit 
ir.  5. ,so  ergiebt  sich 

(-2)  a = .j(/>tV7^_4l)  6= 

IX1— iA)  d--=\{E+V 

tirch  deren  Substitution  in  Nr.  3.  wir 

C—nd  + bc=  ),BE — )y(Dr*-AA)(E?-AB) 

ind  hieraus  nach  gehöriger  Entwickelung 

C*-AAB  = CDE—BD*  -AE1 

ür  die,  die  Natur  unserer  jetzigen  Coefticicnten-Wahl  ansdriiekende 
•leichung  bekommen.  Unterwerfen  wir  ebenso  die  Coefticienten 
les  anderen  Kegelschnitts  der  Identität 

Cr*+B'y*+- Oxy  f D‘x±E'y\F‘  = (a'x\b'  y f t)(.c'a.  + <fy-f-l)  +e', 

» ergibt  sich  für  zwei  der  vier  bei  dieser  Coefticienten  - Wahl 
lie  Antwort  der  Aufgabe  IV.  darstellenden  Gleichungen 

3 C1 — 4AB=  CDE—BD1 — AE1 

’ C1—iA‘BJ—  CD'E'—B'D'2  -A'E“1. 


ür  die  beiden  anderen  der  vier  Antuortsgleichuugen  bekommen 
*ir  das  eine  oder  das  andere  der  vier  Paare  Gleichungen 

u = a'  a — e'  c—a'  e—r‘ 

6 = 6'  b—d'  d—b‘  d—d% 

'eiche  wir  jedoch,  da  nicht  nach  dem  Zusammenhänge  zwischen 
len  Cons  t a n t en  ab  cd  ab  c d . sondern  nach  demjenigen  zwischen 
lenCoefficienten  gefragt  war.  vorher  mittelst  der  Gleichongen 
'2)  transformiren  müssen . wodurch  wir  das  eine  oder  das  andere 
ler  Gleichungen*Paare 

Tluil  XVI.  i'2 
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D±>fT^iA—l>±SfTy*-^iA'  D±V D^-iA-D'+V Ü*-IA 
E± VE'^AB  = E‘±V E«-iß'  E±\rE*^4fi=E  + Sr E"*-AB 


D \ S/  Lyl—XA  =D“  | Vr B"l~iA‘  OTV'OM^fl'TV DA  -*A 

T db  T T 

bekommen. 

Zur  besseren  Einsicht  in  die  Bedeutung  dieser  verschiedenes 
Doppelzeichen  + bedenke  man,  dass,  im  Kalle  die  Coefßcienten 
ABCDEF  sechs  bestimmte  wären,  auch  der  Kegelschnitt 

Ax2  -f  By2V  Cxy  -f-  Dx\Ey\F  =0 

ein  ganz  bestimmter  wäre,  und  daher  zwei  bestimmte  Asymptoten 
hätte,  und  dass  daher  die  Grössen  a b c d,  je  nach  der  verschie- 
denen Ordnung,  in  welcher  die  Asymptoten  aufeinander  folgend 
gedacht  würden,  d.  h.  jcnachdem  der  Kegelschnitt  als 

(cur  + by  + !)(«:  + dy  + 1)  + e = 0 


oder  als 


(cx+dy+  l)(ox  +6y  + i;+«=0 

betrachtet  würde,  auf  zweifache  Weise  durch  die  Coefficienter 
ABDE  ausgedrückt  werden  könnten,  da  man  der  Grösse  a e»t- 

1 i 

weder denWerth  -(D-f  V Lf2—\A)  oder  denWerth^(Z) — 1)A— 44) 

zuertbeilen  könnte,  hierdurch  aber  zugleich  bestimmt  wäre,  welch« 
der  Zeichen  + oder  — man  bei  den  Radicalcn  der  drei  übrige« 
Grössen  b c d nehmen  sollte.  Hätte  man  daher  ein  System 
zweier  Gleichungen 

Ax1  4-  By1  | Cxy  -f  Dx-\-Ey  f F=0 
A'x2  4-  B‘y2  4-  Cxy  4-  Wx  + E'y  4-  P = U 

mit  zwölf  bestimmten  und  den  Bedingungen1  (3)  unterworfenen 
Goeffidienten,  so  kimnte  man  zwar  die  Zeichen  4-  oder  — der  in 
a und  a'  vorkommenden  Kadicale  willktihrlich  auswählen;  es 
wären  aber  alsdann  die  Zeichen  der  in  b v d b'  c‘  d'  Vorkommen- 
den  Radicale  bestimmt;  und  es  wäre  daher  nur  auf  vier  verschie- 
dene Weisen  möglich,  dass  unsere  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  hätten,  nämlich  in  den  vier  Fällen,  worin, 
bei  den  verschiedenen  Bedeutungen  von  a und  a',  das  Gleichun- 
gen-Haar  stattfande,  z.  B.  in  den  vier  Fällen: 
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ß + V7/*-4/l=/>'+V iyl—\A'  1)  \ \ D*—XÄ=U‘—\D'*—AÄ‘ 
E—  \T El-XB^E'  f V" E'^-XB'  E V Et—4B=E‘—V  E*—XB‘ 

n—V EP-xA-vWiri-x.v  n-\'D*-iA=Di-\r iri—ÄÄ‘ 
+ + + - 
da  die  aus  der  Interpretation  der  drei  übrigen  Paare  Gleichungen 

a — c‘  c = a‘  c ~c' 
b=d'  d—b'  d — d‘ 

bei  vierfacher  Bedeutung  der  n und  a‘  sich  ergehenden  4x3=12 
Gleichungen  -Paare  respective  mit  den  vier  vorigen  identisch  sein 
würden,  die  12  übrigen  dagegen  der  lö,  aus  der  Combination  der 
vier  Doppelzcichcn  + der  Gleichungen 

, b -jV  tP—iA  — ly  j V" ir*-4A' 

(4)  

E h V E*-XB  =E‘  ±\T  E^—XB' 


hervorgehenden  Falle  keine  Asymptoten-Coincidirung,  sondern  ge- 
wisse andere  Zusammenhänge  der  beiden  Kegelschnitte  andeuten 
würden.  Sind  nun,  wie  in  unserer  Aufgabe  der  Fall  war,  die 
Coefticienten  AB(,DEE  alle  unbestimmt,  so  weiss  man  zwar  nicht, 
welche  die  vier  Combinationen  der  vier  IJoppelzeichen  der  Kadi- 
cale  seien,  welche  die  Gleichungen  (4)  zum  Ausdruck  des  Be- 
sitzes einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  machen;  man  weiss 
aber,  dass  nicht  alle  sechszehn  (.'ombinationen  zugleich  als  zur 
gesuchten  Antwort  gehörig  betrachtet  werden  können;  sodass  es 
zwar  erlaubt  ist,  die  Zeichen  der  in  a und  a'  verkommenden  zwei 
Kadicale  als  zweideutig  zu  betrachten  und  die  Gleichung 

DlSf  l)~ — XA  = ß‘±V  ß2— 4/1' 

als  das  =0  Sein  des  Productes  der  vier  Functionen 

D —B  \ \ W'1 — XA“ — V D1— XA 

U'~I)  | S ir^XÄ  1 V «2-4.1 

i>-h  Mm-XA- V* Lfl-XA 

ir~DSrl)  i—XA‘  f V IP-XÄ 

d.  h.  nach  Entwickelung  als 

(A'-A)*=(D'—D)(A1D—AD1) 

r 

zu  betrachten,  die  Zeichen  aber  der  übrigen  Kadicale  alsdann 
nicht  mehr  willkiihrlich  sind,  und  es  daher  nicht  erlaubt  ist,  auch 

22  * 


Digitized  by  Google 


328 

die  andere  Gleichung  io  ähnlicher  Weise  rational  zu  machen,  und 
' die  Gleichungen 

(5)  (B'-B)*=(E'—E)(B‘E-BE') 

als  diejenigen  zwei  Gleichungen  zu  betrachten,  welche  in  ' erbin- 
düng  mit  den  zwei  Gleichungen  (3)  die  Antwort  auf  unsere  Auf- 
gabe IV.  darstellen  sollten.  Denn  es  wurden  diese  Gleichungen 
(5)  alle  16  Comhinationen  der  Doppelzeichen  der  Gleichungen  (4) 
darstellen,  und  daher  eine  Eigenschaft  ausdrücken,  welche  nicht 
nur  den  Kegelschnitten 

(2z:+3^  + 1)  (4a:  + 5y+l)— I2=&ra+I5y’  + 22j-y+&r+8y— 11=0 

(2  x+%  + l)(6.r  + 7y  + 1)— 1 1 = 12j:*+2ly*-f  31ry  + &r+10y-10=0 

« 

zukäme,  sondern  auch  den  Kegelschnitten 

(2jr+3y  + l)(4,r  + 5y  + l)— 12==8i*  + 15y4  + 22xy +6.r +8y-ll  =0 
(2.r  + 4y  + 1)  (6*  + 5y+l) — 1 1 = 1 2i*+ 20y4  + 34a-y  + 8x+ 9y-10=0 

welche  statt  des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  du 
Eigenscheft  besitzen. 

Es  sind  die  beiden  Gleichungen  (4)  auch  unter  anderer  For« 
darstellbar,  welche,  obsebon  weniger  einfach,  in  gewissen  Fäll« 

.1  c 

jedoch  nützlich  sein  kann.  Da  nämlich  A = ac,  so  ist  -=^j,und 
daher  _ 


1 DA-XA 

D±>nfi-*A  A 

Trgnsformiren  wir  in  ähnlicher  Weise  die  drei  Functionen 
E*—4B  D'±*f  l)'l—ÄA‘  E+V  E^-AB', 
so  nehmen  die  Gleichungen  (4)  folgende  Gestalt  ao: 

IP-XÄ  D+  V ü*2-iA‘ 

A ~ A 

(6)  

E + VA2— 415  _E'±\r E^—iB1 
B Bf 

Es  sind  diese  Gleichungen  (4)  oder  (6)  Resultante -Gleicbnngw 
der  beiden  (3)  und  der  noch  zu  findenden,  bei  jeder  Coefticienteii- 
Wahl  zur  Asymptoten-Concidirung  erforderlichen  Gleichungen 
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y(aßyöti;  a'  ß'  y'  6‘  i'  J*)  = 0 
X(aßyöii  a'ß'y'i'e'£‘)=0. 

Wir  können  daher  jedes  andere  Paar  Resultante  • Gleichungen 
der  nämlichen  vier  Gleichungen,  statt  der  beiden  Gleichungen  (4) 
oder  (6),  als  die  Gleichungen  unserer  jetzigen  Antwort  betrachten, 
d.  b.  »vir  können  dje  Gleichungen  (4)  oder  (6)  mittelst  der  Glei- 
chungen (3)  transformiren,  und  zw*ar  nicht  nur  durch  eine  blosse, 
aus  der  Entwickelung  als  erlaubt  »ich  ergebende,  Aendernng  der 
Art  des  Zusammenhanges  der  Grössen  AA'DD“,  «ie  diejenige 
der  (4)  und  (6),  sondern  auch  durch  solch  eine  Aenderung,  wobei 
i.  B.  die  unter  der  Form 


f (AA'DD  ) = 0 

gegebene  Gleichung  (4)  oder  (6)  von  den  Grössen  D und  D'  he 
freit  und  zur  Form 


¥(ABCE  A‘BCE')  = 0 N 

gebracht  würde.  Umgekehrt  kann  es  sich  daher  auch  sehr  wohl 
ereignen,  dass  man  mittelst  einer  anderen  Methode,  ohne  dass 
darum  ein  Fehler  in  die  Rechnung  eingeschlichen  wäre,  ein  von 
den  Gleichungen  (4)  oder  (6)  verschiedenes  Paar  Gleichungen 
zur  Antwort  bekommen  hätte.  Wie  z.  B.  der  Fall  gewesen  sein 
würde,  wenn  wir  zur  Erlangung  des  Zusammenhanges  t-)>  statt 
dessen  dass  wir  die  Gleichung  C—ad  -f  bc  unbenutzt  gelassen 
und  uns  nur  der  Nr.  t),  2),  4),  5)  bedient'hatten,  uns  auch  der  Glei- 
chung C — ad  -f-  bc  bedient  hätten,  und  daher  o als  Function  der 
vier  Grossen  AB  CE  bekommen  hatten. 

Da  unsere  nach  der  vorigen  Methode  erhaltene  Antwort 
irrational  war  und  nicht  rational  gemacht  werden  konnte,  ohne 
Mehrere»  als  die  gefragte  Antwort  auszudrücken,  so  wollen  wir 
versuchen,  mittelst  einer  anderen  Methode  eine  Antwort  rationaler 
Form  zu  bekommen.  Wir  wollen  wiederum  die  vorige  Coeflicien- 
ten-Wahl  nehmen , d h.  wo  die  Coeflicienten  den  Bedingungen  (3) 
unterworfen  sind.  Es  ist  daher  der  erste  Kegelschnitt  unter  der 
Form  (I) 

Ax2  \ By1  -f-  Cxy -f-  Dx+Ey  + F=  (ax  | by\\)  (ca-  -f  dy  + l)  + e=0 

und  der  zweite  Kegelschnitt  unter  der  ähnlichen  Form 

A‘x*  f B‘y‘2\  Cxy  f D’x+E'y  F F'=(a'x  )b'y  + I )(c'zfd'j  f I j+«'— 0 

darstellbar,  statt  der  wir  jedoch,  mit  Inachtnehmung,  dass  die 
Griisseu  a'  und  /»',  sollen  die  beiden  Kegelschnitte  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  halten,  respective  mit  den  Grössen  a und  6 
identisch  sein  müssen,  folgende  Form  nehmen  wollen: 

A'x"1  p B'y1  f Cxy  f Dx  f E'y  f F‘~(ax-\-by  f l)(c'x  f d'y + 1)  + «'=0 

Entwickeln  wir , so  ergibt  sich,  dass  die  zehn  t'oeflicieoteu 
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ABCOE  A BCD  E- 

den  vier  Bedingungen  unterworfen  sind,  dass  sic  io  den  sechs 
Grossen  abcac'd'  müssen  ausgedrückt  werden  können,  und 
zwar  durch  die  zehn  Gleichungen 

A—ac  B—bd  C—a<l-\  bc  D — a | e E — b+d 
A‘=ac'  B‘~bd‘  C—ad\bc‘  I)'=  a \-c“  E“ —b^d‘ 

so  dass  sie  Zusammenhängen  durch  die  vier,  aus  diesen  zehn 
Gleichungen  durch  Elimination  der  a b c d e1  d‘  zu  bekommen- 
den Gleichungen,  zu  deren  Erlangung  wir  die  vier  letzten  Glei- 
chungen contbiniren,  und  aus  ihnen 

c‘ — c = I)' — T)  d' — d — E‘ — E 

erhalten  könnten,  deren  Verbindung  mit  den  vier  ersten  uns 

A‘--A  = u(D‘—0)  B' — B — b(E' — E) 

würde  gegeben  haben ; und  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden 
Werthe  der  a und  b mit  ihren  nach  der  vorigen  Methode  be- 
kommenen Wertheu  (2)  resjiective  identificirtcn , so  erhielten  wir 
die  Gleichungen 

(7)  ^~=D^lW-JÄ  Srfy-4B 

welche  jedoch  von  den  Gleichungen  (4)  und  (ti)  nur  der  Fora 
nach,  nicht  wesentlich  verschieden  sein  würden,  da  sich,  durch  Ratio 
nalmachung  aus  ihnen  ergäbe 

{A'-A—l)(l)‘-  D)}*=(ü'--D)*x(ir*-4A) 
f B-B-  E(E'-E)\-~(E'-  Efx(E*--lB) 

9 

d.  h.  nach  Entwickelung  die  Gleichungen  (5).  Die  beiden  dage- 
gen bisher  unbenutzten  Gleichungen  liefern  uns: 

C=„rf+Jc=„(  f)+»(j), 

('—  ad  -f  bc  = a(E — b)  -\b(D — n)—aE  -f  bl) — -ab , 

C=-ad'  -f  bc‘  = a(E' — b)  + b (D'—a)=aE‘  ■ f bW — 2ab, 

C=ar/  + bc.~(B—c)d  + (E — tl)c=dl)  + cE — 2 cd, 
r = ad‘  + 6c'=(ö'— c’)d‘  + (E‘~A‘)&  = d‘D‘  + &E'~  Ic'd' 
u.  s.  w. 

und  wenn  wir  hierin  die  Werthe 
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A‘—  A , B'-B  , A‘  A'dT—D)  „ B'  B'(E'~ E) 

n — iy—D  b—  E'—E  c « A'-.l  d — b~  B'—ß 

euhstituiren , so  bekommen  wir  für  die  gesuchten  zwei  Gleichun- 
gen unserer  Antwort  entweder  die  Gleichungen 

(A‘-A)  (ß‘—ß)(D'~D)(E'-E)(0 
. C‘ 

, = (A'-Af  <£'—£)*  (ß)  + (ß<— £)*  (D‘-D)i(A) 
l — ^ 

■ oder  aber  die  Gleichungen 

(A‘-A)(E'-E)(E)  + (B'-B)  (D'-D)(D) 
E‘ IV 

=(jy—H)  (E'—E)(C)  + 2{A'-A)  (B'-B) 

c 

oder  endlich,  wenn  keine  der  vorigen  Formen  uns  gefällt,  die 
Gleichungen 

(A'—A)(E'-E)(BD)  + (B'-B)  (/>'—»)  (AE) 
i ßjy A'E' 

-(A‘—A)(B'-B)(C)  + (D'—D)  (E‘—E)(iAB) 

— C ’IA'B' 

welche  Gleichungen  alle,  obwohl  unter  rationaler  Form  dargestellt, 
nur  denjenigen  Kegelschnitten  zukommen,  welche  eine  gemein- 
schaftliche Asymptote  haben,  nicht,  wie  die  Gleichuugen  (5),  auch 

denjenigen,  welche  die  Eigenschaft  besitzen.  Denn  hätten 

wir  die  Grössen  n‘  und  d'  den  Grössen  a und  d,  statt  a‘  und 
6'  den  n und  b,  respective  identisch  gesetzt,  so  batten  wir 

A'-A  , B'-B  , B B(E‘ — E) 
u—  E‘-E  b—d~  B'—B 

bekommen,  deren  Substitution  in  irgend  zwei  der  Werthe  der 
C und  C uns,  weil  nur  der  Werth  des  a mit  dessen  früherem 
Werthe  identisch  ist,  die  der  6 und  d dagegen  von  deren  früheren 
Werthen  verschieden  sind,  niemals  zwei  der  Gleichungen  (8)  hätte 
liefern  können,  sondern  uns  z.  B.  die  zwei  folgenden 

(A  —A)(B'—B)(D‘—D)  (E‘—E)  (O 

• ; O 

=(A ' -A)*(B‘—B)*-\  (D'-D)*(E'-E)*  ( AB) 

— — — A'B' 

geliefert  haben  würde. 

Aus  unseren  auf  die  Aufgabe  IV’.  bekommenen  Antwortaglei 
chungen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  oder  (8)  wollen  wir  jetzt  die  Aut- 
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wort  zur  allgemeineren  Aufgabe  Hl.  herzuleiteu  suchen.  Nehmen 
wir  also  an,  dass  die  Gleichung 

| ßy2  + yxy  + äx  + ey  + t=0 

eines  der  Kegelschnitte  der  Aufgabe  III.  solche  Coeflßcienten 
hätte,  welche  der  Bedingung  (3)  unserer  vorigen  foeflicienten- 
VVabl  nicht  genügten,  so  können  wir  immer,  durch  Multiplicirung 
aller  t'oeßieienten  mit  einem  unbestimmten  Factor  A",  uns  eine 
neue  Function  zweiten  Grades  denken,  deren  Coefticienten  der 
genannten  Bedingung  genügten,  d.  h.  so,  dass  man  identisch 
hätte 

aXx2-l-ßXy2  -FyAxy-fdA.r+eA^-|-{A=  («:«•  + by  \ l)(cx+dy+l)  -fr 
Durch  Entwickelung  ergibt  sich 

aX=ac  ßX  —öd  yX=  ad  -f  6c  d.V  — o }c  tX —b\d, 


woraus  man 


N= 


f—iaß_ 
ySi — ßd2 — ui1 


als  denjenigen  Quotienten  bekommt,  welcher,  hei  jeder  beliebigen, 
die  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (1)  besitzenden  Function  zwei- 
ten Grades 


«j-*  + ßy*  + yxy  + Az + ty  -f  t— 0 

den  Werth  = 1 hat,  bei  jeder  beliebigen  dagegen  dieser  Darstell- 
barkeit  ermangelden  Function 

ecr2  | ßy2  \ yxy  f Sx  f ty  | J O 

allen  Coefficienten  vorher  als  Factor  zugefügt  werden  muss,  am 
der  Function  die  Darstellburkeit  (I)  zu  geben.  Substituiren  wir 
also  in  zwei  der  z.ur  Aufgabe  IV.  erhaltenen  Antwortsgleichunzen, 
z.  B.  in  den  Gleichungen  (C),  statt  ABBE  A'B'D'E'  respective 

aA*.  ßN,  SX.  tN,  a'A",  ß‘X\  ö'X',  t'N', 

d.  h. 

a(y2 — iaß)  ß(y2 — Actß)  a'(y'2—Aa‘ß') 

yic  - ßd2—ai2’  ydi-ßP-at2  S'  W>  " y' 6't‘ -ß'i^^VF2  u-s  w 

so  sind  die  nach  gehöriger  Entwickelung  sich  ergebenden  Glei- 
chungen : 
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ö \'y*—4aß  dl  (yd— 2«*)  _ 6'  Vy*-4a'ß,±(y'8' -2cV  ) 
aVf—4aß  ~ a'\y"i—4arß‘ 

t\ry*—iaß  + (ye-2ßä)  t‘Vy*~4«'ß'±  (/i'—2ß'i') 

ßVy^Taß  _ /j-v1  /*— 4o'/J' 

diejenigen,  welche  die  gesuchte  Antwort  zur  Aulgabe  IJI.  ausma- 
clien,  d.  h.  welche  genügen,  um  jedem  Systeme  zweier  beliebigen 
Kegelschnitte 


«■  f ßy2  + yxy + ix  -f  hj  + j=  0 , 

«'**  + 0'jt2  + y'-ry  + i'x  F i'y  + r=0 , 

man  möge  nun  ihre  sechs  und  sechs  CoefDcienten  mit  jedem  be- 
liebigen Factor  multipliciren,  jedesmal  aufs  neue  die  Eigenschaft 
des  Besitzes  einer  gemeinschaftlichen  Asymptote  zu  verschaffen. 
Hätte  die  andere  Antwortsform  (4)  der  Aufgabe  IV.  die  nämliche 
V erallgemeinerung  erlitten,  so  hätten  wir  die  Antwort  der  Auf- 
gabe III.  in  folgender  etwas  weniger  einfachen  Gestalt  bekommen: 

d V~yg  — laß  J;  (yd— 2ct)  6‘  \ry‘~—4a'ß'A:(y'&‘ — 2a' t') 

[yit—ßö-t-ai*)  \ry*—iaß  ~ (y'ö'i'— ß'ö'Z—ä'e^V  y'*  - 4 a'f 
I V 'yt — ictß  4-  (yt- 2ß6) t'V~^-4^ßr±(y‘t'~2ß'd') 

(yte — 1 3<52— k£2)V"  y*—-4aß  (•/$'e'—ß'd'2—a't'2)\ryi*—4a'ß' 

Welche  aber  der  Antwortsformen  (4)  oder  (6)  oder  (7)  man  auch 
gewählt  hätte,  immer  würde  es  uns  nicht  erlaubt  sein,  die  durch 
Verallgemeinerung  sich  ergebenden  Gleichungen  ohne  Aenderuno- 
der  Bedeutung  beide  zugleich  rational  zu  machen,  aus  der  näm- 
lichen  Ursache  , wesshalb  die  Gleichungen  (4)  oder  (6)  oder  (7) 
selbst  nicht  beide  zugleich  rational  gemacht  werden  dürfen.  Wol- 
len wir  daher  die  Antwort  zur  Aufgabe  III.  in  rationaler  Form 
bekommen,  so  müssen  wir  in  irgend  einem  der  Gleichungen- Paare 
(8)  die  Coefticienten  AA'BB ' u.' s.  w\...  durch  die  allgemeineren 

a(y*~iaß)  a'(y^—4a'ß')  ß(y2—4aß) 

ySt—ßd* — rr;2  ’ yS'i' — ß'6‘<i—a't'’1  ’ ydc — ßä* — at*  ’ u‘  s’  w‘ 

ersetzen  , woraus  sich  ein  Sy'stcm  zweier  verwickelter 
Formeln  ergibt,  deren  Entwickelung  hier  füglich  unterwegs  bleiben 
darf. 


Wir  wollen  jetzt  nochmals  die  gefragte  Antwort  auf  die  Auf- 
gabe III.  zu  bekommen  suchen,  diesmal  aber  mittelst  einer  an- 
deren Coefficienten-Wahl.  d.  h.  mittelst  der  Lösung  einer  anderen 
intermediären  Aufgabe  IV.  Es  sollen  nämlich  die  zwölf  Coef- 
ncienten 

ABCDEF  A B CTTE  P 

J®!*!  nicht  den  Bedingungen  (3).  sondern  den  Bedingungen  A — I 
A'  = l unterworfen  sein  und  sich  daher  auf  zehn  reduciren.  Neh- 


Digitized  by  Google 


334 


men  wir  jetzt  die  erstere  unserer  beiden  Gleichungen,  so  können 
wir  immer  identisch  setzen 

x*+Zty®  + Cxy  \ Dx\Eij  f F~  (x  Ypy\q)  (x  + my  4 n)  + r, 

und  zwar  ohne  dass  wir  die  Coefiicienten  BCDEF  irgend  einer 
neuen  Bedingung  zu  unterwerfen  brauchen;  welches  letzte  dage- 
gen der  Fall  gewesen  sein  wurde,  wenn  wir  unsere  Gleichung 
der  Darstellbarkeit  unter  der  Form  (1)  unterworfen  hätten.  Durch 
Entwickelung  ergibt  sich,  dass  die  vier  Coefiicienten  BCDE  in 
den  vier  Grossen  p q m n durch  die  Gleichungen 

B — pm  c=p  + m D = qFn  Ez=pn-{-  qm 

und  daher  umgekehrt  die  Grössen  p q m n in  den  Coefficieuten 
durch  die  Gleichungen 

m=r2(CT  VC»-4Ä)  n = 

ausgedrückt  werden.  Setzen  wir  ebenso 

x*  + B'y1  + Cxy  + D'x  + E’y  + F‘= (x+p'y +q‘)(x  + m'y  +n')+r’, 

so  ergiiit  sich,  als  die  zum  gemeinschaftlichen  Besitze  einer  Asymp- 
tote nothweodige  Bedingung,  das  Stattfinden  des  einen  oder  de» 
anderen  der  vier  folgenden  Gleichungen  - Paare 

p—p'  p—  m‘  m — p‘  m = m‘ 
q — q'  q — ri  n — q‘  n =n' 

d.  h.  das  Stattfinden  der  beiden  Gleichungen 

G’±V"  C*-\B  = C iV  ^-4Ä' 

DV  Cl-ABHCD-1E)  D‘\fC*-AB‘\ACn-‘lE)  1 
Vttj/i  ~ WC ^ÄB' 


bei  irgend  einer  von  vier  gewissen  aus  den  sechszehn  möglichen 
Combinationeu  der  in  ihnen  vorkommenden  Doppelzeichen  i. 
Ersetzen  wir  nun  in  diesen  Anwortsgleichungen  unserer  jetzigen 
Aufgabe  IV.  die  Coefiicienten  BB'CC'  u.  s.  w.  respective  durch 

- u.  s.  w.,  so  bekommen  wir  die  Antwort  der  Aufgabe  III. 

a er  a er 

unter  folgender  Form: 


Digitized  by  Googiel 


335 


yjV ya — 4aß  _ f ±Vy'2—4a'ß' 
a o“ 

ö V~ya  — laß  4h  (yS—2ae) ö‘  \ry’~ — ia'ß'Jjiy'i' — äaY) 

c V ya — daß  a'yry2 — 4a' 3' 

Hätten  wir  diejenige  CoeOicienten-Wahl  genommen,  wo 
*1=1  /4'=1,  sondern  IS  = I Ä'  = l,'so  hätten  wir  durch  eizse 
ähnliche  Argumentation  die  Aut«  ort  auf  die  Aufgabe  III.  unter  <i« 
Form  " 


y+W2- 4aß  /Jb  Vy'2 — 4a'jS' 

0 “ ^ 

f V y*^4aß±(yi—2ß3)  _ tY  y'2— 4&7^;j:(y,t'— 2j3*d') 
ß V y*=4«0  ~ ß'  y^y*—4a'ß' 

bekommen,  wobei  jedoch  in  beiden  Fällen  zu  beachten  ist,  dass 
zwar  eine  beider  Gleichungen,  z.  B.  die  erstere,  rational  gemacht 
und  zur  Form 

(9)  (a'y  -ay')  (ß'y-ßy1)  + (a'ß-aß'f  = 0 

gebracht  werden  darf,  die  gleichzeitige  Rationalmachung  aber  der 
anderen  nicht  erlaubt  ist. 

Da  jede  unserer  beiden  letzten  Coefticienten- Wahlen  eine 
unsymmetrische  war,  d.  h.  eine  andere  in  Bezug  auf  A,B,D,E, 
als  in  Bezug  auf  Ji,A,E,I).  so  bekommen  wir  in  diesen  beiden 
Fällen  die  Antwort  der  Aufgabe  III.  in  unsymmetrischer  Form. 
Und  zwar  bekommen  wir  jedesmal  nur  eine  der  beiden  Gleichun- 
gen , welche  die  nach  der  vorigen  .Methode  bekommene  symme- 
trische Antwortsform  der  Aufgabe  III.  ausmachten.  Die  andere 
unserer  jetzigen  Gleichungen  drückt,  wenn  wir  die  Cotangenten 
der  zwischen  der  Coordinaten  - Axe  y—0  und  den  Asymptoten  der 
Kegelschnitte  begriffenen  Winkel  p nennen , die  Bedingung  aus, 
dass  sowohl 

y+  V y2—4aß 

Ta 

als  auch  (10) 

y±V7c=Mß‘ 

^ *2a' 

d.  h.  die  Bedingung,  dass  eine  der  beiden  Asymptoten  des  ersten 
Kegelschnitts  eine  des  zweiten  zwar  nicht  decke,  aber  doch 
ibr  parallel  laufe,  d.  h.  die  Bedingung,  dass  von  den  vier  Durch- 
schnittspunkten der  Kegelschnitte  einer  unendlich  vom  Coordina- 
ten - Ursprung  entfernt  sei. 
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Eine  andere  Methode,  die  Aufgabe  111.  zu  lösen,  ist  folgende: 
Stellen  wir  uns  die  gegebene  Frage  111.  unter  folgender  etwas 
veränderten  Form  vor: 


V.  Aus  allen  den  individuellen  Kegelschnitts-Paaren,  welch« 
man  bekommt,  wenn  man  im  Ausdrucke 


+ ß'ß  + '/*!!  1 + fy+  f=0 

n'.rs  | ß'y‘2  + y‘xy  \ d'j  + t‘y  + £-  = 0 

den  Coeffirienten  a,  ß,  u.  s.  w.  ...  a‘,  ß' , u.  s.  w.  alle 
möglichen  reellen  Werthe  zuertheilt,  diejenigen  auszusuchen, 
denen  die  Eigenschaft  des  gemeinschaftlichen  Besitze« 
einer  Asymptote  zukommt? 

Um  nun  zur  vollständigen  Antwort  dieser  Frage  V.  zu  gelangeo, 
d.  h.  zu  einem  Ausdruck,  welcher  alle  die  eine  gemeinschaftliche 
Asymptote  besitzenden  Kegelschnitts- Paare  enthält , wollen  wir 
von  einer  particulgreo  Lösung  ausgehen,  d.  h.  von  einem  nur 
einige  dieser  Kegelschnitts -Paare  darstellenden  Ausdruck,  z.  B. 
vom  Ausdruck 

(y)  (gx  + hy  + 1)  + k~gxy  1 -hg*  -f  y + A=0 
(y){g‘x  \ h‘y  + 1)  f k'—g'xy  f h'g* 


welcher,  wenn  man  den  Grössen  g h k g‘  h‘  k'  alle  mögli- 
chen Werthe  zuertheilt,  alle  möglichen  Kegelschnitts- Paare 
ausdrückt,  welche  die  Coordinaten-Axe  y = 0 zur  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  haben  und  daher,  ausser  den  geforder- 
ten zwei  Bedingungen  der  Asymptoten  - Coincidirung,  auch  noch 
den  zwei  anderen  unterworfen  sind,  dass  die  gemeinschaftliche 
Asymptote  senkrecht  zur  Axe  j:=0  laufe  und  dass  sie  den  Coor- 
dinaten-Ursprung  durchstreiche.  Es  enthält  nun  aber  der  erstere 
der  Kegelschnitte  unserer  particulären  Lösung  nur  drei  Unbestimmte 
g h k,  und  ist  daher,  da  ein  allgemeiner  Kegelschnitt  deren 
fünf  enthält,  5 — 3=2  Bedingungen  unterworfen,  nätnlich  dass  eine 
ihrer  Asymptoten  senkrecht  zur  Axe  .r=0  laufe  und  den  Punkt 

y = Ü *lurchstreiche,  d.  h.  es  sind  ihre  durch  Entwickelung  sich 
ergebenden  Coefficienten  nicht  die  allgemeinen  der  Gleichungsform 

+ y ry  \ d.rfty  K = 0, 


sondern  zweien  (Bedingungen  unterworfen  , und  zwar  zweien  von 
der  Coeflieienten - Wahl  unabhängigen:  erstens  nämlich  dass  o=0,  i 
zweitens  dass  die  Tangente  des  zw  ischen  der  Asymptote  und  der  Axe  j 

y=0  begriffenen  Winkels  sowohl  = — als  auch 


—y+STyt—iaß 

sei,  d.  h.  dass  man  habe  «(2-f05a=yät,  d.  h.  dass  die  Darstell- 
barkeit  unter  Form  (1)  im  Allgemeinen  unmöglich  sei.  Und  auch 
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der  zweite  Kegelschnitt  der  particulnren  Lösung  ist  zweien  ähn- 
lichen Bedingungen 

a'  =0  und  y'i't'  — /J'd'4  — a'f'*  = ü 

unterworfen.  Es  war  aber  in  der  Frage  V.  nach  einem  Systeme  zweier 
Kegelschnitte  gefragt,  deren  jeder  au  sich  ganz  allgemein  wäre, 
soaass  nur  das  ganze  System  sich  durch  den  Besitz  einer  gemeinschaft- 
lichen Asymptote  specialisirte.  Soll  daher  uusere  particuläre Lösung 
die  vollständige  Lösung  der  Frage  V.  werden,  so  müssen  wir 
jedem  beider  Kegelschnitte,  damit  sie  die  allgemeine  werde,  zwei 
Unbestimmte  zu  ihren  drei  vorigen  hinziifügen,  d.  h.  wir  müssen 
sie  betrachten  als  einen  specicllen  Fall  eines  allgemeinen  Kegel- 
schnitts, welche  aus  dem  primitiven  durch  eine  in  zweifacher  Hin- 
sicht unbestimmte  Transformation  entstanden  sei.  Wir  würden 
aber  aut  diese  Weise  dem  Systeme  2x2  = 4 Unbestimmte  hin- 
zulügen,  sodass  es  6+4=10  d.  h.  die  zum  Ausdruck  eines  allge- 
meinen Systems  zweier  Kegelschnitte  nothwendige  Anzahl  von 
‘2x5  Unbestimmten  bekäme  und  daher  keineswegs  die  in  der 
Frage  V.  gefragten  speciellen  Systeme  von  Kegelschnitten  aus- 
drücken  würde.  Wir  müssen  daher  nicht  jeden  Kegelschnitt  an 
sich,  sondern  beide  zugleich,  mit  Beibehaltung  ihrer  relativen  Lage, 
verallgemeinern  durch  eine  zwei  Unbestimmte  & % enthaltende 
Transformation,  wodurch  wir  die  Lösung  der  Frage  V.  d.  h.  den 
•5+2=8  Unbestimmte  enthaltenden  Ausdruck  eines  den  10—8=2 
Bedingungen  der  Asymptoten-Coincidirung  unterworfenen  Systemen 
zweier  Kegelschnitte  bekommen.  Und  um  hiervon  zur  Lösung 
der  Frage  III.,  d.  h.  um  vom  Ausdrucke  selbst  zum  Zusammen- 
hänge seiner  CoefTicienten  zu  gelangen,  stellen  w ir  die  zwölf  Cocf- 
ficieuten  unseres  erhaltenen  Ausdrucks  respcctivc  den  zwölf 
Coeflicienten  eines  allgemeinen  Systems  zweier  Kegelschnitte  gleich; 
wobei  jedoch  zu  beachten  ist,  dass  die  zwei  Gruppen  der  sechs 
CoefBcienten  unserers  Ausdrucks,  weil  sie  jede  mit  einem  gemein- 
schaftlichen Factor  multiplicirt  werden  dürlen,  nicht  die  allgemeinen 
der  Aufgabe  III.,  sondern  die  bestimmten  der  Aufgabe  IV.  sind, 
und  daher  den  zwölf  CoefTicienten 

ABCDEF  A'B'CD'E'F' 

eines  bei  irgend  einer  bestimmten  Coeflicienten  • Wahl  stattfinden- 
den Ausdrucks 

Ax2  + By* Cxy -{■  Dx  + Ey  + F=0 
A'x2  + B'y2  f Cxy\  D x + E'y+F'= 0 

zespective  gleichgestellt  werden  müssen,  aus  welchem  System 
von  zwölf  Gleichungen  wir  durch  Elimination  der  acht  Grössen 
sM.ff’h’ls'  0 x die  verlangten  vier  Gleichungen  zwischen  den  zwölf 
CoefBcienten 

ABCDEF  A B CDE  F, 

d.  h.  die  Lösung  der  jedesmaligen  Frage  IV.  bekommen;  woraus 
alsdann  weiter,  wie  früher,  die  Antwort  der  Aufgabe  III.  abgeleitet 
werden  muss. 
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Es  ist  aber  wohl  zu  beachten,  dass  nicht  jede  beliebige,  zwei 
Unbestimmte  enthaltende.  Transformation  dazu  geeignet  ist,  unsere 

Sarticuläre  Losung  der  Frage  V.  in  die  vollständige  abzuändern. 

ehnien  wir  z.  11.  diejenige  Transformation,  wobei  die  älteren 
Coordinaten  x und  y respective  durch  neuere 

x'— iccdsd— ysind-F  A y'=xsinö-Fycos# 

ersetzt  werden,  so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(Asin2ff  -Fysinrlcostfyz®  + (AcosJ# — ysinöcosö)  y* + [y  (cos*#— sin5#) 
-F  2Asin#cos#]xy  + T(yi+1)  (sin#)x  + (yl-J-l)(cos#)y+A=0 

(A'sin*#  F.^sin#cos#)xI-F(A'cos2# — y'sin^eosöjy2  F [yTcos*# — sin5#)] 
-F 2A'sin#cos#]xy  -F  ....-F(y'A-Fl)(sin#)x  -F  (y'A  Fl)  (cos#)y  + A'=0 

und  wenn  wir  die  so  bekommenen  zwölf  Goeflicienten  respectivt 
den  zwölf  Cuefticienten  AA'BB'  u.s.w.  gleichstellen,  bekommen  wir 
unmittelbar 


D 


D- 


£—  d-  **. 


DE—VE^  0 


d.  h einen  Coeflicientenzusaminenhang,  welchen  wir  durch  keine 
der,  vorigen  Methoden  als  der  Eigenschaft  der  Asymptoten-Coinci 
dirung  zukommend  gefunden  haben ; und  doch , wenn  er  wirklich 
ihr  zukäme,  hätte  er,  da  er  ein  von  der  Coeflicienten -Wahl  unab- 
hängiger ist  und  daher  durch  dt'—  (Vf  — 0 dargestellt  werden  kann, 
entweder  eine  der  Gleichungen  (11)  oder  doch  eine  Kesultantr 
dieser  beiden  Gleichungen  sein  sollen.  Es  ergibt  sich  dann  auch 
bei  näherer  Betrachtung,  dass  wir  nicht  die  vollständige,  sondern 
eine  neue  particuläre  Lösung  der  Frage  V.  bekommen  haben,  s#- 
dass  unsere  Gleichung  dt' — d'f  =0  nur  denjenigen  Kegelschnitts- 
Paaren  zukommt,  welche,  ausser  den  beiden  FÜgenschaftcn  der 
Asymptoten-Coincidirung,  noch  durch  eine  dritte  Eigenschaft  speci- 
alisirt  sind.  Es  ist  nämlich  unsere  Transformation  zu  betrachten 
als  eine  Translation  der  primitiven  Figur  parallel  der  Axe  y=0, 
d.  h.  als  eine  Ersetzung  der  x und  y durch  neue  Coordinaten 
xf  zu  jr  ~ t ^ ^ 

' , der  eine  Umdrehung  um  den  Coordinaten  - Ursprung. 
. h.  eine  Ersetzung  der  x und  y durch 

x‘  — xeos# — t/sinö 
»/' = .rsin#  Fycostl 


nachgefolgt  wäre.  Es  ändert  nun  aber  die  erstere  dieser  partiel- 
len Transformationen  die  gegebene  particuläre  Lösung  io 


^(y*  + 1*-*"  y*  + i y + 0 + yA+1 


=0 
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W + ^X+T=0 

d.  h.  in 


(y)(,/x  + A".V  + l)  + A"  = 0 
(y)  (f/"x  + k"'y  + 1)  + tf"  = 0 

und  ist  daher  eigentlich  nicht  als  Verallgemeinerung  zu  betrach- 
ten, sodass  die  ganze  Dop|tel-Transformaiion  als  aus  der  einfachen 
T ransformation 


x'  — XC08& — ysin# 
y'  = orsin  t>  -f  ycna9 

bestehend  und  daher  nur  eine  einzige  Unbestimmte  9 der  parti- 
culären  Lösung  zufiihrend  zu  betrachten  ist,  sodass  diese  particu- 
lare  Lösung  von  ihren  vier  Specialisirungshedingungen  nur  die 
einzige,  dass  die  gemeinschaftliche  Asymptote  senkrecht  zur  Axe 
x — Ö laufe,  verloren  hat,  die  zwei  Bedingungen  dagegen  der 
Asymptoten-Coincidirung  und  die  dritte,  dass  die  genieinschaltliche 
Asymptote,  d.  h.  die  Vereinigungs-Gerade  beider  Kegelsehnitts- 
Ceiitra,  den  Coordinaten- Ursprung  durchstreiche,  noch  behalten 
hat;  und  diese  dritte  Bedingung  wird  eben  durch  die  erhaltene 
Gleichung  äi1 — ö'i— —0  ausgedrückt. 


Wir  müssen  daher  die  Verallgemeinerung  auf  andere  Weise 
einrichten,  z.  B.  die  Translation  der  Umdrehung 


,r'= arcosff— ysinO 
y‘  = arsintt  -|-  ycos9 

nicht  vorausgehen,  sondern  folgen  lassen,  und  daher  die  Transfor- 
mation 

x'  = xcos9 — yain9  -f-  Xcob9 
y'  = arsind  Fycostf  + AsinO’ 


r'=or  + i 

benutzen;  oder,  wenn  wir  statt  der  Translation  y‘—y  r die  an- 
dere y'—y. j.  x nel,nien,  können  wir  diese  der  Drehung 


x'=x  cos9  — ysiut> 
y'=  x sin#  Tycos& 


entweder  folgen  oder  vorangehen  lassen.  Nehmen  wir  letzteren 
Fall  und  ersetzen  wir  daher  die  Coordinaten  x und  y unserer 
particulären  Lösung  durch  • 
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x'  = ,*co8#  — ysin# 
y‘  = 3:  sin#  + ycos#-f  x , 
so  bekommen  wir  den  Ausdruck 

(Asin2#  -f-ysin#cos#).T2-|-  (Acos2#— ^sin#cos#)y24-  [(/(cos2#— sin*#) 
+ 2Asin#cos#]_ryf + [(2Ax  -f-  i)sin#  + </xcos#] j 

+ [(2Ax  -f-  l)cos# — j/xsiu#]  y -f  (Ax2  -J-  x + A)=0 

. , « 

(A'sin2#  •f3r'sin#cos#).x2+(A,cos2#  -i/'sin#cos#)i/2f  [yXcos*# — sin*#) 

f 2A'sin#cos#];ry  + + [(2A'x  + l)sin#  j'xcos#]* 

+ [(‘2A'x  f l)cos#— (/'xsin#|y  + (A'xa  + xf  AJ)=0 

Multipliciren  wir  jetzt  Alles  mit  sin#,  setzen  wir  zur  Abkürzung 
cot"#  — n und  identiliciren  wir  unsere  zwölf  Coefticienten  mit 
den  Coefticienten  AA'BB“  u.  s.  vv.,  so  bekommen  wir  das  .System 
der  zwölf  Gleichungen 

h+gn  Aft2  —gu.  r_?fi*+2*p-? 

‘,-(p2+l)l  "-(p2+l)/  (#*+!)’ 

A'  l.7>  n.  *>*— gV  /„__gVH2A>— ff“ 

A - (u2  t l)t  " - (f.2  k 1)1  ° “ (p2+l)J 

(2Ax+l)+(grxp)  (2Ax+l)fi— (g*)  ,,  Ax2+x+A 

,«2+i  ^ #*+i  yjF+T 

^ (2A'x  + 1)  + (,9'xp)  r,  (-2A'x+l)p— (g'%)  n A'x*+x+? 

^ #Hl  1 ?+l  “F-  VW 

Sondern  wir  aus  den  vier  ersten  Gleichungen  die  Grössen  gg' kk 
ab,  so  bekommen  wir 

h={A+B)>f]P+i  h'=(A‘+B')\'^l 
(Afit—BiVp*  fl  , (A>2-B')Vrp2+ 1 

*7 # * = 7 

und  substituircn  wir  dieses  in  die  Werthe  der  C und  O,  so  ergibt 
sich 


r Au'VB  c A'yfl+B1 

f*  f* 

aus  welchen  Gleichongen  sich  die  beiden  Werthe  (10)  der  Grösse 
(i  und  daher  durch  deren  Gleichstellung  die  Gleichung  (9) 
ergibt.  Um  die  übrigen  Gleichungen  der  gesuchten  Antwort  iu 
bekommen,  nehmen  wir  aus-  den  zwülfGleicnungen  die  Nr.  (7),  (8), 
(9),  (10),  und  verbinden  sie  zu 
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p£  f />=2Ax  + 1 fiE'  + />*  = 2A'x  -f  1 

woraus  wir  bekommen 

ft£-|  £>— 1 _ ^ £'  f W — 1 

•2(^1  + ÄjVg’HFT  ~ K~2(A'^ß')V^+i 

und  wenn  wir  den  hieraus  sich  ergebenden  Werth  des  ft  dessen 
beiden  vorher  erhaltenen  Wertheo  (10)  respective  gleichstellen, 
bekommen  wir  zwei  neue  Antwortsgleichungen: 

!(/>'— I)  (A+B)-(D-\)  {A‘  \-B‘)  C±VÜ^-1ÄB 

E{A'+B-)-E'(A\B)  ~ . 2 A 

(D‘—lXA+B)-(D-l)(.A‘+B‘)  C+V  C*—AA'& 
IKA'+B‘)-£'(A  ^ß)  ~ 2A' 


Und  durch  eine  etwas  andere  Einrichtung  der  Elimination  könnten 
wir  diesen  drei  Gleichungen  leicht  noch  eine  vierte  hinzufügeu 
und  so  die  vollständige  Lösung  unserer  jetzigen  Aufgabe  IV.  be- 
kommen. Von  diesen  Gleichungen  ist  die  erste,  d.  h.  die  Glei- 
chung (9),  eine  von  der  Coeflicienten-Wahl  unabhängige;  die  übri- 
gen dagegen  linden  nur  bei  unserer  jetzigen  Cocllicienten  - Wahl 
statt.  Und  es  ist  diese  eine  von  den  vorher  benützten  verschiedene; 
denn  der  die  Natur  der  CoelBcienten  - Wahl  ausdrückende  Zusam- 
menhang zwischen  den  sechs  CoeTlicienten  einer  ivegelschnitts- 
gleichung  »st  hier  nicht  das  sich  zu  fünf  Reducireu  der  sechs 
* oefticienten  oder  die  Darstellburkeit  der  Gleichung  unter  der 
horm  (1),  sondern  es  ist  ihre  Entspringbarkeit  aus  der  Form 

(y)  (,9X  1 % + >)  + *=0 

mittelst  der  Transformation 

x‘  — xcos& — ysini> 
y'  = xsin&  j- ycosd-f-*, 

sodass  der  in  der  Antwort  angegebene  Zusammenhang  nicht  mehr 
--  wie  früher,  da  die  Gleichungen  (4)  die  Antwort  darstellten,  der 
l all  war  — den  CoefUcienten  der  Gleichungen 

(’ii+3y-|-l)  (4x+5y-t-l) — 12s8a:a  -f  15iy*  -f  ‘22xy  +6.z:+8y— 11  — 0 

(‘2x+3y -f  l)(6x+7^ T 1)  - 11  ==  I2.z*-f  21y*-f32xy-f  &z-f  lOy— 10=0 

aukommt,  dieser  Zusammenhang  (12)  dagegen  den  CoelBcienten 

2 

Jer,  durch  Multiplieirung  der  vorigen  Gleichungen  mit  sich  er- 
gebenden Gleichungen 

16  .x30  x12  x 16  22  « 

iS*  + 13»  + 13*»  + 13*  + 13»  ~ 13  =° 

Theil  XVI.  23 
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24 

13 


**  + 


42  „ 64  16  . 20  20  « 

fgy*  + 13  *9  + 13*  + 13y~  13  ' 


zukommt.  Wollen  wir  nun  weiter  aus  der  erhaltenen  Antwort 
zur  jetzigen  Aufgabe  IV.  die  zur  Aufgabe  III.  herleiten,  so  müs- 
sen wir  in  den  Gleichungen  (12)  nebst  zwei  anderen  bei  der  näm- 
lichen Coeftici enteil  - Wahl  stattfindenden  Gleichungen,  die  Coef- 
ficienten  AA' ßli'  u.  s.  w.  respective  durch  «rAT,  c'A',  0A,  (3‘A  , 
u.  s.  w.  ersetzen,  wobei  N und  AT'  respective  die  unbekannten 
Functionen  der  allgemeinen  Coeflicienten  aßyäet;  und  a'ß'y'6'i'J?  be- 
deuten , deren  jede,  wenn  sic  mit  den  sechs  Coeflicienten  irgend 
einer  beliebigen  Kegelschnittsgleichung  rnultiplicirt  wird,  diese  in 
den  Coeflicienten  unserer  jetzigen  Wahl  abändert;  aus  welchem 
Systeme  von  vier  Gleichungen  sich  alsdann  einerseits,  durch  Ab- 
sonderung der  Ar  und  A"',  der  Werth  dieser  unbekannten  Eactoren, 
andererseits , durch  Elimination  der  A und  A',  die  Antwort  der 
Aufgabe  III.,  d.  h.  die  gesuchten  von  der  Coeflicienten -Wald  <m 
abhängigen  zwei  Gleichungen  zwischen  den  Grössen  aßyiil 
a'ßy&i'S'  finden  Hesse. 


Bei  dieser  Methode  der  Lösung  der  Aufgabe  IV.,  wo  nur. 
sich  einer  gewissen  particulären  Lösung  als  Dülfsmittel  zur  Er- 
langung der  vollständigen  bedient,  fängt  man  nicht,  wie  bei  det 
vorigen  Methoden,  damit  an.  »ich  irgend  zwei  bestimmte  Coeffi- 
cientcn-Gruppcn  auszuwähleu;  man  lässt  vielmehr  die  Coefiicier 
ten-Wahl  unbestimmt,  bis  man  die  vollständige  Lösung  der  Frage 
V.,  d.  h.  den  Ausdruck  der  verallgemeinten  Kegelschnitte  bekom 
men  hat.  Und  jetzt  erst  wählt  man  sich  eine  bestimmte  Art  d« 
Coeflicienten  aus,  je  nachdem  man  die  erhaltenen  Gleichung« 
unverändert  lässt  oder  aber  sie  mit  einem  oder  anderen  Factor 
rnultiplicirt.  Hätten  wir  z.  B.  unsere  Antwort  zur  Frage  V.,  statt 
sie  mit  sind  zu  multiplicircn , ungeändert  gelassen  oder  aber  sie 
durch  sind  oder  sin2d  u.  s.  w.  dividirt , so  hätten  wir  statt  (12) 
andere  Gleichungen  bekommen. 


Wollen  wir  bei  unserer  jetzigen  Methode  die  Coeflicienten- 
Wahl  nehmen  der  Bedingungen  (3),  d.  h.  der  Darstellbarkeit  un- 
ter Form  (I),  so  müss'en  wir  beachten,  dass  der  zur  Antwort  auf 
die  Frage  V.  erhaltene  Ausdruck  die  Form  hatte: 


|.rsind  -f  ycosd  -f  x]  [(Asind -f  <;cosd)x  -f-  (Acosd  -^sind)  y 

+ (^*+I)]+l=® 

[jrsind-f-^cosd  -f  x]  [(A'sind -f  t/cosd) x + (A'cosd — y'sind)y 

+ (A'x+1)]+F=0 

sodass,  soll  jeder  Factor  der  in  den  ersten  Termen  der  Gleichun 
gen  verkommenden  Producte  die  Einheit  zum  Coefficienten  ihre» 
mit  x oder  »/  nicht  multiplicirten  Terms  haben , erstens  beide 
Gleichungen  durch  x,  zweitens  die  erstere  durch  Axj-1,  die  zweite 
durch  A'xj-l  dividirt  werden  muss.  Identificiren  wir  nach  voll- 
fiihrter  Division  die  erhaltenen  zwölf  Coefficienten  respeetbr 
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mit  den  ('oefliciduten  AA'BB'  u.  s.  w.  und  setzen  wir  wiederum 
zur  Abkürzung  cotg£>=/i,  so  bekommen  wir  die  zwölf  Gleichungen: 

A—.__h±S E.  y-  t'+ff'P 

x(/ixfl)(fi*-f  1)  *(/l'35+  l)(fl*+l) 

i,  V2-gf* p,_  *Va— g> 

"—*(/<*  + ! )(a'-  fl)  ® - * (h'x  f 1)  (p*  + 1) 
u.  •.  w.,  woraus  wir  bekommen: 

h*  I 1 = kja  A'x  I 1 = 

A , /»'  A'vfl—B* 

(i^  A'+B' 

nnd  nenn  wir  diese  Werthe  der  vier  Grössen  g,  g',  Ax-f  1,  A'xf  l 
in  die  Werthe  der  D und  />'  substituiren,  erhalten  wir  nach  ge- 
höriger Heduction 

^_(Axf  1)  f Axfyxp  _ ^x2(nz2f  l)f- 1 
x(/i»d  UV  ft2+T  xVftHl 

U'~  (f>‘*  f l)fA'x  f£*,t  _ A'*2(m*-fl)-f  1 

x(A'xfi)  V^+T  ~ xvr^TT 

und  wenn  wir  die  hieraus  sich  ergebenden  Werthe 

i _ yi^ÄÄ  n ±yj)'2— 4ä‘ 

einander  gleichstellen,  bekommen  wir  die  erstcro  der  Gleichungen 
(6),  während  die  zweite  in  ähnlicher  Weise,  nur  mit  einer  kleinen 
Aenderung  der  Flimiiiutiousweisc,  gefunden  werden  würde. 

Nachdem  wir  nun  die  Aufgaben  III.  und  IV’.,  und  daher  auch 
die,  beide  enthaltende,  Aufgabe  I.  gelöst  haben,  wollen  wir  einen 
anderen  Fall  betrachten,  worin  zwei  Kegelschnitte  auf  solche 
Weise  Zusammenhängen,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnittspunkte 
sich  unendlich  vom  Cuordinaten-  Ursprung  entfernen.  Wir  wollen 
uns  nämlich  die  Aufgabe  stellen : 

VI.  Wie  müssen,  sollen  die  beiden  reellen  oder  imaginären 
Asymptoten  eines  Kegelschnitts  respective  den  beiden 
eines  anderen  parallel  laufen,  die  Coeflicienten  beider 
Kegelschnittsgleichungen  Zusammenhängen? 

So  wie  wir  nun  oben  die  Aufgabe  I.  in  die  allgemeinere  III.  und 
•o  die  specielteren  IV.  getrennt  haben,  so  könnten  wir  auch  hier 
uosere  Aufgabe  VI.  in  eine  allgemeinere  und  in  verschiedene 
«peciellere  trennen.  Wir  wollen  dieses  jedoch  unterlassen , da 

23* 
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wit  sogleich  die  Antwort  zur  allgemeineren  Aufgabe,  d.  h-  den 
von  der  jedesmaligen  Coeflicienten-\V  abl  unabhängigen  Coeiucieii 
tenzusammenhang  bekommen:  Denn  nennen  wir  wiederum  p die 
Cotangenten  der  zwischen  Asymptote  und  Coordinaten-Axe  Jf=u 
begriffenen  Winkel,  so  sind  die  Asymptoten-Iücbtungen  der  bei- 
den Kegelschnitte 

ax*  -f  ßy*  + yxy  + Sx  -f  ty  + f=0 
u'x*\-ß'y*+y'xy  -f  i'x+i'y  + J*  — 0 

respective  durch  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung 
op* + y(i-H?=0 


und  durch  diejenigen  der  Gleichung 

a'ji3  f y>  + ß'  = 0 

gegeben.  Soll  daher  den  in  der  Aufgabe  VI.  gestellten  Forde- 
rungen genügt  werden,  so  müssen  die  beiden  Wurzeln  der  erstem 
Gleichung  gleich  denen  der  zweiten  sein,  d.  h.  es  müssen  die  beiden 
Gleichungen  selbst  identisch  sein;  was  nur  entweder  so  müglieb 
ist,  dass  die  drei  Coeflicienten  er,  ß,  j den  drei  Coeflicientes 
«'»  ß’%  / respective  gleich  sind  . oder  aber  so,  dass  sie  von  ihrer 
’ » nur  durch  einen  gemeinschaftlichen  Factor  verschieden  siod.  Wir 
erhalten  daher  sogleich  zur  Antwort  auf  die  Aufgabe  VI. 


o' af-a-y—O 

“ ß y ßf-ß'r = 0 


(13) 


Wir  wollen  jetzt  einen  dritten  Fall  betrachten,  worin  den  Forde 
* rungen  der  primitiven  Aufgabe  genügt  wird:  Stellen  wir  uns  also 
die  Aufgabe: 

VII.  Wie  müssen  die  CoefDcienten  zweier  Kegelscbnittsglfi 
chungen  beschaffen  sein,  damit  einer  beider  Kegelschnitte 
sich  zu  einer  Geraden  reducire,  und  daher  von  den  riet 
in  endlicher  Entfernung  vom  Coordinaten-UrspruDg  liegen; 
den  reellen  oder  imaginären  Durchschnittspunkten  derz«ei 
Kegelschnitte  nur  zwei  übrig  bleiben,  nämlich  diejenigen 
der  Geraden  mit  dem  sich  nicht  zu  einer  Geraden  redoci 
renden  Kegelschnitt? 

Wir  bekommen  sogleich  zur  Antwort,  dass  das  System  der  zwei 
Kegelschnitte 

Ax*  + By * +Cxy  + Dx  + Ey+F=  0 
A'x*  + B'y*  + C'xy  -f-  D'x  -f  E'y  + F'—O 

obigen  Forderungen  genügt,  wenn  entweder  die  drei  Gleichung» 
A= 0 B— 0 (’.—O  zugleich  statttinden,  oder  aber  die  drei  ander« 
A‘=  0 B‘~ 0 0—0.  Und  es  ist  diese  Antwortsform  einigem» 
sen  von  der  Coefficienten- Wahl  unabhängig,  da  sie  die  Aotwo'; 
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■Gn,  weil  sie  sonst 
cn  können;  und 


Be  i 


Kegelschnitts 


nicht  nur  bei  derjenigen  Coeflicient**  % 
ficienten  F und  F'  respective  als  wl 
und  die  zwölf  Coefficienten  sieh  daher 
auch  bei  derjenigen,  wo  E—  1 E‘~  | ^ 
bei  der  dritten,  wo  D=z 1 Z)'  = l. 
cienten- Wahlen  dagegen 

.1 

A = 1 B=  1 C=i 

A’  = 1 B'=  1 C=i 

muss  die  erhaltene  Antwortsform  durch  dim* 
dass  die  zur  Aufgabe  VII.  erforderliche  Coem^?''' - 
heit  entweder  aus  dem  Zusatumenbestehen  der  V. 
fl— x £ = <»  F=»,  oder  aber  aus  dem  der  dr*, 

= ® £'  = ac  £'  = x besteht.  Bei  allen  Coefli,,,... 
endlich,  wo  die  zwölf  Coeflicienten , ohne  dass  «W  , 
reducirten , irgend  zweien  Bedingungen,  z.  B.  den  - 

(3)  unterworfen  werden,  kann  man  entweder  die  eine  04 '■ 
dere  Antwortsform  nehmen.  Eine  dagegen  von  der  Coe»?*  « 
Wahl  ganz  unabhängige  Antwortsform  zur  Aufgabe  Vll.  ^ • 
Zusammenbestehen  entweder  der  drei  Bedingungen 


li<  liedin- 
erlaubt 
eh  vor* 
Vinent- 


Ä=°  sr°  ®r=°  ,,4> 


oder  der  drei  anderen 


.=0 


ß' 


dvr  ö't'? 


=o 


y o 

ör  p -u‘ 


(15) 


Es  ist  jetzt  zu  untersuchen,  ob  ausser  diesen  drei  Fallen  der 
Aufgaben  I.,  VI.,  VII.  noch  andere  möglich  sind , in  welchen  den 


isuiguuvii  i*i  * v iiueu  uii  uc.i  c,  ui 

Forderungen  der  primitiven  Aufgabe: 


VIII.  Wann  werden  zwei  Kegelschnitte  scheinbar  nur  zw  ei  reelle 
oder  imaginäre  Durchschnittspunkte  besitzen,  weil  die  zwei 
anderen  unendlich  weit  gerückt  sind? 

genügt  wird*  Dass  keine  solchen  Fälle  mehr  vorhanden  sind , er- 
gibt sich  aus  folgender  Betrachtung : Es  waren  in  der  Form  VIII. 
der  primitiven  Frage  beide  Kegelschnitte  als  unbestimmt  und 
veränderlich  angenommen;  da  es  jedoch  hier  nur  auf  den  Zusam- 
menhang zwischen  den  Kegelschnitten  ankommt,  so  können  wir 
auch  einen  beider  Kegelschnitte  als  constant  und  bestimmt  an- 
sehen  und  uns  die  Frage  unter  folgender  Form  vorlegen: 

IX.  Es  sei  ein  gewisser  bestimmter  Kegelschnitt 

Aa :*  -f  Biß  -f-  Cxy  -f-  Dx  + £y+F=0 

mit  bestimmten  und  constant  bleibenden  Coeflicienten  und 
daher  ahch  mit  bestimmten  und  unveränderlichen  Asymp- 
toten kn  und  Im.  Es  sei  überdies*  ein  zweiter,  den  er- 
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stercn  in  den  vier  Punkten  p q r s durehscbneidendet 
Kegelschnitt 

A'x-  + Rß  + Üxy  \ D'x  + E'y  + F =0. 

dessen  Coeflicienten  man  jeden  beliebigen  Werth  zoer 
kennen  darf,  sodass  dessen  Form  und  Asymptoten  tu-  und 
uc  veränderlich  seien:  Wie  müssen  alsdann  dieCoefficien- 
ten  A' tfC’D'E'F'  sieh  ändern,  damit  zwei  der  vier  Durch- 
schuittspunkte  p q r $ unendlich  weit  rücken? 

Es  kann  mm  den  Forderungen  IX.  nur  auf  diese  W'eise  ge- 
nügt werden,  dass  die  beiden  unendlich  weit  rückenden  Punkte 
sich  nach  den  Spitzen  der  Asymptoten  kn  und  Im  begehen. 
Denn  cs  hat  der  unveränderliche  Kegelschnitt  keine  anderen  un- 
endlich entfernten  Punkte  als  eben  diese  Spitzen;  und  doch  sollen 
die  beiden  unendlich  weit  rückenden  Punkte  stets  Durchschnitts 
punkte  bleiben  , d.  In  sich  nicht  vom  unveränderlichen  Kegelschnitt 
entfernen.  Es  ist  also  die  Bedingung  der  Frage  IX.  nur  auf  fol- 
gende Weisen  möglich:  Entweder  so,  dass  die  Punkte  p und  9 
sich  beide  zur  Spitze  der  Asymptote  kn,  oder  aber  so.  dass  sie 
sich  beide  zur  Spitze  der  Im  begehen,  oder  überhaupt  so,  dass 
das  Punktenpaar  pr  oder  das  Paar  ps  oder  qr  oder  17s  oder  n 
sich  zur  Spitze  der  kn  oder  sich  zur  Spitze  der  Im  begebe,  lieber- 
diess  wird  die  genannte  Bedingung  noch  erfüllt,  wenn  der  Punkt 
p sich  zur  Spitze  der  kn,  und  zugleich  der  Punkt  1 7 sich  zw 
Spitze  der  Im , oder  aber  wenn  umgekehrt  p sich  nach  Im  um) 
q sich  nach  kn  begiebt,  oder  wenn  überhaupt  von  den  6 Punkten- 
Paaren  pq,  pr,  ps,  qr,  qs,  rs  der  eine  Punkt  sich  zur  Spitze d« 
kn,  der  andere  sich  zu  der  der  Im  begiebt.  Es  vereinigen  sich 
nun  alle  erstgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  zwei  de: 
vier  Durchschnittspunkte  sieb  beide  nach  der  Spitze  eiuer  der 
beiden  Asymptoten  des  constant  bleibenden  Kegelschnitts  bese- 
hen, alle  letztgenannten  Fälle  zu  der  Bedingung,  dass  einer  der 
vier  Durchschnittspunkte  sich  zu  der  Spitze  einer  dieser  Asym- 
ptoten und  zugleich  ein  anderer  der  vier  sich  zur  Spitze  der  anderen 
Asymptote  begiebt.  Es  sind  nun  diese  beiden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  respective  diejenigen  der  Aufgaben  I.  und  VI.  Dens 
es  wird  die  zweite  unserer  Bedingungen  im  Allgemeinen  auf  diese 
W eise  erfüllt,  dass  der  veränderliche.  Kegelschnitt  so  lange  sieh 
umdrehe  und  seine  Form  ändere,  Ins  seine  Asymptoten-Richtung« 
respective  diejenigen  der  beiden  Asymptoten  kn  und  hn  gewor- 
den sind ; während  die  erstere  Bedingung  im  Allgemeinen  auf 
diese  Weise  erfüllt  wird,  dass  der  veränderliche  Kegelschnitt, 
ohne  gerade  seine  Form  abzofinderu  zu  brauchen,  so  lange  sei- 
nen Ort  wechsele , bis  eine  seiner  Asymptoten  eine  der  Asym- 
ptoten kn  oder  Im  decke.  Es  können  aber  beide  Bedingungen 
auch  noch  auf  andere  Weise  erfüllt  werden,  wenn  nämlich  «R* 
vier  Asymptoten  kn,  hn,  tw,  ue  vier  verschiedene  Geraden  dar- 
stcllen,  ein  gewisser  Theil  aber  des  veränderlichen  Kegelschnitts 
sich  zu  einer  fünften,  von  allen  vorigen  verschiedenen,  Geraden 
ausdehnt;  in  welchem  Fall  die  beiden  unendlich  weit  rückeoden 
Punkte  sich  zwar  immer  noch  auf  dem  veränderlichen  Kegelschnitt- 
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nicht  aber  auf  dieser  fünften  Geraden  befinden,  weil  sie  sonst 
nicht  in  den  Spitzen  der  kn  und  Im  würden  liegen  können;  und 
es  findet  in  diesem  Falle  die  Bedingung  (15)  statt. 

Die  in  der  Frage  IX.  gesuchte  Aenderung  des  Kegelschnitts 

A'x a + B'y 2 F Cxy  + D'x  + E'y  + F'  = 0 

ist  also  nur  auf  diese  Weise  müglich , dass  entweder  die  Bedin- 
gungen (II)  oder  (13)  oder  (15)  erfüllt  werden.  Soll  es  aber  erlaubt 
sein,  die  primitive  Aufgabe  VIII.  unter  der  Form  IX.  sich  vor- 
zulegen , so  muss  man  der  Aufgabe  IX.  noch  die  Supplement- 
Aufgabe  hinzufügen: 

X.  Es  sei  ein  veränderlicher  Kegelschnitt 

Ax*  -f  Biß  -|-  Cxy  F Dx  F Ey  |-  Fz=  0 

mit  veränderlichen  Asymptoten  kn  und  Im , und  ein  con- 
stanter  Kegelschnitt 

A'x 1 1 B'ß  F Cxy  F D‘x\  E'y  + F'~  0 

mit  den  constanten  Asymptoten  ttc  und  uv.  Welche  Aen- 
deruug  der  ABCÜEF  giebt  dem  Systeme  die  in  der 
Frage  VIII.  gesuchte  Eigenschaft?  ' , 

Und  es  besteht  alsdann  die  Antwort  auf  die  Frage  VIII.  aus  den 
respectiven  Antworten  der  IX.  und  X.  zusammen.  Die  verschie- 
denen Fälle  nun,  in  welchen  der  Aufgabe  X.  genügt  wird,  ver- 
einigen sich  ebenfalls  zu  drei  Gruppen ; deren  beide  ersteren 
resp.  diejenigen  sind  der  Aufgaben  VI.  und  I.,  d.  h.  der  Bedin-  • 
gungen  (13)  und  (11),  und  daher  den  Aufgaben  IX.  und  X.  gemein- 
schaftlich sind ; während  die  dritte  Gruppe  diejenigen  Fälle 
umfasst,  in  welchen  der  in  der  Aufgabe  X.  veränderliche  Kegel- 
schnitt sich  unendlich  vergrössert,  d.  h.  wenn  die  Bedingungen 
(14)  stattfinden. 

Da  also  ausser  den  Fällen  der  drei  Aufgaben  I.,  VI  , VII. 
keine  anderen  vorhanden  sind,  in  welchen  der  Aufgabe  VIII.  ge- 
nügt wird,  so  bekommen  wir  sogleich  als  den  gesuchten  zur  Auf- 
gabe VIII.  erforderlichen  Coeflicieuten-Zusammenhung,  dass  es  der- 
jenige ist,  bei  welchem  irgend  eines  der  vier  Gleichungs-Systeme 

(11)  (13)  (14)  (15) 

I 

stattfindet.  Es  setzt  diess  jedoch  voraus,  dass  keine  der  drei 
Aufgaben  I.,  VI.,  VII.  eine  Specialisirung  einer  der  beiden  anderen 
sei,  da  man  alsdann  sich  mit  den  Antworten  zu  denjenigen  bei- 
den Aufgaben  begnügen  könnte,  welche  die  dritte  als  speciellen 
Fall  in  sich  enthielten.  Und  w-irklich  würde  man  oberflächlich 
meinen,  es  sei*  die  Aufgabe  VII.  ein  specieller  Fall  der  I.,  denn 
es  werde  der  Aufgabe  I.  in  den  beiden  Fällen  der  VII.  genügt. 
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tv eil  die  Antwortsgleichung  (9)  der  Aufgabe  I.  sowohl  durch  die 
Bedingungen  (14)  als  auch  durch  (15)  zu  0=0  reducirt  wird.  Es 
ist  aber  zu  beachten,  dass  der  Gleichung  (9),  soll  sie  die  voll- 
ständige sein,  noch  ein  Factor  — - oder  -737  zukommen  muss, 

«a  pp 

weil  sie  vor  ihrer  Rutlonaimachung  das  Einandergleichsein  d« 
beiden  VVerthe  (10)  des  f»  bedeutete.  Es  wird  iiuu  der  erstere 
dieser  beiden  W'erthe 

yiV y1 — iaß 

durch  die  Annahme  a = 0,  ß = 0,  y~ 0 zur  Form  ^ reducirt,  und 

ist  — im  Fall  man  die  Gerade  nur  als  Gejrade  betrachtet,  d.h.  ira 
Fall  man  die  CoefBcLenten  or.  ß,  y nicht  näher  bestimmt , als  dass  sie 
= 0 sein  sollen  — ■ gänzlich  unbestimmt;  wenn  man  dagegen  die 
Gerade  als  unendlich  grossen  Kegelschnitt  betrachtet,  so  drückt 
unsere  Formel  die  beiden  Asymptoten-Richtungen  aus,  welche  dem 
Kegelschnitt  vor  seiner  V ergrösserung  zukamen  und  auch  noch 
nach  vollführter  Vergrösserung  zukotnmen.  (Nicht  zu  verwech- 
seln mit  der  Richtung  der  Geraden  selbst,  welche , da  jede 
Gerade  als  ihre  eigene  Asymptote  betrachtet  werden  kann,  in 
gewisser  Hinsicht  eine  dritte  Asymptote  der  Figur  ist).  Jeden- 
falls aber  ist  kein  Grund  vorhanden , weshalb  durch  die  Bedin- 
gungen (14),  der  erstere  dieser  beiden  Werthe  (10)  des  p dem 
anderen,  nur  von  cd,  ß‘,  y'  abhangenden  und  daher  von  den  Be- 
dingungen (14)  keinen  Einfluss  empfindenden  Werth  desselben 
gleich  werden  sollte;  woraus  sich  ergibt,  dass  die  Aufgabe  VII. 
keine  Specialisirung  der  1.  ist.  Andererseits  aber  sollte  man  mei- 
nen, cs  sei  die  Aufgabe  1.,  d.  h.  dass  zwei  Kegelschnitte  ein- 
ander in  unendlicher  Entfernung  vorn  Coordinaten-Ürsprung  berüh- 
ren sollen,  ein  specieller  Fall  der  Aufgabe  VII.,  wo  die  Kegel- 
schnitte einander  zweimal  in  unendlicher  Entfernung  durchschneideu 
sollen,  ebenso  wie  überhaupt  das  Sich-Berühren  zweier  Kegel- 
schnitte ein  specieller  Fall  ist  des  allgemeineren , wo  sie  sich 
durchschneideu.  Denken  wir  uns  jedoch,  dass  in  der  Aufgabe 
VIII.,  z.  B.  in  der  Aufgabe  IX.,  schon  einer  der  vier  'Durcb- 
schnitspunkte,  z B.  der  Punkt  p,  unendlich  weit  geruckt  wäre, 
und  zwar  nach  der  Spitze  der  Asymptote  kn,  sodass  nur  noch 
der  Punkt  q unendlich  weit  rücken  sollte:  es  hat  alsdann  dieser 
Punkt  o,  um  in’s  Unendliche  zu  gelangen,  die  Wahl  zwischen 
zwei  Wegen,  demjenigen  der  Asymptote  kn  und  demjenigen  der 
Im:  im  ersteren  Fall  wird  der  Aufgabe  I.  genügt,  im  letzteren 
Fall  der  Aufgabe  VI.:  es  hat  nun  eben  so  viele  Wahrscheinlichkeit 
für  sich,  «lass  der  Punkt  q die  erstere,  als  dass  er  die  zweite 
Bahn  wählen  wird;  und  es  ist  keineswegs  die  eine  Wahl,  d.  b. 
die  eine  Aufgabe,  ein  specieller  Fall  der  anderen.  Weit  entfernt 
also,  dass  die  Aufgabe  1.  ein  specieller  Fall  der  VI.  wäre,  wird 
im  Gegentheil,  sobald  der  Aufgabe  I.  genügt  wird,  der  \ I.  im 
Allgemeinen  nicht  genügt:  denn  es  sei  z.  B.  die  Bedingung  I.  auf 
diese  Weise  erfüllt,  dass  die  Asymptoten  kn  und  ttc  einander 
decken , so  ist  die  relative  Lage  der  Im  und  iir  zu  einander 
unbestimmt  gelassen,  und  es  sind  daher  die  Im  und  ur  einandet 
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im  Allgemeinen  nicht  parallel;  während  dagegen  die  Frage  VL 
forderte,  dass  nicht  nur  die  kn  der  tw,  sondern  auch  die  Im  der 
uv  parallel  wäre. 

Da  also  die  primitive  Aufgabe  VIII.  aus  den  drei  Aufgaben 

1..  VI.,  VII.  zusammengesetzt  ist,  so  ist  die  Antwort  zur  Auf- 
gabe VIII.  auf  zweierlei  Weise  zu  bekommen:  entweder  unmittel- 
bar, ohne  dass  wir  die  VIII.  in  die  drei  partiellen  Aufgaben  tren- 
nen; oder  aber  so,  dass  wir  die  zu  den  drei  partiellen  Aufgaben 

1.,  VI.,  VII.  erhaltenen  vier  Antworten  (11),  (13),  (14),  (15) 
zusammenliigen.  Die  letztere  Weise  wäre  sehr  leicht,  wenn  jede 
dieser  vier  Antworten  nur  aus  einer  einzigen  Gleichung  bestände, 
da  man  alsdann  die  vier  Gleichungen  nur  mit  einander  zu  multi- 
pliciren  brauchte,  um  die  verlangte  Antwortsgleichung  zur  primiti- 
ven Aufgabe  zu  bekommen.  Die  gegenseitige  IVIultiplication  jedoch 
der  zwei  Gleichungen  der  Antwort  (11)  mit  den  beiden  der  Ant- 
wort (13)  würde  uns  Mehreres  als  die  Summe  der  Antworten  (11) 
und  (13)  liefern;  wozu  noch  kommt,  dass  jede  der  Antworten 
(14)  und  (15)  aus  einem  System  dreier  Gleichungen  besteht,  so- 
dass  es  durch  unmittelbare  Multiplication  unmöglich  ist,  ein  den 
Cnmplex  der  vier  Gleichungs  - Systeme  (11).  (13),  (14),  (15)  aus- 
drückendes  Gleichungs- System  zu  linden.  Wir  wollen  uns  daher 
lieber  der  anderen  Auflösungsweise  der  Aulgabe  VIII.  bedienen 
und  auf  folgende  Weise  argumentiren: 

Wir  wollen  diejenige  Coeflicienten-Wahl  nehmen,  wo  C—  1, 
C~  1 , und  daher  anfangen  mit  der  Auflösung  einer  speciellen 
Aufgabe,  die  zur  VIII.  steht,  wie  die  IV.  zur  III.  Dass  nun 
zwei  der  vier  Durchschnittspunkte  der  Kegelschnitte 

A.r2  -f-  Hy1  -|-  xy  -f  Dx  + Ey  + F=0 , 

A'x*  -f  B'y*  f xy  -f  D'x  -f  E'y  + E‘  =0 

unendlich  vom  Coordinafen-Ursprung  entfernt  seien,  erheischt  im 
Allgemeinen,  dass  zwei  der  vier  Ordioaten  der  Durchschnitts- 
punkte unendlich  grosse  Werthe  besitzen,  d.  h.  dass  die  durch 
fclimination  von  x aus  den  gegebenen  beiden.  Gleichungen  sich 
ergebende  Gleichung  vierten  Grades  f±(y)— 0 zwei  unendlich  grosse 
Wurzeln  besitze  und  sich  daher  auf  eine  Gleichung  zweiten  Grades 
F2(;y)  = 0 reducire.  Es  ist  nun  die  genannte  Gleichung  f4(y)  — 0 
folgende  : 

-(y  f /))  ±\r (y+D)*-U(By*+Ey+E) 

_ — fy  + /F)±V  (i/  i />-)*— 4 -f(  /f  'yH  E'y  + F) 

— x — JA'  ~ 

d.  h.  das  = 0 Sein  eines  Productes  von  vier  Functionen,  deren 
drei  letzteren  von  der  ersten 
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(A-A')y  WiAiy-A'D) 

+ A‘  ST (y + D)*-4Ä(Bf  + % + F)-.4  V (y  1 D‘P-4  A'()B'y2+E'y\ F) 

nur  durch  die  Zeichen  der  beiden  Radicale  verschieden  sind. 
Entwickeln  wir,  so  bekommen  wir  nach  gehöriger  Reduction, 
dass  die  Function 


[A'—A—2(A'B-Ain]  ,V*+ 

....  + [■2A'D-A(m/J,)-<2A(A'E—AE')ly  + ... 
....i+[D(A-D-AI),)—2A(A'F-AF')) 


ins  Quadrat  erhoben,  gleich  sei  dern  Froducte 

[(A'—  A)*y*  +2(A'-A)  ( A'D-An‘)y+(A‘l)—AD')*]x 

....  X [(1-4.4/%*+  (2D~iAE)y\(IP—AAF)] . 

Es  hat  also  unsere  Gleichung  /*(y)=0,  wenn  wir  zur  Abkür- 
zung die  mit  y *,  mit  yl  und  mit  y°  multiplicirten  Termen  respec- 
tive  durch  die  buchstaben  a,  b,  c,  d,  e,  f,g,h,k  andeuteu. 
die  Form 

(a  +-  b + c)* = (d  + e +-  f)  (g  + A + +) 
und  wird  daher  durch  Entwickelung  die  Form  annehmen 

a*  + 2 ab  -+  b2  -+  2 ac  +-  2 bc  + c* 

= dg  +-  dh  + dk  +-  eg  +-.eA  + ek  \fg  +/Ä  + fk . 

Es  drückt  nun  die  Gleichung  cP— dg  die  Bedingung  aus,  dass  die 
Coefticicnten  der  mit  y*  multiplicirten  Termen  einander  autheben, 
d.  h.  dass  die  Gleichung  ft(y)z= :0  sich  zu  einer  F(y)r=0  reducire, 

d.  h.  dass  eine  der  vier  Durchscbnittpunkts-  Ordinaten  unendlich 
gross  sei.  ln  ähnlicher  Weise  drückt  das  System  der  beiden 
Gleichungen  • 


a2=dg , 2aA  = dh  + cg 

die  Bedingung  aus,  dass  unsere  Gleichung  /'4(y)=0  eine  /%)= 0 

2 

werde,  d.  h.  dass  zwei  der  vier  Durchschnitts-Ordinaten  unend- 
lich gross  seien,  d.  h.  den  gesuchten  bei  unserer  jetzigen  Auf- 
gabe erforderlichen  CocHicienten-Zu^ammenbang.  Es  ist  nun  die 
Gleichung  a2=dg  die  folgende: 

[A‘—A  —2A(A‘ß— A B‘)]2*=(A‘-A)2 X ( ! —4 AB), 
d.  h.  nach  Entwickelung: 

(A‘-  A)(B‘—B)  + (A‘B-AB)2=0 
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Die  Gleichung 


'lab  = ilh  + eg 


y»  fthsni) 

tDU 

«<-  V **JA 


dagegen  liefert  uns  nach  Entwickelung  das  =U  Sein  eine  Summe 
von  34  Termen,  deren  sie  jedoch  13  verliert,  weil  durch  die 
Identität 

'l(A'-A)  [2 A'D—A(D  + flO] 

= [(A'-A)*X21)]  -\-{2{A'-A)(A'n—AD‘)] 


sechs  Termen  des  ersten  Gliedes  durch  sieben  des  anderen  Glie- 
des aufgehoben  werden.  Die  einundzwanzig  übrigen  Termen  lie- 
fern nach  gehöriger  lieduction  die  Gleichung 

(A'—A)  (E‘  - E)  + (A'-A) (B‘ D-1W)  + (B'-B)  (A'l) -AD1) 
f i(A'B—  AB')(A'E— AE‘)=0. 


Um  nun  von  diesen  bei  unserer  jetzigen  Coefiicienten  - Wahl 
stattlindemlcn  Gleichungen  zur  Antwort  der  allgemeineren  Auf- 
gabe VIII.  zu  gelangen,  wo  von  keiner  bestimmten  Coefficienten- 
vVahl  die  Kede  ist,  müssen  wir  statt  AA'BB'  etc.  respective 


1,  ß 
Y y ’ Y 


■ubstituiren,  wodurch  wir  als  die  gesuchte  Antwort  auf  die  Auf- 
gabe VIII.  das  System  der  zwei  Gleichungen 

(9)  (a'y-o/)  (ß'y—ßY)  T («‘ß—aß  )2  — 0, 


(IC)  (ct'y—a/) (yi'—/t)A(ct';  -er/)  (ß'i—ßi')  + (ß'y—ßY) (tt'S—ad1) 

+ 2(a'ß—aß')  (a'f— o£')=0 

bekommen,  deren  erster«  wir  schon  früher  als  eine  der  Antwort* 
gleichungen  der  Aufgabe  I.  bekommen  haben. 


Es  ist  aber  das  System  dieser  beiden  Gleichungen  noch  kei- 
neswegs die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  VIII  , sondern  nur 
eine  particuläre.  d.  h.  ein  nur  denjenigen  Kegelschnitts- Paaren 
zukommender  Coefiicienten- Zusammenhang,  welche,  ausser  der 
gefragten  Eigenschaft,  dass  zwei  ihrer  vier  Durchschnittspunkte 
»ich  unendlich  entfernen  sollen,  noch  gewisse  andern  Eigenschaf- 
ten besitzen.  Es  war  nämlich  die  erhaltene  Antwort  eigentlich 
diejenige  der  folgenden  von  der  V ! 1 1.  verschiedenen  Aufgabe: 

XI.  Welcher  Cocfüeientcn-Zusamuienhang  wird  erfordert,  da- 
mit zwei  der  vier  Durchsrhnittpuukts-Ordinaten  zweier 
Kegelschnitte  unendlich  gross  seien i 

Von  den  der  Aufgabel,  genügenden  Kegelschnittes- Paaren  ge- 
nügen nun  der  Aufgabe  XI.  keineswegs  diejenigen,  welche  die 
Axe  y — 0 oder  eine  ihr  parallele  und  endlich  von  ihr  entfernte 
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Gerade  y = b zur  gemeinschaftlichen  Asymptote  haben,  sondern 
nur  diejenigen,  deren  gemeinschaftliche  Asymptote  entweder  der 
Axe  y=0  nicht  parallel  ist,  oder,  wie  die  Parabel  u2=px,  ihr 
parallel  ist,  sondern  unendlich  von  ihr  entfernt.  So  auch  sind 
unter  den  der  Aufgabe  VI.  genügenden  Kegelschnitts-Paaren  einige, 
welche  der  Aufgabe  XI.  nicht  genügen.  Will  man  daher  alle  die 
der  Aufgabe  VIII.  genügenden  Kegelschnitts-Paare  bekommen,  so 
muss  man  der  Frage  XI.  noch  folgende  Supplement-Frage  hinzu- 
fügen : 

XII.  Bei  welchem  Coefficienten  - Zusammenhang  werden  zwei 
der  vier  Durchschnitts-Abscissen  unendlich  gross? 

Zur  Beantwortung  der  Aufgabe  XII.  brauchen  wir  bloss  in  der 
zur  Beantwortung  der  XI.  stattgefundenen  Argumentation  die 
Coefficienten  A,  B,  1),  E.  A“ , B‘ , D E‘  überall  respective 
durch  B,  A,  E,  I) , B\  Ä,  E‘,  D“  zu  ersetzen,  welcher  Um- 
tausch die  Gleichung  (9)  unverändert  lässt,  die  (16)  aber  in 
folgende 

(17)  (ßy—ß/W—r't)  + (ß'y—ß/)  (*'«—•» 0 + («'y— <*/)  (ß'e—ßi') 
+ 2 (aß'—a'ß)  (ß'd—ßö')  = 0 

abändert.  Und  es  wird  nun  die  Antwort  der  Aufgabe  VIII.  durch 
die  Zusammenlegung  der  Antworten  der  XI.  und  der  XII.  ausge- 
drückt, d.  h.  durch  ein  System  zweier  Gleichungen,  deren  erstere 
die  (9),  die  zweite  aber  das  Product  der  (16)  und  (17)  ist. 

Bei  dieser  Methode,  wo  wir  die  primitive  Aufgabe  VIII.  nicht 
in  die  drei  partiellen  I.,  VI..  VII.  getrennt  haben,  bat  dennoch 
eine  neue  Trennung  der  VI1L  in  die  XI.  und  XII.  stattgefunden. 
Hätten  wir  gar  keine  Trennung  der  VIII.  vornehmen  wollen,  so 
hätten  wir  auf  folgende  Weise  argumentiren  müssen:  Es  war  in 
der  Aufgabe  VIII.  gefragt,  dass  zwei  der  vier  Durchscbnittspunkte 
der  Kegelschnitte 

a.r5  -f  ßij1  -f  yxy  + dx+  ty  + ?=0 , 

a'x2+  ß'y^y  Yxy  -f  S'x  -f-  t'y  + ^=0 

die  Eigenschaft  hesässen , dass  ihre  Entfernung  r=V" x2+y2  vom 
Coordinaten-  Ursprung  den  Werth  x>  hätte,  d.  h.  dass  sie  sich 
irgendwo  auf  dem  unendlichen  grossen  Kreise  x2  + «2  = oo  befan- 
den. Wir  können  uns  also  unsere  Frage  in  folgender  Form  vor- 
legen. 

XIII.  Welcher  Coefficienten -Zusammenhang  wird  gefordert, 
damit  die  drei  Curven 

, ' ox2  + ßy2  f yxy  -|-  dx  + = 0 , 

a'xi+ß'y7+-/xy  f d'.r  1 t'y  ff'  =0 . 

x*  A yz~x 
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einander  io  zwei  Punkten  gemeinschaftlich  durch- 
schneiden? 

Zur  Beantwortung  dieser  Frage  bringen  wir  die  drei  Curveo 
auf  die  Form 

r*(a cosag>  + j?sin29>  f ysinqncosqp)  -f-  r (5co$<p -f- tsinqp)  + J=0, 

rs(a'cos*g)-f-0'sin*<p-|-y'sin9JCO8g>)  +r(5'cos(p-H'sinqp)-F$':=0, 

r=  », 

eliminiren  aus  den  beiden  ersteren  die  Coordinate  q>,  und  suchen 
alsdann  die  Bedingung,  dass  die  resultirende  Bleichung  /j(r)  = 0 
eine  Fi(r)—0  werde;  d.  h.  sich  vom  vierten  Grad  auf  den  zwei- 
ten Grad  reducire.  Bei  der  vorigen  Methode  hatten  wir  uns  das 
Unendliche  als  ein  unendlich  grosses  Quadrat  vorgestellt,  welches, 
da  es  zwei  Paare  gegeniiberstehende  Seiten  hatte,  eine  Trennung 
der  primitiven  Aufgabe  in  zwei  andere  verursachte,  während  bei 
gegenwärtiger  Methode,  wo  das  Unendliche  als  ein  unendlich  gros- 
ser, keine  gegenüberstehenden  Seiten  habender  Kreis,  geaaebt 
wird,  keine  solche  Trennung  nöthig  ist. 


Anmerkung. 

Wenn  auch  obige  Abhandlung  im  Ausdruck  noch  einige  undeutsche 
Wendungen  enthält,  die  man  einem  Ausländer  gewiss  gern  verzeihen 
wird,  sn  ist  die  Sprache  doch  im  Ganzen  so  deutlich  nnd  leicht  verständ- 
lich, dass  ich  mir,  ohne  den  Kindruck  der  ganzen  Darstellung  zu  ver- 
wischen, wesentliche  Aenderungen  vnrzunehmcn  nicht  erlauben  zu  müs- 
sen glaubte  und  auch  nicht  erlauben  durfte.  Ich  danke  vielmehr  dem 
geehrten  Herrn  Vf.,  dass  er  die  Abhandlung  in  deutscher  Sprache  ver- 
fasst hat.  G. 
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Heber  einige  geometrische  Sätze  and 
die  Rechnung  mit  den  imaginären 

Grössen. 

Von  dem 

Herrn  Doctor  Zech 

za  Stattgar I. 


I. 

Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Punkte  einenKreis 
zu  ziehen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  deo 
Endpunkten  desselben  Durchmessers  des  letzteres 
Kreises  schneidet. 

Auflösung.  Die  beiden  gegebenen  Punkte  seien  A und  B 
(Taf.  VIII.  Fig.  6.),  der  Mittelpunkt  des  gegebenen  Kreises  sei  C; 
man  ziehe  die  Gerade  AC  und  senkrecht  darauf  den  Halbmesser 
CD,  beschreibe  sofort  aus  dem  Mittelpunkte  C mit  dem  Halb- 
messer CA  einen  Kreis  und  schneide  in  diesem  die  Sehne 
AE— AD  ab;  endlich  falle  man  von  £eineSenkrcchte  auf.dC,  welche 
gehörig  verlängert  die  auf  AB  im  Halhirungspunkte  errichtete 
Senkrechte  im  Punkte  F schneide:  -dann  ist  der  aus  F mit  dem 
Halbmesser  FA  beschriebene  Kreis  der  gesuchte. 

Beweis.  Der  gefundene  Kreis  geht  durch  A und,  weilsein 
Mittelpunkt  auf  der  auf  AB  im  Halhirungspunkte  errichteten  Senk- 
rechten liegt , auch  durch  B.  Es  ist  also  nur  noch  zu  beweisen, 
dass  derselbe  den  gegebenen  Kreis  auf  die  verlangte  Weise  schnei- 
det. Letzteres  ist,  wie  man  leicht  sieht,  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  der  Halbmesser  des  gefundenen  Kreises  gleich  ist  der 
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Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  eine  Kathete 
der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  {und  dessen  andere  Ka- 
thete die  Entfernung  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  ist;  d.  h- 
wenn 

F2=ci>+  fc'. 

Nun  ist  aber,  wenn  man  den  Durchschnittspunkt  der  Geraden  EF 
und  AC  durch  G bezeichnet,  nach  der  Constructiou 

2A  G’x  A G — AE= AI)= ÄC+  CD ] 

also 

ACx(2AG-AC)=CD 

oder  weil 

AC=AG+GC : 

und 

2 AG-AC=AG—(AC-AG)  = AG-GC: 

AG  - GC=  CD:  ÄG=  CD  + GC. 

Ferner  ist  in  dem  hei  G rechtwinkligen  Dreieck  FGA 

fa=ag  + gf, 

also  nach  der  letzten  Gleichung 

FA  = üii  F GC+  GF ! 

oder,  weil  FGC  ein  bei  G rechtwinkliges  Dreieck  ist, 

FÄ=CD+FC'  q.  e.  d. 

Die  Auflösung  ist  immer  möglich,  solange  die  von  E auf 
AC  gelallte  Senkrechte  und  die  auf  AB  im  Halbirungspunkte 
errichtete  Senkrechte  einander  nicht  parallel  sind,  d.  h.  so  lange  die 
drei  Punkte  A,  B,  C nicht  in  derselben  Geraden  liegen?  Die 
Gerade  EF  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kreise, 
welche  durch  den  Punkt  A gehen  und  den  gegebenen  Kreis  auf 
die  verlangte  Weise  schneiden. 

Man  kommt  auf  die  gegebene  Constraction  sogleich,  wenn 
man  das  Dreieck  FAC  betrachtet,  in  welchem 
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FC=FA  + AC—2FAxACxcmFAC 

i*t ; weil  nämlich 


FC=  FA  — CD 


•ein  »oll,  no  folgt 


2ACxFA  XcooFAC—IC  + CO 


d h 


2ACxAG=  AC+  CD'. 


II. 

Lehnati.  Wenn  in  einem  Dreieck  zwei  Wirtel 
im  gleichen  Verhältnis»  getheilt  werden  und  die  bi» 
an  die  gegenüberliegenden  Seiten  verlängerten  Tbei- 
lungxlinien  einander  gleich  siod,  so  sind  die  getheil 
ten  Winkel  einaoder  gleich. 

Beweis.  Da«  Dreieck  sei  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5.),  de 
gleichen  Theilungsstrecken,  welche  die  Winkel  BAC  and  ABC 
im  gleichen  Verhältnis«  tbeileu,  seien  AD  und  BE,  so  dass  ab» 

W.  BAD  . W.  DAC  = W.  ABE  : W.  EBC 
ist.  Wäre  nun 


VV.  ABC  < W.  BAC, 

so  lege  man  das  Dreieck  so  umgekehrt  auf  sich  selbst,  dass  der 
Punkt  B auf  den  Punkt  A und  die  beiden  Tbeilungslinien  aal 
einander  fallen;  dann  Rillt,  wegen  BE=AD.  auch  der  Punkt  £ 
auf  D,  und  weil  bei  der  Theilung  beider  Winkel  in  demselben 
Verhältnis»  die  Annahme 

W.  ABC  < W.  BAC 

die  beideo  Ungleichungen 

W.  ABE  < W.  BAD  und  W.  EBC  < W.  DAC 

nach  sich  rieht,  wird  BA  in  eine  Lage  AF  zw  i .scheu  AB  und  AD. 
BC  in  eine  Lage  AG  zwischen  AD  und  AC  kommen.  Dabei 
müssen  die  drei  Punkte  F,  D,  G stets  in  gerader  Linie  liegen 
und  Dreieck  FAG  CS2  Dr.  ABC  »ein. 

Es  sind  nun  drei  Fälle  denkbar;  entweder  fallt  der  Punkt  F 
ausserhalb  des  Dreiecks  ABC,  oder  auf  BC,  oder  innerhalb  de» 
Dreiecks  ABC. 
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1)  Der  Punkt  F falle  ausserhalb  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5. 
Nr.  (I.)),  dann  fallt  G nothwendig  innerhalb  ABC ; dann  aber 
ist  nach  einem  bekannten  Satze 

W.  FGA  > W.  ACB, 

also 


Dr.  FGA  nicht  ^ Dr.  ACB. 


2)  Der  Punkt  F falle  auf  BC  (Taf.  VII.  Fig.  5.  Nr.  (2.)); 
und  zwar  nach  dem  oben  Bemerkten  nothwendig  zwischen  B und 
I)\  dann  fällt  auch  G auf  BC  und  zwar  zwischen  Dund  C;  dann 
aber  ist 

W.  FGA  > W.  ACB, 

oder 

W.  FAG  < W.  AFB, 

d.  b.,  weil 


AF—AB-. 

W.  FAG  < W.  ABC \ 
also  in  beiden  Fällen 

Dr.  FAG  nicht  ^ Dr.  ABC. 

3)  Der  Punkt  F falle  innerhalb  ABC  (Taf.  VII.  Fig.  5. 
Nr.  (3.));  dann  fällt  G ausserhalb  ABC ; zieht  man  nun  die  Ge- 
rade BF,  so  liegt  diese  nach  der  Voraussetzung  zwischen  BC 
und  BA,  und  muss  daher  verlängert  die  Gerade  AG  schneiden ; 
es  ist  also 


W.  FAG  < W.  AFB, 
aber,  weil  AFz=AB: 

W.  AFB  = VV  ABF, 


also  auch 


W.  FAG  < W.  ABF, 


und  um  so  mehr 


W.  FAG  < W.  ABC-, 


also  wiederum 

Dr.  FAG  nicht  Äi  Dr.  ABC. 

TUeit  XVI.  21 
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Die  Annahme  W.  ABC  < W.  Ä.4C  fuhrt  also  io  jedem 
denkbaren  Falle  auf  einen  Widerspruch , und  kann  daher  nicht 
richtig  sein.  Ganz  ebenso  wird  bewiesen , dass  eben  so  wenig 
W.  BAC  < W.  ABC  sein  kann;  es  muss  also 

W ABC  = W.  BAC 


sein , w.  z.  b.  w. 


III 


Man  rechnet  allgemein  mit  imaginären  Zahlen  ganz  nach  des 
selben  Formeln , die  für  reelle  Zahlen  anfgestellt  worden  sind, 
ohne  dass  man  bis  jetzt  die  Giltigkeit  der  letztem  Formeln  auch 
für  imaginäre  Zahlen  nachgewiesen  hat.  Die  Ohm’sche  Behaup- 
tung, dass  z.  B.  die  Gesetze  des  Addirens,  nachdem  sie  für  po- 
sitive ganze  Zahlen  bewiesen  worden  sind,  nun  auch  für  all? 
anderen  Zahlformen  gelten,  weil  letztere  erst  später  entstehen,  weil 
man  also  durch  Anwendung  jener  Gesetze  auf  dieselben  jedenfalls 
nichts  Unrichtiges,  d.  h mit  Früherem  in  Widerspruch  Stehen 
des  erhalte,  ist  offenbar  nicht  stichhaltig.  Man  nat  daher  dir 
Gesetze  des  Addirens  der  Reihe  nach  auch  ftir  negative  ganze 
Zahlen , gebrochene  und  irrationale  Zahlen  bewiesen , und  ebenso 
hat  man  es  hei  den  andern  Operationen  gemacht.  Ein  Bewei- 
für  imaginäre  Zahlen  fehlt  bis  jetzt.  Im  Folgenden  soll  ein  Ver- 
such gemacht  werden,  diese  Lücke  auszufüllen- 

Die  imaginären  Zahlen  verdanken  ihren  Ursprung  der  Auflö- 
sung der  quadratischen  Gleichungen ; wir  müssen  also  von  diesen 
ausgehen,  wenn  wir  über  jene  etwas  aussagen  wollen.  Seien  zb 
dem  Ende 

Ix2 — sar-f /j=0 
und 

x2 — ^ar-f  pi  =0 

zwei  quadratische  Gleichungen,  deren  Wurzeln  beziehungsweise 
x' , x"  und  x'i,  x"x  seien,  so  dass  also 

it  = x'  -f-  x" , p—x’x " 
und 

»1=x'l+x"l . Pi  =x‘lx'\ 

ist.  Dann  ist 


(3.)  (x1  + ar',)  + (ar"  + x‘\)  =*  + *,, 

(x'+x't  ).(x"+x"i  )=x‘x"+x'x“i  -ix“x\  + x‘1x"i, 
(■*■) (x'  I x\) . (x"+x"l)  = p f />,  + x'x“l  + x"x\ . 
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Nun  ist  aber 

i*-*p  = (x‘—  x")*, 

also 

(±  V'  (j2— 4/j)  (j2,— 4p, ) = (x'—x“)  (x\—x'\ ) , 

(5.)  . . J 

l±  4 />)(**, — 4p,)  ==  x'x\ — x‘x'\  — x"x\  ■\-x"x‘\  , 

ferner 

(6.)  x'x'i  + x'x"1  + x"x\  + x"xnl . 

Zieht  man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  von  der  Gleichung 
(6.)  ab  und  dividirt  dann  auf  beiden  Seiten  mit  2,  so  folgt 

x'x'\  + x"x\  = i M,  T 2 V (**— 4 p)  (*a,~4pi) . 

Dieser  Werth  in  die  Gleichung  (4.)  substituirt  gibt 

(7.)  (x'+.r',)(x"+x"1)=/H  /Jl  + ^«,  T .jV  («2— 4p)  (i*,  — 4p,). 

In  den  Gleichungen  (3.)  und  (7.)  ist  enthalten  folgender 

I. )  Lehrsatz.  Die  quadratische  Gleichung 

(s+sl)x+p  + pl+  jsst  T V(S* — 4p)  (**1— 4pi)=0 

bat  z u Wurzeln  die  beiden  Summen  von  je  einer  Wur- 
zel der  ersten  und  einer  Wurzel  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (!.)• 

Ferner  folgt,  wenn  man  die  zweite  der  Gleichungen  (5.)  und 
(6.)  addirt  und  dann  auf  beiden  Seiten  mit  ‘2  dividirt: 

x'x'i  +x"x"t  =g-«i  Vi (i*-4p)(r*,— 4p,); 

ausserdem  ist  (x’x\ ) . (x"x"i ) = ppi  ■ 

In  den  beiden  letzten  Gleichungen  ist  enthalten  folgender 

II. )  Lehrsatz.  Die  Wurzeln  der  quadratischen 
Gleichung 

V (r*-4p)(*\— 4p, ))x  f ppi  = 0 
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sta-i  die  beiden  Prodocte  ron  je  einer  Wm*l  der 
ersten  and  einer  Wurzel  der  zw  eiten  der  Gleichun- 
gen (I.) 

Um  nun  den  L'ebergang  zu  den  imagi&ären  Zahlen  zu 
machen , sei 


t~1a,  p = a*-f-6* 
i,=2a1,  p,=c*  1+6*1 


(8-); 


dann  sind  die  Wurzeln  der  ersten  der  Gleichungen  (1.)  atiV-l, 
die  der  zweiten  a,  1.  Ferner  folgt  aas  den  Gleichungen  (8.) 

-4p  =-46*. 


»*i-<P.=-4A»I. 


also 


± V (i*— 4p)  (1*,— *Pi)=  : 


hiemit  wird 


P + Pi  + 1 «»  T £ V (*■ — ip)  (i*i  — 4pj) 

=a*+ A*+a*,  +6*,  +2aa,  J 2M, 

= (a  + n,)*+(6:F6i)*. 

Sonach  lässt  sich  der  Lehrsatz  (L)  so  ausdrücken:  Oie  qua- 
dratische Gleichung 

x*— 2(o+a,)x  -f  (a+«i)H(*T&i)*  =0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Summen,  welche  entstehen,  w 
man  je  einen  der  beiden  Ausdrücke  a£-6V  — 1 ond  einen 
beiden  Ausdrücke  o,  fc^i  V — 1 zu  einander  addirt.  Da  aber 
Wurzeln  jener  quadratischen  Gleichung 

o + o,  + (6:F6,)V^i, 

wo  die  obern  and  nntarn  Zeichen  sich  nicht  nothwendig  entspre- 
chen, sind,  so  hat  rnan 

(a±6A^l)+  (aj  ±6I\^~l)  = (a+a1)±(6T*I)V-l  . . . (A) 

wo  in  Beziehung  auf  die  Zeichen  auf  jeder  Seite  für  sich  die  eben 
gemachte  Bemerkung  gleichfalls  gilt,  lu  dieser  Gleichung  (A) 
sind  alle  möglichen  Fälle  enthalten , wie  auch  die  Zeichen  linker 
Hand  corabiuirt  werden  mögen. 

Ferner  hat  man 


X 
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^ «i  ± V (r*— 4p)  (r*,— 4p,)  =2oa,  ±266, , 

pp,  = a*a*,  + a*6*,  ± aa,6*  + 6*6*, . 

Der  Lehrsatz  (II.)  lässt  sich  also  jetzt  folgendermaassen  aus- 
sprechen: Die  quadratische  Gleichung 

x* — 2(aa,  ±66,)x±a*a*1±aa6*,±u*,6®+6*6*,  =0 

hat  zu  Wurzeln  die  beiden  Producte,  welche  entstehen,  wenn 
man  je  einen  der  beiden  Ausdrücke  «±6V  — 1 und  einen  der 
beiden  Ausdrücke  a,±61V— 1 mit  einander  multiplicirt.  Nun  sind 
aber  die  Wurzeln  jener  Gleichung 

(aa,  ±66,)  ±V  (aa,±66,)a— a*aa, — aa6*, — a*,6* — 6*6*, 

= (aa,  ±66,)  ± V ±2au,66,— a*6a,  — a*,6* 

= (aa,±66,)±(a6,±a,6)V— 1 , 

wo  die  obern  und  untern  Zeichen  in  den/Klammern  einander  ent- 
sprechen, diesen  aber  nicht  nothwendig  die  ausser  den  Klammern. 
Also 


(a±&V— l).(a,  ±6,V— l)=(ffa,±66,)±(a6,:Fa,&)V  -l...(B) 

wo  für  die  Zeichen  auf  der  rechten  Seite  die  eben  gemachte  Be- 
merkung gilt,  auf  der  linken  Seite  dagegen  die  Zeichen  beliebig 
gewählt  werden  dürfen. 

Auch  diese  Gleichung  (B)  umfasst  alle  möglichen  Fälle,  wie 
auch  die  Zeichen  auf  der  linken  Seite  combinirt  werden  mögen. 

Die  Formeln  für  die  Differenz  und  für  den  Quotienten 
zweier  imaginären  Ausdrücke  können  auf  dieselbe  Weise  abge- 
leitet oder  aus  den  Formeln  für  die  Summe  und  für  das  Product 
bergeholt  werden. 
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Cebunsrsau Traben  für  Schaler, 


V»B  Herrn  H.  Sf  hrffirr,  Bw-Cm^iKtrBr  bei  rfm  Hrnorlirk  Bn» 
*rh »•'ieirchtn  Eitecbahcen  n Brausirbrric 


Aufgabe. 

Es  sind  tTaf.  VD  Fig.  6.)  die  beiden  Punkte  A.  B 
und  der  um  C beschriebene  Kreis  gegeben:  man  such: 
einen  Kreis,  welcher  durch  A uuAB  geht,  und  den  ge- 
gebenen Kreis  in  den  Endpunkten  Ein  nod  desselben 
Durchmessers  schneidet 


Auflösung.  Man  beschreibe  einen  beliebigen  Kreis,  wel- 
cher durch  A und  H geht  und  den  gegebenen  Kreis  in  iw» 
Punkten  D,  K schneidet,  ziehe  die  Geraden  AB,  DE  bis  » 
ihrem  Durchschnittsiiankte  F und  lege  durch  F und  das  Centnos 
C des  gegebenen  Kreises  die  Linie  GH\  so  stellt  dieselbe  de® 
gesuchten  Durchmesser  dar,  und  A , B,  II , G sind  vier  Punkte 
des  verlangten  Kreises. 

Beweis.  Angenommen  ein  durch  die  drei  Punkte  A,  B,  II 
gelegter  Kreis  schneide  die  Gerade  GF  in  einem,  Punkte  G';  als- 
dann hat  man 


im  Kreise  DEUG  FG.FH=  FD.FE , 

im  Kreise  ABIIG'  FG‘.FH=z FA.FB, 


im  Kreise  ABEI)  FD.FE  = FA.FB, 

folglich  FG‘.FH=  FG.FH, 

FG'=FG, 

d.  h.  die  beiden  Punkte  G und  G'  fallen  zusammen , oder  der 
durch  A,  B,  II  gelegte  Kreis  geht  auch  durch  G. 
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XXXII. 

Mise  eilen. 

I.itcrari.che  Bemerkung  von  dem  Herrn  Dr.  Grebe  zu  Ca  a sei. 

Um  der  im  Archiv  für  M.  u.  Ph.  Theil  XV.  Heft  2.  S.  137. 
enthaltenen  Aufforderung  zu  entsprechen,  theile  ich  Folgendes 
mit.  Das  dort  erwähnte  Werk  von  Dränier  führt  den  Titel: 
„BENJAMIN  BRAMER1  Beschreibung  Eines  sehr  leichten  Per- 
„spectiv-  und  grumlreisscnden  Instruments  auff  einem  Stande: 
„Auff  Herrn  Johan  Faulhabers,  bestellten  Ingenieurs  des  Heyl: 
„Reichs  Stadt  Vlm,  weitere  enntinuation  seines  Mathe  mati- 
„schen  Kunstspiegels,  geordnet.  Gedruckt  zu  Cassel,  durch  Johan 
„Wessel,  vnd  zu  Franckfurt  bey  Eberhard  Kicsern  Kupfferste- 
„chern  zu  finden.  Im  Jahr  1630.“  Der  Beschreibung  selbst  geht 
eine  Zueignung  an  den  Ehrmesten  Hochachtbarn  vnd  Kunstrei- 
chen Herrn  Johan  Faulhabern  etc.  voran , welche  folgendermas- 
sen  anfangt:  „DAss  in  den  Mathematischen  künsten  viel  wun- 
derbare vnd  verborgene  Geheimnuss,  auch  offtmahls  Dinge,  so 
„fast  vnmöglich  scheinen . gleichwohl  aber  durch  geringe  mittel 
„zu  wege  gebracht  werden  können,  ist  auss  vielen  dingen  zu  se- 
„hen.  Als  zum  Exempel,  durch  zusammen:  oder  übereinander 
„Schreibung  einer  Arithmetischen  vnd  Geometrischen  pro- 
„gress,  kan  man  viel  wunderbare  Dinge  verrichten,  wann  nur  die 
„Arithmetische  mit  einem  0,  die  Geometrische  aber  mit  1 
„anfangt,  Nemblich,  das  Multiplicirn  durch  Addirn,  das  Di- 
„vidirn  durch  S u b t r ah  irn , Iladice m q uadra t am  ex tr  ahi r n 
„durch  balbirn,  Cubicam  durch  3,  Zensicensicara  durch  4, 
„Sursolidam  5,  vnnd  so  forthan  mit  andern  quantiteten  di- 
„vidirn.  Welches  dem  Herrn  als  einem  jetziger  zeit  in  Teutsch- 
„land  berühmten  Arithmetico,  genugsamb  bekant,  vnnd  also 
„ohne  noht  wäre,  dessen  Exempel  zu  setzen.  Damit  aber  die 
„vngeübten  meine  Meynung  sehen  mögen,  stehen  die  Zahlen  bei- 
„der  progressionen  also: 


„Arithm: 

0 1.  ,2. 

3. 

4.  5. 

6. 

7. 

8.  9. 

„Geomet: 

1.  2.  4. 

8. 

16.  32. 

64. 

128. 

256.  512. 

„Arithm : 

10. 

11. 

12. 

13. 

„Geomet: 

1024. 

2048. 

4096. 

8192.“ 
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Eines  Itrockfcbler  des  Bachs  ist  drittletzten  Glied*  der  geo- 
metrischen Prngre^inn  habe  ich  verbessert  Es  werden  tun  an 
diesen  beiden  Reihen  die  Grundregeln  des  Redaru  Eit  Loga 
rühmen  erläutert,  and  dann  heisst  es  Seite  5.  weiter:  _Abs*  &■ 
^•tm  Fundament  hat  mein  lieber  Schwager  and  Praeeeptor  Jobst 
„llurgi,  vor  zwantzig  vnd  mehr  Jahren,  eine  schöne  progress 
„tabul  mit  ihren  differentzen  von  Iö  zn  10  io  9 Zifern  cal- 
„calirt,  auch  zu  Prag  ohne  bericht  in  Anno  1630  drucken  lassen.  Vati 
„ist  also  die  Invention  der  Logarith:  nicht  dess  Neperi. 
„sondern  von  gedachtem  Burgi  (wie  solches  vielen  wissend,  vw! 
„ihm  auch  Herr  Keplerus  zeugouss  gibt)  lange  zovor  erfanden“ 

Um  diese  Stelle  vollständig  zu  verstehet»,  muss  man  wissen, 
dass  ftramer,  zu  FeLberg  in  Hesseo  1338  geboren,  schon  in  sei- 
ner frühesten  Kindheit  in  das  Haus  seines  Schwagers  Borgi,  der 
als  Hofuhrmacher  in  den  Oiensten  des  Landgrafen  Wilhelm  IV. 
za  Cassel  stand,  gekommen  and  mit  diesem  1603  nach  Prag  ge- 
zogen war.  Wahrscheinlich  war  der  Umstand , dass  Borgi  nach 
dem  Tode  von  Bramers  Schwester  sich  1611  anderweitig  verhei 
rathete,  die  Veranlassung,  dass  Bramer  in  sein  Vaterland  zurück 
kehrte,  wo  er  1612  eine  Ansteliong  als  Baumeister  za  Vlarbir; 
erhielt.  Statt  zu  sagen  „vor  zwaotzig  and  mehr  Jahren“  hätte 
Bramer  sich  ausdrücken  könnet» : als  ich  noch  in  dem  Hause  mei- 
nes Schwagers  llurgi  zu  Prag  lebte.  Die  erste  Schrift  von  Bra 
mer,  die  unter  dem  Titel:  Problema,  wie  aus  bekannt  gegebene» 
Sinn  eines  Grades  Minuten  oder  SecuDden  alle  folgenden  Sinn* 
aufs  leichteste  zu  finden  und  der  canon  sin  u um  zu  absolvireo  seye. 
zu  Marburg  1614  erschien,  lässt  vermuthen,  dass  Bramer  ilie 
Neigung  zum  Berechnen  von  Tabellen  sich  bei  seinen»  Schwagei 
angeeignet  habe,  und  diesem  bei  der  Berechnung  von  dessM 
Logarithmentafel  hülfreich  zur  Hand  werde  gewesen  sein.  Dass 
llurgi  seine  Tafel  so  lange  zurückbielt  und  sie  auch  dann  ohne 
Bericht  berausgab,  scheint  bei  ihm,  der  keine  Sprachstudien  ge- 
macht hatte,  aus  unbesiegbarer  Scheu  vor  schriftlicher  Darstel- 
lung zu  erklären  zu  sein. 


Anmerk  nng. 

Mach  dem  eingcmindten  Manuscript  de«  Herrn  Vf«,  scheint  da»,  w 
ich  im  Obigen  bube  gesperrt  drucken  lassen,  in  Bramers  Boche  mil 
lateinischen,  das  Oelu-ige  mit  deutschen  Lettern  gedruckt  zu  «ein.  6. 
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xxxra. 

Nur  les  fonctions  elliptiques. 

IJar 

Monsieur  Ubbo  H.  Meyer, 

de  Groningue. 


Les  fonctions  elliptiques  avant  tire  leur  origine  du  probleme 
de  l'integration  des  fonctions  irrationnelles,  on  a toujoiirs  en  vue 
l’application,  qu’on  pourra  en  faire  pour  les  quadratures.  Mais 
par  cette  raison  on  a trop  neglige,  ä ce  qui  tne  semble,  les  pro- 
prietes  de  ces  fonctions,  qui  ne  se  pretent  pas  inunediatement 
aux  quadratures.  Si  donc  il  y a quelque  succös  dans  I analyse 
suivante,  c'est,  parcequ'en  suivant  une  raarche  rationnelle,  je  ne 
me  suis  pas  souci  du  parti,  qu’on  saura  en  tirer  pour  l’integration 
des  fonctions  irrationnelles,  persuade,  cnmme  je  suis,  que  toute 
analyse  exacte  trouvera  ensuite  son  application. 


.§  >• 

Theorie  des  fonctions  elliptiques  de  la  premidre 

espece. 

La  fonction  elliptique  de  la  premiere  espece,  denotee  par 
Fq,  ou  Fif, r,  est  determinde  par  l'dquation 


dans  laqueile  on  a 

A*?=AV«  = 1 — c*sin*qo.  Ao=l> 
c etant  un  inodule  suppose  positif  et  infdrieur  ä l’unitd 

Band  XVI.  » 
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£n  considdraot  au  eonlraire  I«  variable  <t  comme  fuaetion  d* 
F9.  et  poaant 


P = F *• 


on  aura  la  fooetion  inverse 


<f  — ampp , 


®u  bien 


sin  — sin  amp  p. 

Cette  maniere  d’envisaser  la  fonction  elliptiqae  et  soo  i> 
verse  a ses  difficultds.  En  effet,  la  fonction  Ff  ou  p dtaot  ddtrr- 
minde  par  l'equation  (I),  il  ne  sera  permis  de  coosiderer  p comn* 
variable  independante,  a moins  qu’elle  ne  re<;oive  toute  talecr 
possible  rdelle  et  imaginaire  en  laissant  varier  q>  par  degres  insen- 
sibles. Or  ce  n’est  pas  difficite  de  montrer,  que  cette  condition 
ne  sera  pas  remplie. 

On  pnurra,  ä la  verite,  coosiderer  <p  ou  sin <p  comme  fonctios 
d'one  variable  independante  x,  et  poser 

* sin<p  = sinamp  x; 

maia  on  aura  tort  d’afßrmer,  qu’il  s’en  suivra 

. p~x . 

Tout  ce  qu’on  pourra  etablir,  c’est,  que  la  fonction  F9  ou  p,  asb 
stituee  a x,  satisfera  a l'equation  v 

sin<p = sin  amp  x. 


ou,  que  p sera  une  racine  de  cette  equation  resolue  par  rapport 
a x,  savoir  cette  racine,  qui  s’evanouit  avec  <p. 

Un  pareil  cas  se  presente,  lorsqu’on  voudra  ddduire  la  theoris 
des  fonctions  circulaires  de  l'equation 


O 


dann  laquelle  la  fonction  c3u  est  determinee  par  lea  dquationi 


(i)2u=  1 — ua,  w0=  1. 


Or,  comme  on  a la  coutume  de  traiter  d’abord  les  fonctions  sin® 
et  co8(p,  et  de  passer  ensuite  ä la  fonction  if>  enprimee  par  Tinte 
grale  precddente,  il  sera  de  mdme  plus  methodique  de  converlii. 
quant  aux  fonctions  elliptiques,  l’ordre  suivi:  et,  au  lieu  de  partir 
oe  l'equation  (I),  nous  considdrons  directement  la  fonction  regardee 
k l’ordinaire  comme  fonction  inrerse  de  la  fouctioo  elliptique. 
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Designons  par  u cette  fonction,  ou,  plutdt,  represcntons  par  u, 
r,  u>  trois  fonctions  de  x,  c ; en  Sorte  qu'on  ait 

(2)  M — r,cj  V ~Qx==Qxlc  i W—Iix=Rx,  c- 

Alors  les  fonctions  «,  c , w seront  completement  dcterminees  par 
le  Systeme  des  equations 

_ löiK=rM>,  dxt>= — wu,  SiW  = — chic, 

U I ro  = 0,  «0  = 1,  Äo=l. 

C’est  de  cesequations,  qu’il  faut  deduire  les  proprietes  des  fonctions 
u,  v,  tc. 

On  cn  tire  ä l'instant  les  relations  par  lesquelles  ces  fonctions 
eont  liees  entre  elles:  car,  puisqii'on  a 

1 

uSx  U = — vBx  c = 2 tc8x  w , 

il  viendra,  en  integrant,  et  en  observant,  que  u se  change  eu  0, 
r et  tc  en  1,  lorsque  x sevanouit, 

„*=1  -r*=i(l-#*), 

d'ou 

j /V=l-«x*=^(l-ßr>), 

(4)  j «x*=l  - Px*=-  ~ ( b*-Rx *). 

' Rx2=  1 - c2  Px2=  b * + c2  Qx* . 
ayant  pose  pour  abrdger 

6*=  1 — ca. 

Designons  ensuite  par  x une  racine  de  L'dquation 
H-Px 

ritsolue  par  rapport  ä z;  on  aura 

u = Px  , 

et  x sera  une  fonction  de  ti,  qu’on  pourra  representer  par 

x = Xu- 

Mals  u <tant  nno  fonction  de  x,  il  s'cnsuit  que  x sera  aussi  uoc 
fonction  de  x.  Donc  on  aura 

dx  n=3,/*x  = 8*  , 

■X>-  . 
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a'*~ £p*-  0*ß.' 

et  eomme,  en  avant  £eard  atu  eqoations  (4),  ob  a 
Qx'  = l — P**=l  — »5  = r*, 

ß,*=l-e*Px*=l—C*  «*=«*. 

it  *e  presente  dem  cas , selon  qu‘on  a 

Qifii=nc,  on  QiRx— — tw. 
auxquels  cas  correspondent  par  suite 

c,x  = 1,  ßxx  = -l; 

d'oü,  eo  integrant, 

v-f  i=r,  ti' — x=x, 

ii  et  t/  etant  constantes  par  rapport  ä x.  En  substituant  ces  va 
leurs  de  x dans  les  etjfcations  correspondante»,  oo  obtieodra 

Pc  | X — Px  , P c1-1  — PX  I 

Q v+xR i+x  — Qx  Rx , = — 

puis,  en  prenant  x = 0: 

P*=0,  Pü'=0, 

Qoßtt  — 1#  Qv'Rx/—— 

dqnations  auxquelles  les  constantes  ti  et  t/  doivent  satisfaire. 
Dailleurs  l’equation 

u — Px , 

differentide  par  rapport  h u donnera 

I=SxPi0Bx=  QtRxduX, 


d’oü 


duX—QxRx' 

Ajoutons  que,  eomme  on  a Po=0,  on  pourra  choisir  la  racine  i 
de  maniüre,  qu’elle  s’evanouisse  avec  u,  en  sorte  qu’on  ait 

Xo=0; 

et,  en  considerant  Qx  et  R*-  eomme  fonctions  de  u,  si  l’on  poje 

V 


Digitized  by  Google 


369 


Qt~G)n,  Fx  — U'u* 


oo  aura 


uB4  = l— «4,  u0  = l 

Ö'*=l-c*i»4  Ö'0  = l, 


(i>,u  — (D»i 

donc  la  racine  x sera  completement  determinde  en  fonction  de  u, 
et  il  suivra 


* = Xu=.X 


u,c 


du 

ÖaÜm’ 


«u,  si  l'on  veut. 


x=XB 


„ du 


pourvu  qtie  les  radicaux  V 1 — n4  V 1 — e*u4  soient  pris  de  ma- 
oiere  ä devenir  egaux  ä l'unite,  lorsque  u s’evanouit. 

La  racine  x determinee  par  l’equation  prdcedente  peut  rem- 
piacer  avec  succes  la  fonction  elliptique.  Pour  reconnaitre  la  liaison 
eutre  c cs  deux  fonctions,  posons 


* 


on  aura,  non  seulement 


mais  encore 


eintp  = «,  cosip  = u»; 


puls,  en  considerant  Um  et  x comme  fonctions  de  rp.'si  l’on  fait 


Xc*  — Um, 


x=Fo  . , 


on  aura 


L — c4u4=l — «^sin'tp, 
A0=l.  F0= 0, 


«t , ä cause  de 
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l 


. . _ 

= C*X=C»i>  = C*  / o c.u=  — =-—  * 


i)  viesdra 


d'ora 


. r - L_  1 


-'.-/’S 


Remarqaons  que,  *>  etant  introdurte  cons»e  fooctio«  de  ■,  il  M 
»era  pennix  d’attribuer  ä v qtje  des  valeurs,  qu  eHe  aeqeieft  par 
•aite  de  la  Variation  de  a;  d'oü  il  sah  que  la  filw  reelle  de  ? 

fester»  toujourx  comprise  entre  — ~ et  g"  • Mais  eela  ne  noos  en- 

f»ir:he  pa»  de  troaver  la  valeur  de  Ff,  lorsqoe  <f  depass«  le» 
iruites  de  ip.  tu  eilet , si , pour  uue  valeur  quelconque  de 
oft  fait 


on  aura 


frfiji — Fn  F F*n 


d’oü,  n dtant  an  nornbre  entier, 

Fx  ■J'/’ij,; 

puls,  en  vertu  de  F^  — — F _ y , on  aura  encore 

f Ti—yt  — Fx — F&  , 


et,  en  prenant  rp=^-, 


F n — F n — Fi r , 
* — » 


d’oü 


F»=2F,; 

i 

II  viendra  par  consequent 

F„„y^,=  2n  Fn  F,i,  =2nX,  f x . 
s 
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Nous  avons  fait  cette  dbmarche,  pour  montrer  la  connexion 
entre  la  racine  x et  entre  la  fonction  elliptique  F<p.  Toutel'ois 
od  pourra  se  dispenser  de  cette  fonction  en  introduisant  la  racine 
x,  comme  cela  a ete  fait;  et  le  resultat  principal  de  ce  paragrapfae 
sera  conipris  dans  les  termes  suivants. 

S o i e n t > 


u — Px — P *,e»  ® — Qx  — Qx,c,  to — Rx  — Rx,c 


troia  fonctions  de  x,  c ddtermindes  par  les  bquations 
dxu—vw,  bxv  =—tou,  di  w—  — c2uv, 

Po— 0 » Qo  — 1 , R0  = 1 1 

■ oit  x uoe  fonction  de  u determinee  par  Ibquation 


dans  laquelle 

ö.=  l — u»,  S0=l; 

oo  aura 

u—  PM=Px, 

tau  ~ Qx  i ojfu  — Äi , 


•t 


X—V  -f-  X , ou  x—vf  — X, 


sei  od  que  l'on  a 

QxRi  — Q*Rt,  ou  QxRx  = — Qx  Rx , » 

v etc'  dtant  deux  constantes  ass  ujetties  ä lacondition 
de  vdrifier  les  bquations 

Pv= 0,  Pv=  0 

QvRv  — 1 , Qt/Rc'— — ’l- 

Ajoutons  que,  pour  des  valeurs  Gnies  de  Px,  les  fonc  ocs 
Px,  Qx,  Rx  se  cbangeront  en  sinx,  cosx,  1,  lorsqu’on  suppose 
c=0;  de  Sorte  qu’on  aura 

Px,o  = 8'na:,  Qx,o — cos x , Rx,o  — !• 

On  pourra  de  meme  considdrer  Px,  Qx,  Rx  comme  des  fonctiona 
particulieres  d’une  autre  classe  de  fonctions,  dont  il  sera  aise  d'd- 
tablir  les  equations  differentielles.  En  continuant  de  cette  inanidre, 
il  sera  utile  d’embrasser  toutes  ces  fonctions  par  une  denomina- 
tion  et  une  notation  generale.  On  pourra  p.  e.  appeler  ces  fonc- 
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tions  fonctions  circulaires,  en  les  classifiaut  en  divers  ordres 
et  raogs , et  eo  les  designant  par  le  signe 

nm, 

m indiquant  le  rang  et  n I'ordre  de  la  fonction  eirculaire.  Dans 
cet  etat  de  choses  sin x sera  la  premiere  et  cosj:  la  seconde 
fonction  eirculaire  du  premier  ordre,  et  Px  sera  la  pre- 
miere,  Qx  la  seconde  et  Rx  la  troisieme  fonction  cir- 
culaire  du  second  ordre;  ce  qu’on  exprimera  par  la  notation 

sin;r=l  lx,  cosa:  = l|'2i, 

Px=2|lx>  «?x=2|2I(  Rx=%3s, 


et  ainsi  de  suite. 


§.  II. 


Sur  les  valeurs  par  ticulieres  des  fonctions 
circulaires  du  second  ordre. 


Puisque  la  valeur  de  la  fonction  w„,  deterniinee  par  les 
dquations 


o„*=l—u2,  Uu=l,  1 

est  positive  pour  u=0,  eile  resterk  positive  et  comprise  entre 
les  limites  0 et  1,  en  faisant  varier  u par  degres  insensibles  entre 
les  limites  —1  et  -f- 1. 

Si  donc  la  valeur  de  c restera  comprise  entre  les  limites  0 
et  1 , et  qu’on  pose 

(1)  b=  üe, 

la  valeur  de  b sera  positive  et  infdrieur  ou,  tout  au  plus,  egaJe 
a 1.  Puis,  comme  on  a 


6®=1  — c*, 


il  s'en  suit 


c*=J-6»; 


et  on  aura,  non  seulement 


: (üb 


mais  encore 


c = öj  ; 

. d oü  l'on  conclut,  que  b se  changcra  en  r,  lorsque  c «e  reduit  ä Ä. 
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Mais  la  valeur  de  <5*  sera  encore  positive,  lorsqu’en  partant 
de  la  valeur  nulle  de  u,  on  attribue  ä «2  des  valeurs  negatives, 
nu  ä u des  valeurs  imaginaires,  et  eile  restera  positive  en  faisant 
varier  u jusqu'a  l intini.  Üonc  en  designant  par  oo  l intioi 
poi^itif,  et  par  i une  des  racines  quarrees  de  — 1 , mais  toujours 
la  meine  racine,  on  aura 


0)  XI  ——  30  . 

Cela  pose,  on  sera  assure,  que  la  fonction  sous  le  signe  in- 
tegral dans  l'equation 


o 


restera  positive  en  faisant  « = 1 et  « = »/;  ce  qui  eonduit  ä con- 
siderer  les  valeurs  particulieres  X,  et  Xxi,  que  oous  designons, 
pour  abreger,  par  t ou  tc  et  p ou  pc;  en  Sorte  qu’on  ait 


* 


1 du 

ÖoÖcu 


U 


du 

Ou  Ocu 


Maintenant  nous  avons  vu  dans  le  paragraphe  precedent,  qu'en 
detemiinant  les  fonctious  circulaires  du  second  ordre 


U — P t—Pji.c,  C — (fx  — *0  — Hx — Hx,c 

par  le  Systeme  des  dquatious 

dxU  — cw,  CxV  = — tcu,  dxte—  — c2uv 

P0  = 0,  Qo—l,  ff0=l. 


on  aura 


Px U , Qx_~(i)u,  /ix (j)  CU  \ 


donc,  ä cause  de 

0)q  — ] , (i)c  — h , G)j  — 0,  6)  xi=  OD  * X,  “ T,  X xi  — p , 

\ 

il  resultera 

(2)  | Pr=  l,  Q,  = 0,  Rr  = b, 

' P(—&i,  Qf=  ob,  ßp=  ob. 

Quant  aux  rapports 


Pe  P( 

’ Re 

on  pourra  s'assurer,  qu’ils  seront  egaux  au  produit  d'une  quantite 
positive  par  i;  et  comme  on  a 
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Qs*=l-  Pr9,  ßx*=  1 -C*Ps* 
on  obtiendra,  non  seulement 


1 . , < _ 1 

vo?/  ~j_  , ’ w ** 

pa  1 pi  c 


inais  encore 


(3) 


pi  • 5l_* 

<?e  ' ße  -«• 


Ajoutons,  qu’entre  les  fouctions  t et  p,  exprimee«  pt 
dquations 


(4) 


/*  du  _ P*i  _du 
öjö«  ’ 5«ö 


11  existe  une  relation  assez  simple.  En  effet,  si  l'on  potf 


“ * Ou'  ’ 


on  trouvera 


_ 1 Oin'  . . du' 

ö*~  I7-’  Wcu_  öT  ’ du-,'ü^T’ 


d’oü 


du 


du' 


QuQcu  Qu' Qbu‘ 


Or,  en  faisant  varier  u'  depuis  0 jusqu’ä  1,  -j  rariera  depa 
jusqu'ä  oo : donc  on  aura 


/x*  du  . du' 

Qu  Qeu  %J  W»'  Qbu' 


(5)  p0=m; 

d’oü  encore,  d’apres  ce  qui  a dte  dit  ci-dessus, 

fb  = izc. 


Nous  ne  nons  arrdteront  pas  aus  divers  procedes  fr^* 
l’ävaluation  des  fonctions  t et  p.  Celni,  qui  se  present*  - 
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consistedansle  developpemcnt  delafonction— — en  Serie  suivant  les 

puissances  entieres  et  positives  de  u;  ce  qui  conduit  par  des 
quadratures  connues  ä la  serie 


d’oü,  ä cause  do  l'equation  (5), 

m <•=#'+ ß)V + (n)’4’  + (otS) 41 +■' 


§ in. 

Sur  les  formules  fondamentales  des  fonctions 
circulaires  du  second  ordre. 

Les  fouctions  circulaires  du  second  ordre 

(I)  a — 1\  — /^x, c i Qx^^Qxt ct 

sont  completoment  detcrminecs  par  le  Systeme  des  equations 

( SxU  = pw,  0xr  = — tcu , 0*«o=— c2ur, 

U \ P0= 0.  Q0=  1,  ß0=I; 

d’oü  t’on  a deduit,  $.  1.  (4),  les  relatious 

® ^r*=l-i/3=-i(6»-wa). 

ic3=  I — c2  ua=  b2  + car*. 
ayant  pose , pour  ahreger , 

(4)  6*=J  — c* . 

Ajoutoiistoutefois,  pour  completer  la  determination  de  b,  qu’elle 
sera  toujours  prise  dans  le  sens  de  dcvenir  1,  lorsque  c s’evanouit, 
comme  eile  est  iotroduite  par  l'equation  (1),  §.  II. 

Cela  pose , on  tire  des  Equations  (2)  et  (3) : 

(0xU)®=l  — (1  + c2)  u2  -p  c2  u* , 

(0xP)2=  -b2  + , 

(0xt c)2  = b2 — (1  +61)  u>2-J-»c4; 

d’oü,  en  differentiant  par  rapport  ä x , 
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0x2tt  = — tt(l+C*  — 2c***|, 
0x2  v = — v |c2—  62 — 2 c*  c*| , 

0x*te= — teil  + b2 — 2 tc1;. 


Soieut  muintenant  u',v',tc'  trois  fonctions,  qui  se  Jede.« 
u,  v,  tc  par  le  changement  de  j en  i+A,  A etant  iodepei:* 
de  x,  en  Sorte  qu’ou  ait 

(5)  u'—Ps^-h,  c'  = 0*p»,  w'  = Äx-m; 
on  aura  de  meine 

(6)  0xu'=p'tc'}  0x p'= — tc'u',  0xic'=  — c*«('c', 

(0,m')2  = 1— (1+c2)u'2  tc3«'4, 

(0,  e')*  =- 6*  + (6*—  c*)  e'2  + c* p'4 , 

(0xtc')2=6*~ (1  + 62)ic'*  + tc'4 

et 

0»1  ti'=— m'U  +c*—  2c*w'*|, 

0x2p'=— v'|c2-62— 2c2p'*1, 

0xato'  = — tc'|l  + 6* — 2te'2)  . 

De  ces  dquations,  jointes  aux  precedentes , on  dedni: 

(u0xU')a (tt'0#«)*=tl—  C*(«W')*(  |«2 *'*], 

(p0xp')2  -(e'0xo)a=-  t6*  + c*(ccOa!l«’a— r-2!, 

(tc0xtcOa — ( tc'dxtc )* =|6*  — (tcte')*|  Itc*  — tc'2l 
et 

II0X2 li'  — u'  0x2«»  = — 2 C2  tltl'  (fl2  — «'*)  , 

p 0x2  p'  - p'  0x*  p = — 2 c2  v' (e*  — c'2) , 

IC  0x*  tc'  — tc'  0»2  tc  = — 2 tctc'  (tc*  — tc'*) ; 

d’oü 

M0X2  tl'  — 1l'0x2  « 2c*mi' 

(«0xu')a  — (It'0*  «)a  ~ 1 — c2(im')a  ’ 

P0x V — p'0xar  _ 2c*vr' 

(p0,  o')a—  (p'  0xP)a  ~ 62  + c2  (rc')*  ’ 

tc0x2tc' — tc'0*xtc  2tcic' 

(tc0xtp')2 — (tc'0x  tc)2  62  — (trtc')2 


Mais  on  a 
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et 


«Sr2«'  — u'dxtu—8x  (udx  «'  — a'  Sr  u) , 
eSr2  b'  — b'6x*  b = 8t  (bSxb'  — b'Sx.b)  , 
tcßr2lc'  — tc'Sr2lO  = Sr  (tCCr  Ic'  — lo'Sr  tc) , 


( udx  «O2  — («'Sr  «)2=  («Sr  «'  — «'  Sr  «)  («Sr  «'  f «' Sr  u)  , 
(rSr  »0*  — (c'Sr  P)2  = (rSr  b' — B'  Sr  B)  (bSx  P'  + B'  Sr  p)  , 
(toßr  tp')2  — (tc'  SrU')2—  (tcßr  tc'  — tc' Sr«>)  («cßric'  + to'  Sr  tc)  , 


ou 

(«Sr  u')2— («'Sr  u)2=  («Sr  «'  — «'  Sr  «)  Sr  (««') , 

(pSr  b')2  — (p'SrB)2  = (pSrp'  — c'SrO)  Sr  (bb')  , 
f WCx  ic')2 — (tc'Sr  tp)2=  (tcdx  IO1  — IC 'Sr  ic)  Sr  (icic') ; 

donc  on  obtiendra 

Sr(«S.r«'  — u'Sr«) 2c2««'Sr  (««') 

«Sr«'  — u'Sr«  _ 1 — f*(«tt')2 

Sr(rSxB'  — r'SrP)  2(-2rc'Sr (bb') 

cSrB'  — B'SrB  62-J-C2(bb')2  ’ 

8x(ui8xw' — tc'Sr  tc) 2ioto'8x  (icic') 

tcSrto'— -tc'Sr  tO  62 — (icic')2 

oo,  en  ayant  egard  aux  equations  (2)  et  (6), 

Sr  (mb'ic' — «'Bio) Sr  (1  ■ — C2«2«'2) 

ub'ic'  — «'wo  1 — c2«2«'2  ’ 

Sr(Blc'«'— B'lO«)  _ Sr  (4M;  C2C2C'2) 

etc'«'  — r'tc«  62-fc2p2p'2  ’ 

Sr(to«V  — ic'ae)  _ Sr  (&2  — tc2«*'2) 
tCtt'c' — tc'iiB  6*  — to2u>'2 

Puls,  comme,  en  gdneral,  d’une  dquation  differentielle  de  la 
forme 

SrP 8x(f 

P ~ 9 

on  tire 

SrP  Sr?_  0 
p 9 
ou 
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a*?  =0, 

9 

il  viendra 

„ ur'w' — a'no  n 
c*  1-AV*  ~0, 

^ cuj'm'  — r'iru  n 

0*&*  + c*eV*  — 

. tCttV — «l'«P n 

on  bien,  en  vertu  des  dquations  (1)  et  (5), 

- PxQxyh  Rx+h — Px\-hQxRx  - 

0'~~  1 — C*Px*lnx+k  ’ 

- QxRx\-h  Pxf*  — Qx\-h  Pr  P x « 

0r  6*  + c*ÖxaQ®x+* 

. Rx  Px  yhQxyh — Rx+kPxQx .. 

0T  P-ÄX*Ä*,+ k 

En  integrant,  et  en  deterininant  les  constantes  d’integration  par  Is 
supposition  de  x = 0,  ce  qui  changera  Px,  Qx,  Rx  en  0,  1,  1,  oo 
sera  conduit  ä 

Px  Qx  \ h R j4  * — Pxy  h Qx  Rx „ 

1 —C*Px*P*z+k  ~ ’ 

QxRx±hPx+h  — (. }x\hRxPx Rh  Ph 

~~  b*  + c*Qx*Q‘lx+i‘  ~ **  + c20*J  ’ 

hx  Px+k  Qx+H-  Rx+k  Px  Qx  PkQh  . 

6®  - Rx*  ß®x+»  ~ 6* — Rt?  ’ 

et,  en  faisant  x + h—y,  on  h=y  — x,  et  en  observant,  qn'en 
vertu  des  eqnations  (1)  et  (3)  on  aura 

6®  + c®  <3*®=  ßa® . 6®  - ßa*=-  c*  <?** , 

il  s'en  suivra 

PxQgRg — P v Qx  Rx 

l ,,-x—  1 — C*  Px®  Py*  ’ 

Pn-x  QxRgPg-QyRxPx 
Ry-x~  6*  + C*<?x*ös2  ’ 

Pu-x  , RxP„Qv~RyPxQ, 

Qu-.~  ^ 6®-ß*xß,® 
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Les  variables  x et  y ötant  independantes  l'une  de  l’autre.  on 
obtiendra,  en  prenant  y=0, 


d’on 

(7)  Ps  = - /*-„  (?,=Q-x.  Rs=  R-,. 

En  substituant  donc  — x k x,  les  equations  precedentes  donneront 

! „ _PiQyRy  + PyQ*Rs 
l ls+'J-  1 — tPPjPf  ’ 

/q\  J P x-pg  _ Qi  RyPy  ~Y  Qu  Ri  Pi 
v ’ ' Ä,+9“  A»  + c»  ’ 


P*+y 

Q*+y' 


ItxPyQj  f Ry  Pi  Q* 


tf—RSRy* 


pnurra  deduire  de  ccs  equat 
II  ne  sulfira  pas  meine  de  les  etanlir  toutes  trois,  puisque  deux 
se  dedui.sent  de  la  troisieme  ä 1'aide  des  relations  (3). 

Profitons  d’abord  des  vaieurs  particulieres  du  paragraphe  pre- 
cedent.  En  determinant  r et  o par  les  equations  (4)  ou  (6)  et 
(7),  §.  II.,  on  a trouve,  (2),  (3),  §.  II., 


(9) 


Pt  — 1 , 

Q. 

= 0, 

R, 

1 „ 

1 

= 0. 

I 

pr0’ 

Qf 

R, 

p*-i 

Qr1’ 

Rt 

_1 

c’ 

R*. 

py 

Au  moyen  de  ces  vaieurs  particulieres  on  tire  des  dquations 
(8)  jointes  aux  relations  (3) 


d'oü 


P i --- 

Pl+'-Rx' 


^£±1—  * n 

R^~bQl' 


(10) 


Px+J~W,’ 


P*+ r 


p — L £ü+t * 

h*h-cPj-  Kr^-cQi' 


Qi+r 

P* 

Qi\Q 


1 Qi 

bP,’ 


I 

R~,; 


p 

Ox+»  = — b~,  RI+t=b-g-, 


„ L n -L£i 

Hx+t—  cP,’  Wi+e—  Ci  Pm 


H-ip , 


Digitized  by  Google 


38« 


De  phi* . si  l’on  fait , poor  abresrer , 

(11)  a—er=x  -f-  p , 


na,  suivant  l'equatinn  (5).  §.  If. 


Cc=tc  + ir». 


il  viendra 


P,^,=  ^,  Q'+a--b£±?.  fi,+«  = 6 J—  . 

«a+f  *‘a+p  “i+f 


-In.  »J  1 RX  1\  6 1 n • . 

(12)  Pt+a=--Q-,  ^ + «-c,^7' 


et,  en  prenant  x —0 , 


/»«,= 


1 

c 


Rax=  0. 


Si  inaintenant  on  substitue  successivement  y \ t , y -f-  a,  y+» 
ä y dans  les  lormules  (8;,  en  observant,  que  des  relatinns  (3) 
on  deduit 

, 1 ~C2PS  Py*  = <?»2  + /V=  Äy2  + ca  QSPy2, 

(14)  Jft*  + f * QS  Q,f = Ry* — e*  PS  Qy* = /S  />,*  + RS  Q,* 

( b*-RS  R,j2  = c a(62  /V  - G*a  R.J1)  ~—c2(Qy2— P?  «,*) 

on  trouvera,  ä l’aide  des  formules  (10)  et  (12), 

Qx\y  b*PiPy-QsRZQyRy 
Rx  fy~“  6a  +ca<?xaOya 

..  QxQ  y — Px  Rx  Py  Ry  ’ 

• 1 —SPSPy* 

Qi  ) y _ 2 Rx  P I)  Qy  — tfy  P 1 Qx  . 

/My  = C «x»-/?ya 

2 PJ>1  + Q'R*QyR V 

Qx,y-  c "&--R7U?  ’ 

Rx  f y Qx  R'I  Py  • Qy  Rx  Pi 

P7Ty~  0>-Q?  ■’ 

„ Rx  Ry-C*PxQiPyQy. 

K**~  \—c*PSPy* 


(15) 


(16) 
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/ L PxQyRy PyQxRx 

l ft+,“ 

1 


PS-  /V 


n?)  f PtRjP„r,, 

]<?*+»  b*-RSRy*  ’ 

_1_  = *«*■+  (SPzQxPuQu 

'Ä*+*  6a+cWQs2 


. J?n  com*>inant  ces  formules  on  en  firera  d’autres , que  noua 
n dcrivons  pas  Toutefois  il  sera  bon  den  ötablir  encore  quel 
ques-unes,  dont  nous  profiterons  dans  la  suite. 


En  vertu  des  «iquations  (!)  on  deduit  des  formules  (17) 

P 


— - p*2-ps 

"J  PxQjRy  + PyQzR;’ 


Qi- y 


IS -RS  RS 


' (PQtQy-PxRjPyR/ 

R _ P+SQSQS 

* y TUiy-c'PxQxPyQy  ‘ 

En  y joignant  les  formules  (8),  (15),  (16),  on  trouvera 

Id.  d _ P**-PS 

[Px^Pt-y  - . 

] +y  y C2  l~C2Px2Py2’ 

Rx+yR,-y=  b2±?Rl9»\, 

y y l-C2Px2Py2 
formules  qui,  ä l’aide  des  «iquations  (10),  (12),  (14),  se  reduisent  ä 


1 


PS 


Px±y  Px-v  = - Pj,2 


y , Px  2 


(19) 


1- 


Ox+y  Qj-y=  QS~ 


Px2 

P2 


1— 


_v+» 

p> 


/X2 


1- 


**+y 


Rx—y~  RS 


Theit  XVI. 


y+t 
PS 
P*y+c 
*1_  Pr2 


26 
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Eefis,  «1  fwa  feit  z+y=::,  «f«a  y=z — * «aal  sideym- 
da.ete  de  x , oa  aara 

cmP,=—Q,Bj.  t;Q,  = R,P,,  ixRJ=<*P#,. 

An n«  mj  tirera  de*  formale*  (17),  (IS),  (15): 

1 ftoft+ftÖft 

7V=-  PS— PS  ' 

R : QlöQyfQyCl^l 

ft—  US-*JS  ’ 

(f:  R rCx  ft ft  S X ft  i . 

ft-  RS- RS  ' 

d'oa 

P*r-PS=~PJSP*P1), 
m)  )qS-QS=£;J>s(Q*Q,)> 

IRS-R,*=£m3*(RsRj) 

Ot,  «airant  le«  relationa  (3),  on  a 

(•21)  PS-PS=  ~ (Qm*-QS)=- 


done  il  «uirra 

dx(P tP y) — Qy) — ciQt  d*(RiRy) ; 

pui»,  en  intdgrant  et  en  observant,  que,  pour  x=0,  y se  reduit  i 
i,  on  obtiendra 

d'oü,  en  remettant  * + y 4 z et  ayant  egard  auz  relations  (3), 


(22) 


QxQy—P xPyftx\y — Qjfyi 
RxRy~C*PxPyQ1+y=  Rz+y  , 

ft tftyftx  \-y — C^QxQyQx+y—b*. 


Digitized  by  Google 


383 


§ iv.  • 

lie  lation  entre  les  variables  et  les  modales  de  deux 
fonctions  circulaires  du  second  ordre  dont  le  rapport 
est  constant.' 


En  posant 

I — alPx,c,  Qy = Ryi,e\—Vl  px,t, 

IPy^  = “2^*.^.  Qy,,e,  —ß*Px,t,  Pyt.ct  — yiQi.c, 

\Py„c,  — <*3Qx,c,  Qy%,e,  — ß 3 ßx,c,  Ry„tt=YaPx,c, 
tpy.,'.=°*  Qx,c,  Qy.>e4—ßt  P x,c,  P<jt,c>  — Y*Px,  <•, 

' \Py„c>  = aAftz,e,  Q’J>,C,  — ßb  Px,c,  Ry„Ct  = y&  Q*,', 

Py4,c,—  o 6 #r,e,  Qy„c,  — ße  Qx,c,  Py4,ct  — Yb  Px,e; 

il  s’agit  de  detenniner  yu  en  fonction  de  x,  et  ak,  ßt,  yk,  et  eu 
fnnction  de  c. 

Comme  on  a 


8xPr,c — Qx,cßj,C)  tixQx'C  — — Px,cPr,c>  8xRx,c — — 
il  s'en  suit 


SxPyk  rk — QyktcicPyk,ck^x^k’  ®*®**,e*' — — ^k,ck^*tk,ek^,^k’ 

ÜxRyk,clF=~C'lkP\,efi*k,elfi*y k ’ 


et,  en  faisant,  pour  abrdger, 

(4)  8xyk  = Hk, 

on  en  deduira,  au  moyen  des  equations  (1),  (2),  (3): 

(5) 

! »i ßi  __  c*  n „ _ _ ,.2  h i Ji. 

f*»  ßlyi  ylal  t'i*  ukßi  ’ 2 ß% '/%  Yzai  C22  a2ßi 

_ J* , ßi 1 Ji  ak  — ß±  —£l  J*-, 

^ ß3y3  Yi  ct-z  ™ ß*y*  y*“*  CVA 

_ - ßi  _ I r».  Lj^-: 

^ C ^s/5  ys“s  (‘ii"tßs’  fV/S  )’«“«  c6lctsß» 

d’oü  l’on  voit,  que  ft*  est  inddpendante  de  x,  de  Sorte  qu’on  aura 

26* 
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(6)  y*  = nMr  + &. 

ök  4tant  constante  par  rapport  ä x.  En  prenant  donc  r«p»C  ? 
ment  x=0,  ,r=t,  x — <s  dans  les  dquations  (I),  (-2),  « a 

observant,  qti’on  a trouvd,  (2),  (9),  (13),  §.  111- 


Po  = 0,  #?0-l,  />o=  1 • 


P,  = l,  Q,- 0, 


Pa  = ->  Qu — R« — 0, 

C CI 


il  viendra 


Pitu'i  =0>  Q^i,c t — ßi > — n • 

/V,,c,=0,  Q<f,,e.=  ßat  , 

/^»r-pcfuc,  — 0,  ^,r4'|ti*ei  ft* 

—0,  0^,r  + — ^41  r + . e* 


1 _ 4 

/>/llO  + rf„C>=0,  Q^,<T  + J,,C,  ~ßi~’  **.»,«4- 7*n’ 


P u.«T+<r„c,  — 0,  — ßs  •>  Putß  4 cf, , c,  — /6( 


Equations,  auxquelles  on  satisfait  en  faisant 

(7)  <5j  =0,  ds=0,  d3=— fi3r,  d4= — ft4T,  d4— — fio0,  d*=— M- 

ce  qui  donnera 


1 


(8) 


\A  — 1.  ß% — 1>  ßs  — g»  ß*  — h ßi — c.  ße— 


i iii  1 ci 

(n=1>  72=1.  73  = 1.  74=1’  7»  = /7’  7e=f- 


Les  constantes  0t,  yi  dtant  ainsi  determinees,  les  '■ 
(5)  se  rdduiront  ä 


1 c*  1 


1 1 I 


(ii=“«=„T  = 7a„T’  (^  = “i  = c2“;=-3; 


o,  c,'o, 


“»  «2  “4 


1 f»  I 


rt, = -6a3  = r - . f*4=-K =• - * - =*n: 


6 6 1 
7“4 

d’oü  l’on  tire 


* 1 


H——-ai- 


at  6c»\ 

i l i l. 


ias  bc\  ab  ’ ***  «“*  6 c«  »«*,% 
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«l*=I.  «22  = C*  «32=-^.  «.*=1.  «*3=1.  V=p* 

1 62  c1  1 

Ct*=c2,  c^=~^>  c\ = c2 . c42=:— p.  c6a=p»  c62  = 6*, 

tH  = «L  f*2  = «2.  f*S=— *03,  fi4=— Ä«4,  flS  = — 7“»>  flg  = — J.«8- 


Ces  equations,  determinant  les  constantes  o*  et  ci  au  signe  pres, 
on  pourra  en  choisir  a volonte.  iSous  posous  parsuite 


i c»  , , 1 

l«i=l.  «*=C|,  or3=— ^ , o4=— 1,  c&=J,  «9  = j- . 

(9)  1 6 • ci  1 

^Cj C,  Cg— - , C3 — C[. > C* ^ • Cs  — Cg  — 0, 

'#‘1  = 1.  tH~C,  f*3=«.  f*4=*.  f*S  = &*.  #*«  = *- 


En  eliminant  y*,  «t,  ßi,  y*.  et  ä l’aide  des  equations  (6),  (7), 
(8),  (9),  les  equations  (I),  (2),  (3)  se  reduiront  ä 


(10)  Pr, — c — P/,ej  Qxt—c — Qx,c,  Pr,-t — Är,r, 

(11) 


P^  l cPx,c,  (?CJ1 Pl.ti  PfI  I — Qx,c  , 


i7*«*«-.),»  — Q*‘l*-')£  — bHx,',  H'Hx~,),±{  — Ps,', 


(12) 


6 6 6 


(13) 


1 1 £1 

[/J|.(x_(jj  4=  J ßx,o  Qi(x-o),b—b  Ql,c,  PiU—o),b  — cPz,e. 


Les  formules  (10)  font  voir,  que  les  fonctions  ß,  <?,  ß ne 
ehangeront  pan  en  rempla^ant  le  module  c par  — c.  Au  rooyen 
des  formules  (11)  on  passe  d'un  module  c inferieur  ä l'unite  au 

module  reciproque  — superieur  ä l'unitd.  II  suOira  donc  de  coo- 

server  des  formules  (12)  et  (13)  les  trois  premiöres  ou  les  trois 
dernieres,  puisqu'on  en  deduit  les  autres  ä I aide  de*  formules 
(11).  En  conservant  les  trois  dernieres  on  en  tire 
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(14) 


^tz,ni — — ^-t+r>c>  ^bz,— — R Rbz,'.i  — 5®*+*,« 


[ Pir, b — ltx+af c»  Qw,J — f^ix,b  — cPi-^c,c\ 

mi,  suivant  les  equations  (10)  et  (12),  §.  111. 

(15)  PbjH=  R^=wry 

b ö 

(10)  PII,b  = iQjy  Qiz,b=Qj->  Riz,b-Qc 

Les  formules  (15)  serviront  a la  reduction  des  fonctions  cit- 
culaires  du  second  ordre  ä module  imaginaire,  et  les  formules  (16) 
ä la  reduction  des  meines  fonctions  ü variable  imnginaire. 

Ajoutons,  que,  par  suite  des  relations 

G*,=  l— /»„  Ä*,  = l— c*A*, 
jointes  aux  formules  (10)  et  (12),  §.  UI.  on  trouvera  aisdment 

>-^7,= 

= ö$i,  (/i, “ lk  O"  ft)’ 


et 


’-StS= 4r.(ev-  - 

=S(A_^;)=?»,ieir(e’'-0’’)=^rX*_p?): 


y w y 
donn  on  aura 


1 


07)  /»r+P(l-^)=-^+P(«-^) 


et 
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, P*,  , 0»T)t 

(18)  l_^x'  Q»x+,“  ÄW 

P*.  «®»+*  Ä*x+<, 

Or  des  tormules  (11),  (12),  (13)  on  deduit 


Px 

Pcx.i 

c 

Qx+  r 

p . b 

eil,— 

CI 

*V,* 

fr 

Py~ 

Pcy,1. 

c 

Vy+'~ 

p~b~ 
riy,  — 

M 

p< 

[kli— 1 iü,S_  Pi*. *. 

Pbiy,l  Pi»’h 
fr 

donc  il  viendra,  eu  egard  aus  formales  (18), 


(19) 


, p«. 

i ? 

'V? 

t r**~ 

P2,,  r 

*vrn 

i_ — - j 

fr 

P*  , 

1—  c 

P*  . fr 

eix,— 

1-p*~4  1 

P2  1 

cy>- 

1- 


/«  i — 

Clr- 

pt 


1- 


/«  . b 

CII,- 

c< 


/« 


*«,» 

*<z,i 

4':J 

p»..  i 

b‘y<- 

o 

P*  . » ' 


1- 


P®, 


/ 
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§.  V. 

Kelation  untre  les  fonctious  circulaires  du  second 
ordre  par  rapport  a uue  variable  x et  entre  les  minies 
fonctions  prises  par  rapport  ä un  multiple  de  x. 


En  vertu  des  formules  (8),  (15),  (16)  §.  111.  on  a 

i p — ^ ^ 

t x 1 y ~ 1— e2/^A"ä,  ’ 

fl)  ’n  QxQy — PxPyRxRy 

' ’ 1 -C*P*xP*y  ’ 

I _ RsR.r-C^PxPyQxQy 

Ity—  l-C2/»x/"sr 

\ I 

En  y joignant  leg  equations  (7) 

(2)  Px  = -P_1  Qx=--Q-x,  ßx=ß_x> 

il  vieudra,  en  substituant  —y  ä y , 


(p  PxQyRy-PyQxRs 
U X-y—  ! —C*plj3*  ’ 


(3) 


\Qx— y — 


«X-y  = 


QxQy  + P xPyRiRy 
l^PixPay  ' 
RxRy+C*PxPyQxQy  . 
1 —C*P*xP*l  ’ 


d’oü 


p . p _ 0 PxQyRy 
x+V  + P*-1  c*P*xPy*  ’ 


(4) 


QxQ'i 


Qx+y  + Qx-y=2 


RxRu 


n , 4 n 9 

Wx+»  + t —C*P*xPty 

En  prenant  x—y,  et  en  observaut,  qu’on  a 

(5)  Po-0,  Q0=x\,  i?o=l. 

on  trouvera 
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p 

<«) 

,,  ..  ««■ ,. 

K**-Z\-C*px*  *' 

I 

puls,  en  ayant  egard  aux  relations 


(7) 

il  s'en  suivra 


Ö*«=l— JV.  RS=l-c*P*It 


!p  .1  PxQxRx 

rsi  L 1-2  P;tW 

(8)  }ö2*  — i_c2/v  » 


ßji  — 


1— 2c2/V+c*/V 
1-cW 


En  substituant  ensuito  2.r  1 x et  x k y,  on  tirera  des  formu- 
le*  (4) 


P3I  + P,= 2 


PixQxRi 


ö3*  + öi  = 2 


W3x  + /^=2- 


2-r' 
R^xllx 


l-C*/*VPx*  ’ 
d’ou , eliminant  P2X,  <J2x,  P2x  Par  les  formules  (8), 

„ i 4 ...  J 

lax—h  \(\-cipx*f—icipz*Qz-iRz1 


Ö3*  — öi 


2(1  -2/»,  + c2/V)  (l-r2/V) 


-1  . 


( 1 -c*Px*)*-4c*Px*Qi*Rx* 

_ (2(1  l-c2^4)  J . 

Kal  — K,  j (y_e*PS)*-Ac%Px*Q,*R,*  " ’ 

ou,  en  ayant  egard  aux  relations  (7), 


t 
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13— 4(  1 +c*)fYM  6ca/>l4--c4/>x,l 

P3X=  Px  F-6c*/1i1+4c*  (l+c9)Px*-3c4Px8' 

1_4 /V  + 6 tv*Px4— 4c«/V+c4Px8 

Ö3x=  ®xl-6caPx4+4c*(l  hc*)/V— 3c4/V’ 

„ 1 _4c2Px2+0c2/,x4-4c2PxM-c4Px8 
Ä3x  = «X  iH^7V  + 4c*(l+ca)P,6— 3ci/,x8 

Kempla<;ons  encore x par  2xdans  les  formules  (6);  il  viendra 


4* 


— 2 1 -«*/£? 


Ö4*-21_C*/».x4  1* 


?£ 1; 

2*J 


d’oü,  a laide  des  formules  (8) , 


(10) 

M-<?P-»4-e*P/»t  rl-2caPxa  + C*Px4)  (1-W) 

1P4X— 4PxQxßx  () C*PX4)4 ISc*  Px*Qi*R  X* 

(1 -2/V+ «WJV  -c2Px4)8_ . 

0*1  — 2 (l_c2/V)i— l6c*Px4f?x4tfx4 

fl— 2caP.a+caPx4)*(l-caP«4)*  1 . 
fi*X— 2 (1_c*/3j4)4_ \<Sc‘tPl*ilx*Kx* 


Sans  nu'on  ait  besoin  de  developper  les  expressions  contenue, 
dans  les  seconds  merobres  de  ces  equations,  on  reconoaitra,  que 
PV>  GV>  «V  peuveut  «re  representdes  par  des  foncfaons^ 
tinnelles  et  fractionnaires  par  rapport  a Pt  ■ sera  aonc  . . 

duit  k supposer  par  induction,  quon  saura  satisfaire  aux  equatos» 


(11) 


Qnx — 


Pn 

Du 


Rn 


en  ddsignant  par  A\,  ßan. 
tapport  ä P,*,  et  par  « un 


C*n,  IPn  des  fooctions  entieres  p« 
nombre  eutier  et  pos'itif. 


En  comparant  les  equations  (6),  (8),  (10)  aux  equations  Prr- 
cedenles,  0!,  conclura,  que  3=2a-l  j«a  degr  de 
4=2*  celui  de  />*.,,  '.1=3*  celui  de  Af,  ? = *.  celul  „ 

f}i  15  = 4*  — 1 celui  de  A?,  16  = 4*  celui  de  DP;  et  on  sf 
posera  par  induction,  que  u*-l  et  na  seront  les  /eRres^de^ 
et  Ü, i*  lorsque  n desiene  un  nombre  pair,  et  que  11  et  n 1 
?es  degrös  de  AP  et  «*„,  lorsque  « designe  un  nombre  .mpair 
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Allons  confirmer  ces  suppositions,  en  deroontrant , qu’elles 
seront  verifiees  pour  le  nombre  »»+2,  lorsqu'on  les  suppose  ex- 
actes  pour  les  nombres  rn  et  m + 1. 

On  a trouvd,  (18)  §.  III., 


/Kt p 2 

rx  \ y^z- y — \_ctpxipt  > 

cn  substituant  (m+l):t  ä x et  x ä y,  il  viendra 

P o 

(m42)I  mX  ~l-C*P*xP*{mii3  ’ 
d'oii,  en  vertu  des  cquations  (11), 

Am^tAm  Ä2m  1 1 — iy2m\  i 

D,n  i ~ l>\.  \ , — C2Ps*A*n.  < , ' 


De  plus,  cn  concevant,  que  Am , Am-y  l)m  \ i soient  des 

fonctions  determinees  d’apres  les  suppositions  faites  ci-dessus,  on 
disposera  de  Am  (2  et  /J„,^2  de  nianiere  qu’on  ail 


Am+ 2 Am — A2m  { j — ' > 

Pm  \ <1  An  ~ D'm  fl — . 

Dans  le  cas,  oü  m designe  un  nombre  pair,  m + 1 sera 
impair:  donc  A2m+i  et  D2m±l  representeront  des  fonctions  entieres 
par  rapport  ä lnx  du  degre  (m+1)2  et  (m+1)2 — 1;  d’oü  il  suit, 
en  vertu  des  equations  precedentcs.  que  Am\2  Am  et  Dmy2Dm 
seront  des  fonctions  entieres  par  rapport  ä P,  du  degre  (m+1)2 
et(m  + l)2+l,  on  A2m^<iA'tm  et  Äij/)4»  du  degre  2(m  + l)2 
et  2(m+1)2  +2.  Or,  dans  ce  cas  Alm  et  D2m  etant  du  degre 
m2 — 1 et  in2,  il  s’en  suit  que  A2m +2  sera  du  degrd 

2 (m  + l)2  - (m*— 1) = (in  + 2)2— 1 

et  D^m+2  du  degre 

2 (m  + 1)2  + 2— m2 = (m  + 2)2. 

Dans  l’autre  cas,  oü  m designe  un  nombre  impair,  m + 1 sera 
pair,  et  par  suite  A2m  y i et  //2m(  t seront  du  degre  (m+1)2— 1 et 
(m+1)2,  puis  Am-ytAm  et  Omy2Pm  du  degre  (m  + l)2+l  et 
(m+1)2,  ou  A2my2  A2m  et  j 2 D2m  du  degre  2(m+l)*+2  et 
2(m+ 1)2.  Or,  dans  ce  cas  A2,„  et  l)2m  etant  du  degre  m2  et 
m2— 1,  il  s’en  suit  que  A2my2  sera  du  degre  (m+2)2et  D2my%  du 
degre  (m+2)2— 1. 

On  voit  que  dans  l’un  et  l'autre  cas  A2m\n  et  seront 

des  lonctions  entidres  par  rapport  ä /**,,  et  que  leur  degre  se 
ddduit  de  celui  de  A2m  et  U2m  en  changeant  m en  m+Q.  Ö’apres 
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ee  qu'on  vient  de  dire  les  suppositions  faites  subsisteront  par 
consequent  pour  tout  norabre  entier  et  positif  n. 

On  satisfera  doDC  ä l’equation 


en  designant  par  A-n  et  />2n  des  fonctions  entieres  par  rapport 
Inz  du  degre  n9 — 1 et  ti9,  lorsque  n est  pair,  et  du  degr£  n9 
n9— 1,  lorsque  n est  impair. 


Plus  generaleinent,  l’expression 

P* m 


1- 


1- 


' P*ny 

■pC’ 

p\x 


eo  supposant  y et  : indepei  dantes  de  x,  pourra  6tre  representee 

Sar  le  rapport  de  deux  fonctions  entieres  de  Inx  du  aegre  »*; 
e maniere  que,  si  pour  abreger  on  fait 


(12)  Ilpfp — II  ft — fofi  f%'"f •— i > 

p=0 


on  aura 


, #»„  . PS_ 

1—  i 

(13)  ~ nfTlq  Pll 

F*Z 


t donc  il  restera  ä trouver  les  racines  Mp.^  et  zVp.j.  pour  que  U 
relation  entre  Ptu  et  Px  soit  entierement  däterminee. 

Kappeions  nous  pour  cela  les  formules  (10)  et  (12)  du  §.  III. 
savoir: 


(14) 


{p^=ZPx’ 

}px 

(Px+a—c  Qx’ 


n _i*£ 

Q^+f-ci  px  • 

o -6-1- 
QlU~ci  Qx‘ 


»x  -I9i, 

Kx+e—  iPx  * 

«x+.  ='777; 


d’oü  l’on  deduit 
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Qzf2^—  Qj»  /?Zj 

ft-fätf  — — P x , — i?zj 

Px+2r  — — Px  t Qz-f2j  — — öz*  Px  fix  — Pi  ■ 

La  fonction  Px2  restera  donc  la  meine,  lorsque  x se  cbange 
enx+2(>,  ou  en  x + 2 a,  ou  en  ar+2r,  et,  par  suite,  il  en  sera 
de  mdme,  lorsque  x se  change  en  x + 2pp  + 2^ff+2rT,  p,  q,  r 
etant  des  nombres  entiers. 

Maintenant  le  premier  membre  de  l’equation  (13)  s’dvanouira 
pour  x=y;  d'oü  il  suit  que  Py2  sera  une  raciue  du  second  mem- 
ure.  Mais  le  premier  membre  restera  le  meme , lorsque  ny  se 
change  en 

ny  + 2 pQ  + 2 qo  -f-  2rr , 

ou  y en 


2p  2q  2 r 

V+  P+  — <H — r: 

y ' n v n n 


donc  les  autres  racines  du  second  membre  seront  comprises 
dans  l'expression 


ou,  simplement, 
puisqu  on  a 

(16)  <s=x  + q. 

Ajoutons  que,  pour  avoir  les  racines  distinctes,  il  sufTira  d’attri- 
buer  ä p et  q successivement  les  valeurs  0,  1,  2,....«  — 1,  puis- 
que  tout  autre  nombre  donnera,  en  vertu  des  formules  (15),  des 
racines  dgales  aus  precddentes.  On  pourra  donc  poser 

M\,1~  P2y+^fr+iJf. 

n n 


On  trouvera  pareillement  Np,q,  en  permutant  y et  z , en  sorte 
qu’on  ait 

^*.«==*m,+2?i+2^ 

n n 

L’dquation  (13J  se  röduira  par  consequent  a 
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ayant  posd,  comme  ci-dessus, 

n p=n 

(2)  Ilfff—  n fr  = f0flft...  .fn-\  • 

P=K 

On  aura  par  suite 


»*=  p*plV  ?,px+  - 1 -•‘p*+!<=!)r 


et 


= P*+f<  " Px+??, 


mais  on  a,  (15),  §.  V. 

(3)  Px\  2r  — — Pr'- 

donc  il  suivra 

(4)  »*• 

T» 


Puis,  comme  de  l’equation  (2)  on  tire 


Vp  =/^/p 

p— 1 


et 


on  deduit  de  l’equation  (1),  non  seulement 


mais  encore 


^ = P^T1I1Pr+^Z£)r, 
ou,  suivant  la  formule  (3), 


<Pi  = P* 


Tl" 


II  viendra  par  suite 
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\-P^rP'-*±A’ 

r n n 

ou,  en  vertu  de  la  forroule  (19),  §.  III. 


(5) 


<p\=P*zTn 

r=i  ~r 


P^i_ 

-/>V 


P*x 


p* 


La  fo"ct.'°“  <JD*lr  representera  donc  une  fonction  fractionnaire 

par  rapport  a I"x,  dont  le  numerateur  sera  du  degre  n et  le 
denommateur  du  degre  n—1.  On  pourra  dire  autant  de  l'erpression 

, <P*r 

V'V 

dont  le  ddnominateur  sera  le  meine  que  celui  de  et,  corame 
cette  expression  s evanouit  ^videmment  pour  x=y,  il  en  sera  de 

mimc  pour  en  vertu  de  ,a  relalion  (4);  de  gorte 

qu’on  aura 


d’oü 


(6) 


1— 


CD3!  » 

l_^a*=  77, 
Vs  r 


P * 


pix  > 


’P*  L1V 


1- 


.Vf* 

V** 


^*=77, 


* P*X 

sf "t 


l— 


i+- 
n , 

P*x 


7" 


4??« 


puis 


P*, 


77» 


fl  R 

~ — 77t  77p 


/**  , in  ,ip 
4-ff 


<4% 


Th  eil  XTL 


27 
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ou,  suivant  la  formule  (20),  §.  V. 


(7) 


1 - 


P* 


1- 


1--^ 
1 P*„= 


tp1* 

*V«e 


Voici  la  formule  par  laqnelle  l’expression  dans  le  preauer 
membre  scra  reduite  ä une  fonction  fractionnaire  dej1,  <lu  deqre 
n,  <p2,  etant  elle-roeme  une  fonction  fractionnaire  de  /"r  du  deeie  « 
II  scra  parsuite  interessant  d’entrer  en  detail  sur  la  nature  de  n 
fonction  <pt. 

En  differentiant  par  rapport  k^x  les  deux  membres  de  I eqm 
tion  (5)  on  prouvcra,  que  j^J  'representera une  fonction fractioo 

naire  par  rapport  k P*»,  dont  on  determinera  les  racines  k Taide 
de  l'euuation  (0),  en  divisant  les  deux  membres  par  y— x,  et  en 
posant  i/=x.  Toutefois  il  sera  ä preferer  de  parvemr  a l express- 
Lion  cherchee  de  Sxcpx  par  une  mdthode  directc.  surtout,  pui? 
qu’clle  exige  la  connaissance  de  quelques  lormules  remarquao  s 
que  uous  allons  etablir. 

t D’abord  on  a 

(PVh-/w„)  (Pti-i-P,s)=p**+ip*—9-pt*(-P**+9+  /"x-9)d  !u 

et,  comme  des  formules  (I),  (3)  du  §.  V.  on  deduit 

„ /"x ö2*ß\  + P*,Q**IP* 

P**+*  + F1!- s — 2 (1 

et  des  formules  (18)  du  §.  III. 

(P»,-P\)* 

PVt  9 P2*-»  - (i-ca/M, /«,)»• 


il  viendra 


1 


- (l-c»P*,P*9)* 


(/»,+,-/»,)  (P*,-,-/",) 

I (P*x  — P*!»)2 2P*sl(P*xO*yP*s  + PVP**5'* 

+ P*,,(l— c*P*,/V:; 


puis,  ayant  egard  ä l’equation 

Q2xß2,  = 1 - (1  ■ + C^P2*  + C1/«,  , 


il  s'en  suivra 
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( I -C*/*,  P*I+,  - P* x_y P^y) 

— P*H  — -P2!!  P*x  + P*J 
-2Py*Qy*Ry*px* 

— M*V +2(1 +c*)P*9P*M -2c*P*yP*, 

+ P*^ 2c*P*yP*x  f c*P»yP*x 
=—‘2P*xP*y\  Q\R*y+ 1_(1  +C2)/My+cS/M>, 

+ P*X  f 1 - '2c2P*y  + c*P»y  ! 
= 4P2tP2y  Q2yR*y  + /-»Ml— Cai%)2 

=_4P.,^W„_(al^) 

d’ou,  en  vertu  des  forraules  (6)  et  (14),  §.  V. 

(8)  0 - 7^)  <*"*4.  ~ ^V)  (P't-y-P'y) 

= -*P*J”yQ\IPy(\- 

Ensuite  on  deduit  des  formutes  (1)  et  (3)  du  §.  V. 


d’oü 


/«  . yri  _ i P*PyQtQ»RiRy 

x+^ *-»-4  7i ’ 


et  par  suite 


(■-?%r)0-Ä) 


= — 16/m,,Ö*vÄ»,7= Pi-h,  Pi-yQx+yQx-uRxluR 


j—y 


y/”x+2j  /W^*,(l^C*Pax+,/»,)*(  i-c*/»x-S  A”v)2' 


Mais  de  l'equation 


— I 


Pl\yPt-y  — 


P2x-PI„ 


on  tire 


y.  X-y-  J_c,  ^pa- 


tt „ _ !n^y-P\ 


27' 
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puis 


Px-".„Px  = 


ln,-v 
1 -C*P*; 


Px-*,a-C*/MX+,/Ä,)  (1  -C^-yP*,) 
_ (P»xHr-P»y)(P*x-y-P*y) 

- /«X 


ce  qui  changcra  l’equation  precedente  en 

O-tCwX-ä) 

= — 16P*,P*j,Q*!  yß\  pC-,  - P»,)^1 ' 

Au  raoyen  de  la  fonnule  (8)  on  en  deduit 

/,  P*x  \4Pxft)Px-v  Qx+yQz-y  Px+yßx— j 

=-t,,_pw  p*,  «v  «**  ’ 

ou,  suivant  les  forraulcs  (19)  du  §.  II!., 


(9) 


Cette  (ormule  conduit  ä une  serablable  pour  la  fonction  <fr 
Kn  effet,  corame  on  a PIx  = P2-x,  et  parsuite,  en  vertu« 
l'equatinn  (5),  q>sx  = <p9— i»  on  deduit  de  1 öquation  (6),  non  sw 
lement 


1- 


P*x 


ß2x+2y+?r, 


l — p-  = n„  — 

<P*xqSy  j_ 


P*x 


P»  ,2P 

fl-* 


mais  encore 
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<P*x-*y  ~ p . /"£ 

H-— * 


Si  donc.,  pour  abreger,  on  pose 

(10)  ), 

\ «TW  V 9 ^+^/  \ 

il  vieudra 

C-*U)‘ 

' n ' » 

ou  suivant  la  formule  (0), 

e-R,  )(>-?;  )(>-£  )C-R  ) 

. * ^ »+£'■''■  y+eH  5i/\  y+o-t?/\  y+rf  fi/ 

£ = /7, 1 2 » ■ 

A-^f  V 

V 

Puis,  ayant  egard  ä lequation  (11),  §.  III,,  savoir 

«=P  + *. 


P<J\ x f?»  — Pyi  ”±!x  * pyw*t  — /,y+e+Mj*  ’ 
n n n « n 


ce  qui  cbange  la  prdcddcnte  en 


,,s  on  a,  en  general. 
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Ih’frfn f r — foftft— /*»-i  — frrfw\\  ■ 
donc  on  pourra  substituer  ä la  precedente 

P*X  X/,  /«X  NX.  P5*  NX.  P5- 


d»=//p 


(-*&*) 

ou  enfin,  suivant  les  dquations  (6)  et  (18) , 

■ = 0-ä)0~  ^ , iXl"  £Ü0-  % J 


(11) 


Cette  formule  «Staut  «Stabile,  il  ne  sera  pas  difticile  de  trouvei 
l’expression  cherchde  de  dx<pi-  Pour  y parvenir  il  suflira  de  la 
niettre  sous  la  forme 


( s|,8».'i~yä-r  \Y — qp2A  / pax-«jr— <p*i\ 
\(Px|  2,  V 2.9  — 2y  / 


et  de  poner  y=t=  0.  En  cffet,  eomroe  on  a 

«jP  *,^;-Vx  = 


on  touvera 


v,(0,Vx)«=(|*')  (^')  *Xi-fJ0~?O0~J2J: 

n * 

puis,  en  posaut 


(12) 

d oii  aussi 


H= 


<p. 
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2f  ’ 

et  observant  qu’il  suit  de  l’equation  (1) 

-=ö. 

cpf 

k cause  de 


r =0, 


la  prdcedente  se  reduira  ä 

n '*  w 

.Mainteoant  soieot 
(13) 


m* 


<?>‘r 


nt-1 


et  bxons  la  determination  de  v‘,  tc‘  en  ajoutant,  que  v‘  et  tc'  se 
reduisent  ä 1 pour  :r=0,  ce  qui  dünne  <p*=0;  afors,  en  obser-  ' 
vant,  qu'on  tire  de  l'quation  (12) 


/I=Cr  tp,, 

od  aura,  non  seulement 

(öi(px»)=:/iV4  w*. 


mais  encore 

(U) 

Soient  de  plus 
(15) 


d’oü 


dx<px—Hv'to‘. 


K—rp,,  k= 


<pt 

n 


V= 


les  dquations  (13)  so  rdduiront  k 
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«?JL; 

AT 


et  en  faisant 

(16)' 


V* 

u —K  , 


on  aura 

(17)  c'»  = l-«c'*  «,'*  = 1 — AV», 

tandis  que  l’equation  (14)  se  cbangera  en 

BjU'  =ZjjrV'U?  ■ 

Si  ensuite  on  designe  par  ca  UDe  fonction  de  x determioee  pai 
lequatioo 

H 

“>  = &*’ 


ou  par 

(18)  co—Ox. 
ayant  fait 

(19) 

on  obtiendra 

dnu'—v'te'. 

Eo  combinant  celle-ci  aux  equations  (17)  on  aura  par  consequent 
diüU'=v'u>',  Sa>t'= — io'u',  dm w' — — khi't', 

tandis  que  u',  v',  w‘  sont  Hees  ä la  condition  de  devenir  0,  1,  1 

Sour  x = 0,  ou,  ce  qui  revient  au  rneme,  pour  oi=0.  U’apres  la 
efinitiou  posee  pour  les  fonctions  circulaires  du  second  ordre  oo 
aura  donc 

u‘=zPw,k,  v‘=Qm,k,  to'=Ru,k, 
ou,  suivant  lequation  (18): 

u'=  Pex,k , t>'  = Q»z,k , to'=  Rsi.k . 


En  vertu  de  l'equation  (16)  on  a par  suite 

(20)  = KP f 


Digitized  by  Google 


405 


et  on  voit  que  la  fonction  fractionnaire par rapport  4P*,,  desisjnee  par 
<pt  et  introduite  dans  le  commencement  de  ce  paragraphe,  sera 
elle-meme  proportioneile  ä une  fonction  circulaire  du  second  ordre. 

En  eliminant  cpx  des  equations  (1),  (6),  (7),  (12)  et  (15),  ä 
I aide  de  la  precedente,  on  trouvera 


(21) 


pe,,k—ghpPi+,,i' 


(22) 


l_^f 

/"  *Pr 

, pv*  ?r  y+n 

n,,r  ’ 

P*  *, 

• c+^t 


(23) 


1- 


PV 

tby. 


, P*8,,k 

' P*  1* 

e(y+ffQ),k. 


P*m~rIp.  in9i,k 


I * 

P*« 


1— 


ff 


//= 


p. 


(24) 


V. 


, /*£±i. 


Puis, 


et 


coinnie  on  a 


^=0,p,=t?oßo= i. 


il  viendra 


•»  fi 

£ = UpcP^tp+i  r = c" ilp  lÄap4  ir  = c^K2 : 
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donc,  apres  ovoir  determine  K et  H par  les  equations  (24)  s - 
um  trouver#  k et  6,  eu  dgard  ä l'dquation  (19),  par  les  suiriK- 

U 

(26)  A = CÄ»,  Ö=Ä- 


II  est  bon  d’observer  que,  la  valeur  de  P*r\ i dtant  comprii*  « 

n 1 

tre  0 et  1,  K sera  infdrieur  ä 1.  On  aura  par  suite  A<t*.« 
on  voit  que  plus  n sera  grand  plus  k sera  au  dessous  de  c 

Remarquons  qu’on  tire  de  la  formule  (21) 


_ 1 » Ptp+ 1 

PeT-,^K11’'  ’ 


P0(^-),k  - c*KnPl*,+xr 


ou,  selou  les  equations  (24)  et  (26), 

(27)  Pe,k=z\, 

H n 

Si  donc  on  fait  successiveraent 

y=ze—0,  y~~  , y—Q-\r~ 


dans  la  formule  (22),  et  qu’on  pose,  pour  abreger, 

< p=»/  f8,  \ 

n 

BW/p(l-p^> 

" / P1!  \ « / \ 

<Z\=nP  (l-  pi  )=  TiP 

e+_--r 

5D2,  = rn(l-pr  ) = V(l  -c»  Pt,  P*>) 
r=iV  p=»V  / 

« 

on  trouvera,  en  oliservant  que 
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P,  — t,  Pd,  — 0( , n-=0. 

* 0 


Q*0x,k= 


JD'^n 


*V»= 


<T2» 
2j®»  ’ 


uu  bien 

m «.^=1;. 

en  supposant  que  21* , 23»,  Cn,  SD*  se  redqissent  ä 6t,  1,  1,  1 
pour  a-=s=0. 

Par  ces  formuies  on  passe  du  module  c ä un  module  k infe- 
rieur  ä c.  II  restera  ä reduire  les  seconds  membres  des  equa- 
tions  (28)  ä des  formes  quarrees;  niais  pour  cela  il  laut  distinguer 
les  cas  ou  n sera  pair  et  iiupair.  C’cst  ce  que  nous  ferons  aans 
ud  autre  memoire. 

Remarquons  encore,  qu’en  attribuant  ä 6x  des  valeurs  positi- 
ves , et  en  faisant  varier  fix  depuis  zero  par  degres  insensibles, 
la  valeur  rje  Qoi,k  restera  positive,  en  vertu  des  principes  etablis 
dans  le  $.  II.,  et  eile  ne  s’evanouira  que  lorsque  6x  = xk.  De 
I autre  cote,  il  suit  des  formuies  (28)  et  (29),  que  la  valeur  de 
Qeijic  restera  positive  en  faisant  varier  x depuis  0 jusqu'ä 

-»  valeur  de  x pour  laqucllc  Qet,k  s’evanouit  de  m£me.  Les 
deux  limites  r * et  ö—  seront  donc  les  mdnies,  et  on  aura 


ou 


(30)  6tc=nxk- 

Pareillement,  en  attribuant  a 6x  des  valeurs  imaginaires , et  en 
faisant  varier  fix  depuis  0 par  degres  insensibles , la  valeur  de 
Q*i,k  restera  positive  et  ne  deviendra  egale  a x>  que  lorsque 
fix~Qk.  De  l'autre  cotd,  il  suit  des  tormules  (28)  et  (29),  qu  en 
* faisant  passer  x par  Timaginaire  depuis  0 jusqu’ä  p,  la  valeur  de 
<hi,k  restera  positive  et  n'atteindra  l’infini  que  pour  la  vaieur  p 
de  x.  Les  doux  limites  p*  et  6q  seront  donc  les  niemes,  et  on 
aura 

0e  = Qk, 

ou 

(31)  0pc  = p*. 
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Puis,  en  obaervant  qoe  «=T+f,  on  tire  de»  eqsatm*  (30) 

et  (31) 


( 


32) 


0e„  = ß*  f ntk , 


«=Ö(pe+ 


Tr  _ Tk  T, 

ßc  ~ 9k'  Tk~  Qk 


et  encore,  par  l'elimination  de  6, 

(33) 

Colin,  roin me  on  a,  twivant  l’equatioo  (3),  §.  II.. 

fc=ht, 

eu  determinant  b par  les  equations 

(34)  b = 0e,  ö.*=l  — u*,  ö0=l, 

on  atira  pareillement 

Qk  — iTh, 

en  determinant  /<  par  l’equation 

(33)  A=5t: 

donc  il  nera  permis  de  subgtituer  aux  equations  (31)  et  (33) 

/OÄv  n Tc  Tk  Tc  T6 

(.56)  Ort  = th , — =n—  * — =n  — • 

' Tb  Th  Tk  Th 
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XXXIF. 

Auflösung  der  geometrischen  Aufgabe: 
Durch  zwei  gegebene  Punkte  einen 
Kreis  zu  beschreiben,  der  einen  ge- 
gebenen Kreis  so  schneidet,  dass  die 
beiden  gemeinschaftlichen  Sehnen 
einer  gegebenen  Geraden  gleich 
werden. 

Von 

Herrn  Dr.  J.  R.  Boy  man, 

Gymnatiallehrer  xn  Co b lenz. 


Es  seien  (Taf.  IX.  Fig.  I.)  A und  B die  beiden  gegebenen 
Punkte,  DEFG  der  gegebene  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  C,  und 
m die  gegebene  gerade  Linie,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne 
gleich  werden  soll. 

Beschreibt  ruan  durch  die  gegebenen  Punkte  A und  B einen 
beliebigen  Kreis,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in  zwei  Punk- 
ten D und  E schneide,  verbindet  A mit  B und  D mit  E,  und 
verlängert  AB  und  DE  bis  zu  ihrem  Durchschnittspunkt  P,  so 
ist  nach  einem  bekannten  Satze: 

PAxPB  — PD xPE  ...  (I) 

Zieht  man  nun  von  P eine  beliebige  Sekante  PN  durch  den  ge- 
gebenen Kreis,  so  ist  ebenso 

PNxPlU=PDxPE.  ...  (2) 

Aus  (1)  und  (2)  ergibt  sich : 

PAxPB=PNxPM.  ...  (3) 
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Die  Punkte  M und  IS,  in  welchen  die  Sekante  den  gesehenen 
Kreis  schneidet,  liegen  folglich  mit  den  gegebenen  Punkten  A 
und  fi  jedesmal  auf  einer  Kreislinie. 

Legt  man  nun  eine  Sehne  FG—m  in  den  gegebenen  Kreis, 
beschreibt  ferner  mit  dem  Abstande  CH  derselben  vom  Mittel- 
punkt einen  Hülfskreis  und  zieht  endlich  an  diesen  Hüllskreis  vom 
Punkte  P aus  die  Tangenten  PK  und  PK',  welche  den  gegebenen 
Kreis  in  den  Punkten  M und  (V,  resp.  in  den  Punkten  M‘  und 
N‘  schneiden,  so  sind  ABMN  und  AB.V'N'  zwei  Kreise  (und 
zwar  die  einzigen)  von  der  verlangten  Eigenschaft,  und  die  Durch- 
schnittsnunkte  O und  O“  der  in  der  Mitte  von  Ali  und  MS,  resp, 
von  AB  und  M'N‘,  errichteten  Senkrechten  ihre  Mittelpunkte. 

Denn  nach  (3)  liegen  die  Punkte  A,  IS,  M,  N,  so  wie  die 
Punkte  A,  li , M‘,  ST,  je  auf  der  Peripherie  eines  Kreises;  aucli 
ist  die  diesen  Kreisen  mit  dem  gegebenen  Kreise  gemeinschaft- 
liche Sehne  VN,  resp.  jV'iV,  wegen  gleichen  Abstandes  vom  Mit- 
telpunkte, der  Sehne  FG,  folglich  der  gegebenen  Geraden  in  gleich. 


Ist  die  Gerade,  welcher  die  gemeinschaftliche  Sehne  gleich 
sein  soll,  dem  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  selbst  gleich, 
so  ist  ihr  Mittelpunktsabstand  CJ!  0 . und  statt  des  Hülfskreises 
und  der  beiden  Tangenten  an  denselben  hat  man  alsdann  die 
Eine  Sekante  PS  durch  den  Mittelpunkt  C,  und  also  auch  nur 
den  Einen  Kreis  ABRS,  welcher  den  gegebenen  Kreis  (C)  in 
li  und  £ so  schneidet,  dass  diese  Durchschnittspunkte  in  dem 
selben  sich  diametral  gegenüberstehen.  — Hiermit  ist  eine  ein- 
fache Auflösung  einer  in  dem  Aufsatze  Nr.  VIII.  Theil  XV.  be- 
handelten Aufgabe  gegeben,  nämlich  der  von  dem  Herrn  Heraus- 
geber des  Archivs  gestellten  Aufgabe: 

„Durch  zwei  gegebene  Punkto  einen  Kreis  zu  zie- 
„hen,  der  einen  anderen  gegebenen  Kreis  in  den  Ead- 
, .punkten  desselben  Durcnmessers  dieses  gegebenen 
„Kreises  schneidet.“ 


Wird  die  gegebene  Gerade  Null,  so  fällt  obiger  Hülfskreis 
mit  dem  gegebenen  Kreise  ( C ) zusammen,  an  welchen  man  nun 
die  Tangenten  PT  und  PT"  zu  ziehen  hat,  um  als  verlangtem 
Kreis  einen  der  Kreise  ABT  oder  ABT“  zu  erhalten.  — Dies  ist 
aber  die  bekannte  Aufgabe: 

„Einen  Kreis  zu  beschreiben,  welcher  einen  ge- 
gebenen Kreis  von  Aussen  berührt  und  durch  zwei 
„ausserhalb  desselben  gegebeue  Punkte  geht.“ 
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XXXV. 

Neue  Formeln  zur  independenten  Be- 
stimmung' der  Sekanten-  und  Tangen- 
tenkoci'fizienten. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  O.  Sch iö milch 

zu  Dresden. 


Für  jedes  zwischen  — s ji  und 
kanntlich  die  Gleichungen 

_ 

sec*  = Bo  + x1 


+ 2*  l»«gen«le  x gelten  be- 


1 .2.3.4 


x*  + ..., 


tan/rr 


.2»(2»-l  )BX  2*(2«-t)/?, 


TT 


X + 


1.2.3. 4 


. 2a(2*— 1)  #4  , 
+ tsxoit  x 


woHii  5° , B1,  B±,  ßj  etc.  die  sogenannten  Sekantenkoeflizien- 
ten,  Bx , ß3,  ß5  etc..  die  Bernoullischen  Zahlen  bedeuten.  Setzen 
wir  zu  grösserer  Gleichförmigkeit  der  Bezeichnung 


») 


_ 2^-lj  __ 

— ‘2«  > 2n  «jn_|  — / s»-i 


and  nennen  entsprechend  7’,.  rs,  7’5  etc.  die  Tangenten- 
koeflizienten , so  ist  jetzt  ffir  *>—  i* 
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Die  independente  Bestimmung  der  Koeffizienten  T0,  Tx,  Tv 
1\  etc.  verursacht  bekanntlich  einige  Schwierigkeiten , die  man 
nur  durch  Einführung  imaginärer  Grössen  umgehen  zu  können 
glaubte,  wobei  das  Problem  zuletzt  auf  die  Entwickelung  der  hö- 
heren Differentiaiquotienteu  von 


z 

e*— 1 

hinauskam  fm.  s.  u.  A.  den  Artikel  Bernou Mische  Zahlen  in 
den  Supplementen  zum  mathematischen  Wörterbuche.).  Es  lässt 
sich  aber  die  Sache  viel  einfacher  ohne  imaginäre  Grössen  ab- 
machen und  man  gewinnt  dabei  Formeln,  welche  sich  vor  den 
vonLaplace,  Sc  her  kund  mir  selbst  (in  meiner  Differenzialrech- 
nung) mitgetheilten  durch  grössere  Einfachheit  auszeichnen. 

I.  Nach  bekannten  Lehren  ist  der  Koeffizient  T.tn  nichts  An- 
deres als  der  spezielle  Wrerth , welchen  der  (2n)te  Differenzial- 
quotient^  von  secx  für  x=0  erhält,  also  nach  Cauchy’s  Be 
Zeichnung 


4)  7’9n=(öa"secj:)(o)  • 


Üm  diesen  zu  entwickeln  bemerken  wir,  dass  für  ^ 

die  Gleichungen 

1 1 

secx  = =—===== 

cosx  \ 1 . — sin*x 

= 1+  s'm2x+  sin4x  -f  sinex  + 

statt  finden , wobei  wir  die  Reihe  in  zwei  Theile  zerlegen, 
nämlich : 


1 13 

+ g sinax+  2^  sin«x+.„. 
1.3.5...  (2n+l)  . . 


1.3.5...  (2n 
+ 2.4.ß..(2 


Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  für  sinx  die  bekannte  Reihe 
x — g-x*-fetc.  gesetzt  und  die  Potenziruogen  ausgefübrt,  so 


- < 
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würde  eine  Reihe  zum  Vorschein  kommen,  welche  mit  der 
(2n-|-2)ten  Potenz  von  x antinge  und  überhaupt  vou  der  Form 
«äre 

Kax**  F»  + Kt  r**+«  + A>*>M  f 

wobei  es  auf  die  YVerthe  von  K0,  üf2,  etc.  nicht  weiter  »»kommt. 
YVenn  die  nunmehrige  Gleichung 

secz=l  + *-  sin*r  + g^sin4*  +....  + sin2»^ 

+ äo**»+*+ jr***»!-4 + JSr4ar*"+8+,... 

(2n)mal  differenzirt  und  nach  geschehener  Differenziation  x = 0 
gesetzt  wird,  so  verschwindet  der  zweite  Theil,  und  da  links  7'a« 
zum  YTorschein  kommt,  so  ist  jetzt 

5)  T% n =^(fl*"sin,a:)(o)  + y^  (D2"sin4ar)(0)  + — 

, 1.3.5...  (2n — 1)  . , . 

-•  f -2X6Z(SÖ“(^’’s,n  •r)(0>- 

Zur  Ausführung  der  hier  angedeuteten  Differenziationen  dient 
die  bekannte  für  jedes  ganze  positive  Ä geltende  Formel 

6)  sinat.z=2^— (2A)* — (2A)t-,cos2a:+(2i-)/t_1cos4a:— ....j] 


in  welcher  die  bekannte  Bezeichnungsweise  der  Binomialkoeffi- 
zienten 

m(m—l)(m — 2 — t — 1) 

m,  = L25H 

angewendet  worden  ist.  Man  hat  nun  bekanntlich 
ZJ1"  cosftx = ( — l)"ft2,,co8fi.f , 

folglich 

(Z>a,,cosjaj;)(o)  = ( — . 

mithin  dnreb  (2n)malige  Differenziation  der  Gleichung  6)  für  x=0 
(D^sin^arjio) 

= t — 2®"  F.(2Ä)t_#l**— <2A)»-S6*«  + ....]. 

YY" endet  man  diess  auf  die  Gleichung  5}  für  2,  3 ,....« 

an,  so  ist  durch  nachherigc  Multiplication  mit  ( — 1)"H 

Theil  XVI.  2« 
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+ ^1[V^4’*] 

+ m i l6*-2**-6' 

+ 

+ TOSS“  ‘ 2^  [(2n).-1^"-(2n)^.4*"+-.±(2„)0(2n)**] . 

Für  n=0  darf  man  diese  Formel  nicht  benutzen,  weil  ihre  Her- 
leitung voraussetzt,  dass  wenigstens  eine  Differenziation  gemacht 
worden  ist.  Aus  Nr.  2)  folgt  aber  für  *=0  unmittelbar  70=1, 
und  nun  hat  man  weiter  Tt,  Tt,  Tt  etc.  nach  der  obigen  hör- 
mel;  z.  ß.  für  » = 3 

T»  = l 

+ ukv2t^ 

+ roÄt15-2*~®-4‘+6‘1 

= 16  — 180  + 225=61. 

II.  Eine  ganz  ähnliche  Rechnung  dient  zur  Bestimmung  von 
8)  7\i»_i  = (Da“-1taiur){o) . 

Man  hat  nämlich  zunächst  für  ^ * 


tanx  = 


sin.r 


1 — sin*.r 


1 . , . 1.3  . . , 

= smx  •+  ^ sin3x  + 2^"  + 


wobei  wiederum  die  Reihe  in  zwei  Theile  zerlegt  werden  möge, 
nämlich 


+ 2.4.6.... 


Denkt  man  sich  im  zweiten  Theile  für  sina:  seinen  Werth  gesellt, 
so  erhält  man  eine  Reihe,  welche  mit  der  (2n-fl)ten  Potenz  tod 
x anfangt,  und  daher  ist  auch 
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, t . 1.3  ...  . 1.3...(2n— 3)  . , 

tan,xr=8in.r-f  ^ sin3x-f  g-j am»x+ ....  + sln 

+ + Kst*»+3  + Äsx*"+*  -f .... , 


2ji— 1^ 


wobei  es  auf  die  Werthe  der  mit  K bezeichneten  Koeffizienten 
nicht  weiter  ankommt.  Durch  (2 n — l)ma!ige  Differenziation  und 
Nullifizirung  von  x wird  jetzt,  da  der  zweite  Tbeil  verschwindet, 


9)7'w_1=(Z>*.-W)(o>  + ^ W*)(0)  + ||(ö*-iSm*x)(0) 

1.3.5...  (2n— 3) 


f.  • + 


2.4.6...  (2n— 2) 


:d  (-O2*~,sinls"-,x)(o). 


Andererseits  ist  nach  einer  bekannten  Formel 


sin**-1x  =22^[(2ä— l)*_isinx— (2Ä— l)*_ssin3x-f  ...]• 
woraus  man.  unter  Rücksicht  auf  die  Gleichungen 
D2"— 1sinfix=z  ( — l)”+1fi2"-1cosfM:, 


(D2”-1«  iiiftx)(o)  = ( — l)*+1ft2n~1» 
leicht  die  folgende  ableitet: 

( Dtn-  'sin2*-  *x)(o ) 

= ^5ä-[(2A-l)*-,.lI"-1-(2Ä-l)t_s.3*«-»+(2X--l)t-5.5*-->-..]. 
Demzufolge  gght  die  Formel  U)  in  die  nachstehende  über: 

10)  (-1)«+!^.,  = 10.1“*-» 

+ i.ä1i[31.l2»-«-V32"-1] 

+ 53  • p [Sa-l2"- 1 — 6,  .3«»-»  + 50.52->j 

+ • • 

+ [(2n-l)._1.J*"-‘-(2»-l)._,.32-> 

+ ••••  i (2n — l)o.(2n — 1)*"-  *] , 

welche  der  unter  Nro.  7)  verzeichneten  völlig  analog  gebildet  ist; 
man  erhält  aus  ihr  für  n = l , 2,  3,  4 etc. 

Tt=  1,  7*3=2,  7*4  = 16,  7V=272„... 

Hieraus  lassen  sich  auch  rückwärts  die  Bemoullischen  Zahlen  ab 
leiten,  wenn  man  der  zweiten  Gleichung  in  Nro.  1)  die  Form 

■28* 
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ß**-i  - ‘ru(-ru-l) 

giebt;  so  findet  sieb  ohne  Muhe 


Ttn-i 


n i-1  n *-  2=  1 


■16.15 

8 


30’ 


ß&~64.63'16  ~42’  Bt~  256.255 


*.**=*.  * c. 


III.  Um  endlich  eine  Formel  zu  erhalten,  «reiche  fj.  und 
T^a-,  zugleich  angiebt,  bemerken  wir , dass  die  Gleichung 

secx  + tanx  = tan  ( -j-  x-J- .y-  x) 

— r i.  T> i ~_l  T*  r7  • j , 

— / 0 Hr  | j +123 


statt  findet,  und  demnach  für  ein  ganzes  positives  m 
11)  71m=!  ömtan(  j x-f  ji)|(o) 

«ein  muss.  Man  hat  nun  weiter  für 


,1  i , 

tan(  j-Tt+2  *) 


COSX 

1 — sinx 


=cosx  + sinxcosx-J-  sin’xcosx  -f ....  -f  sin"*xcosx 
+ sin’n+Ixcosx  + sinn,f2xcosx  + 


oder,  wenn  man  in  dem  zweiten  Theile  der  Reihe  für  sinx  und 
cosx  die  gleichgeltenden  Potenzenreiheu  setzt: 

tan(j«+jx) 

= cosx  + sin.rcosx  + sin2xcosx  ...  -f  sinmxcosx 

+ Hm  ( i Xmd  1 -f  Hm  f2X"  t *+.... , 

wobei  es  nicht  auf  die  Werthe  der  mit  //  bezcichneten  Koeffi- 
zienten ankommt.  Hieraus  ergiebt  sich  durch  mmalige  Differf* 
ziation  und  nachher  für  x = 0 wegen  Nro.  11) 


T„  = (Z>mcosx)(o)  + (ö’nsinxcosx)(o)  -f  (Z)msin*xcosx)(o) + — 
+ (Dm sinmxcosx)(o)  • 


Man  hat  aber 
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Osin*Hx=  (A-f-l)sin*.zcosx, 
folglich  durch  mmalige  Differenziation 

/>"*+  *siuM-ix = (A-f  l)/)”(sin,'xcos.r) 
oder  umgekehrt 

!>™(sinlrxcosx)=:^-pj  D™  t*1sint+*x , 
und  mithin  durch  Anwendung  auf  das  Frühere 

12)  rm=|-(/)’"t-,sinx)(o)  + ^(Z>,"Hsin2x)(o)  + 

+^(Z>ra+,8in*f^)<u) ; 

und  hier  lassen  sich  sämmtlicbc  Differenzialquotienten  der  Sinus- 
P°|,e"zen  auf  dieselbe  Weise  wie  früher  entwickeln.  Geht  man 
auf  die  Unterscheidung  gerader  und  ungerader  m ein,  so  findet 
man  für  m = 2n: 

13)  (-t)»  7’jn=l  + j ~ [31.l*«+i-30.34»+i] 

+ 5 - [5-z-  t 1 — 5r . 351«  t 1 -f  50 . 51*  M] 

+ 

+ ‘JrTTl ' i«  [(in+l^.l^+MSn+l).-, .3*-+  * 

+ ....±(2n+l)0(2n+l)*-+»]; 

und  entsprechend  für  m—2n — 1: 

U)  (-l)-+i7’2._1=i.i[20.22-] 

+ J'jp  [^i  •2a" — 40.4*"J 

+ ^-21»[6.-2a--61.4*”+60.62“] 

+ 

1 2n ' 2an~1  .2*n— (2n)*_a4a"  ... 

•...±(2n)o.(2n)®*]. 

Nach  der  zweiten  von  diesen  Formeln  ist  z.  B.  für  n=3: 
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+ !^L4‘2-4°] 

+ g-  ^ [15.2« -6.4« + 6«] 

= 16  — 120  -f- 130=  16 . 

Die  letzten  beiden  Formeln  für  Tin  und  Tv-,  scheinen  die  ein- 
fachsten zu  sein,  welche  zur  independenten  Bestimmung  über- 
haupt dienen  können.  Die  wirkliche  Berechnung  der  Sekanten- 
und  TangentenkoefSzienten  wird  man  übrigens  unter  Anwendung 
rekurrirender  Formeln  jederzeit  leichter  haben  als  nach  irgend 
einer  independenten  Formel;  unter  den  zahlreichen  rekursiven 
Beziehungen,  welche  man  zu  diesem  /wecke  angeben  kann, 
scheint  die  folgende 

15)  — r7?2 Tm-1  — UIÖ  7'fi,  -f-  - 

, mi i 

=8,n  T ’ 

welche  gleichförmig  für  gerade  und  ungerade  m gilt,  die  einfach- 
ste und  wohl  auch  nicht  bekannt  zu  sein.  Formell  ist  noch  die 
folgende  von  Interesse: 

16)  2 Tm-fa  = tn<j T0Tm  -f-  uij  T\  rm — | -f-  \Tm—2  I'  — > 

in  welcher  einige  Aehnüchkeit  mit  dem  Binomialtheoreme  liegt. 
Von  beiden  Rekursionsformeln  ist  übrigens  der  Beweis  so  leicht 
dass  ich  ihn  füglich  übergehen  kann. 


/ 


Digitized  by'  Google 


419 


XXXVI. 

Heber  die  sich  unendlich  vergrössern- 
den  und  die  sich  unendlich  verklei- 
nernden Curven. 

Von  dein 

Herrn  Doctor  J.  G.  H.  S wellengr ebel 

xu  Utrecht. 


Ist  uns  der  Grad  n und  die  Form  einer  gewissen  algebrai- 
schen Curve  f(x, y)  = 0 völlig  unbekannt,  so  ist  uns  auch  unbe- 
kannt, welche  die  Form  sei  der  aus  der  Primitiven  durch  ^malige 
Vergrüsserung  oder  Verkleinerung  entstehenden  Curve.  Nur  wis- 
sen wir,  dass  — wenn  wir  den  Coordinaten-Ursprung  als  im  Ver- 
grösserungs -Centrum  liegend  uns  denken,  d.  h.  in  demjenigen 
Punkte,  wovon  die  Vergrüsserung  ausgeht,  und  der  daher  bei  der 
Vergrüsserung  seinen  Ort  nicht  wechselt  — die  resultirenden  Cur- 
ven  respective  durch  die  Gleichungen 

^(p’p)=°Und  ^ P *’  P2,)=° 

angedeutet  werden.  Anders  dagegen  verhält  sich  die  Sache  im 
Limitfall  p=co,  da  alsdann  nur  ein  gewisser  Tbeil  der  Primiti- 
ven auf  die  Form  der  Resultirenden  Einfluss  hat,  diese  aber  vom 
ganzen  übrigen  Theil  der  Primitiven  unabhängig  ist,  so  dass  man, 
die  Primitive  f(x,y)=z 0 möge  uns  übrigens  völlig  unbekannt  sein, 
doch  schon  die  Form  der  resultirenden  Curven 

f(0x,  0y)  — 0 und  f(aox,  «y)=0 
Vorhersagen  kann. 
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Betrachten  wir  erstens  die  unendliche  Verkleinerung:  Es  re- 
ducirt  sich  alsdann  der  Tanze  lom  Coordinatemrrspreag  endlich 
entfernte  Theil  der  Primitiven  beim  Uebergaug  zur  nulegen 
Curve  auf  diesen  Ursnrungpunkt  selbst,  sodass  nor  noch  die  unend- 
lich entfernten,  d.  h.  die  asymptotischen  Zweite  der  Pruattir« 
zu  betrachten  übrig  bleiben.  Wäre  nun  die  Primitive  /(x,y)=Q 
eine  gewisse  Gerade  ax-f-by-f-l  =0.  so  würde  sich  für  die  Curve 
/"(xx,  Gcy)=0  die  Gerade  ax  + 6y=0,  d.  h.  eine  dnrch  des 
Coordinaten  - Ursprung  sehende,  der  Primitiven  parallele  Gerade 
ergeben.  Es  wird  daher  auch  allgemein,  bei  der  unendliches 
Verkleinerung  einer  beliebigen  Primitive  /Tx.y)=0.  jede  ihrer 
Asymptoten  in  eine  den  Coordinaten-Crsprung  in  nämlicher  Rich- 
tung durchgebende  Gerade  sich  abändern.  Da  nun  jede  algebrai- 
sche Curve  eines  gewissen  Grades  n im  Allgemeinen  » reelle 
oder  imaginäre  asymptotische  Zweige  hat,  welche  sich  unendlich 
zu  ihren  Asymptoten  annühem  und  bei  der  unendlichen  Verklei- 
nerung noch  inniger  mit  diesen  verschmelzen  und  daher  mit  die- 
sen verwechselt  werden  dürfen,  so  ergiebt  sieb,  dass  die  aus  der 
Primitiven  f„(x  ,y)r=0  entstehende  Curve  f.(  ix,  x>y)= 0 im  All- 
gemeinen eine  neue  Curve  nten  Grades  ist,  welche  jedoch  die 
Spezialität  besitzt,  dass  sie  aus  einem  durch  den  Coordinateo- 
Ursprung  gebenden  Strahlenbüschel  von  n,  den  Asymptoten  der 
Primitiven  parallelen.  Geraden  besteht 

Das  nämliche  ergiebt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  jede 
Curve  ntcu  Grades  (siehe  Plücker  io  seiner  Theorie  der 
algebraischen  Curven)  betrachtet  werden  kann  als 

f»(x,y)  = [(ajar+A,  y+ 1)  (tr2x+&,y+l) ....  (a»x+finy +])]  -f  f'fx.yM- 
wo 


o,x+6,y-J- 1=0,  a2x-f-i2y+l  = 0 etc 

die  n reellen  oder  imaginären  Asymptoten  der  fn(x,y)=  0 bedco 
ten.  Durch  /Jtnalige  Verkleinerung  erhalten  w ir  die  Curve 

fn  (px , py)  =E  [ntpx  + by-py  + 1) ( anpx+ bnpy+ 1)]  + F(_px.py)= 

»— -i 

[(«,*+%  + - )...(«„x+%  + J ■ )]  fp»-*  F{x ,y)=0, 
d.  h.  die  Curve 

[(a,x+6,y+I) (a„x  +b„y  + — ) J -f-  \ F(x,y)  = 0, 

P pp  it-2 

welche  sich  durch  die  Annahme  p=  oo  auf  die  Curve 


(u,xf  b,y)  (o2x+62y)  ....  (anx  |//„y)r=0  , 
d.  h.  auf  den  oben  erwähnten  Stialilenbüschel  reducirt. 
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Wenden  wir  dieses  an  auf  den  speciellen  Fall,  dass  die  Pri- 
mitive ein  Kegelschnitt  sei:  In  diesem  Fall  können  wir,  da  alle 
Asymptoten  einander  in  einem  gemeinschaftlichen  Punkte  durch- 
schneiden,  die  unendliche  Verkleinerung  auch,  wenn  wir  das 
Verkleinerungs- Centrum  in  diesen  Durchsehuittspunkt  der  Asym- 
ptoten verlegen,  als  ein  unendliches  Annähern  der  Curve  zu  ihren 
Asymptoten  betrachten,  d.  h.  wir  können  uns  die  Primitive 

(x  + cy)  (*  + dy)  + e =0 


mit  der  Analogen 


(x+cy){x+dy)=0 

durch  solch  eine  Verwandtschaft  verbunden  denken , welche  aus 
der  die  Asymptoten  zu  ihren  Situations-Axen  habenden  Affinität 

im  Limitfall  p=a>,  y=ac  hervorgeht.  Man  pflegt  in  den  Lehr- 
büchern gemeiniglich  nur  einfach  anzugeben , dass  die  allgemeine 
Gleichung  zweiten  Grades 

Ax2  -f  Hy2  -f  Cxy  -|-  l)x  + Ey  -{-  F —0 

bei  einem  gewissen  Zusammenhang  zwischen  den  Coeflicienten 
ABCDEF  sich  auf  ein  System  zweier  Geraden  reducirt,  ohne 
dass  man  näher  die  Möglichkeit  solch  einer  Formveränderung  des 
Kegelschnitts  anzeigte.  Eine  bessere  Einsicht  des  Vorganges 
erhält  map,  diinkt  mich,  wenn  man  zugleich  angiht,  was  denn 
eigentlich  der  Kegelschnitt  in  diesem  Limitfall  erleide , und  wenn 
man  ihn  entweder  als  sich  unendlich  nach  seinem  Centrum  zu 
verkleinernd  oder  aber  nmendlich  seinen  beiden  Asymptoten  als 
Situations-Axen  einer  affinen  Transformation  sich  annähernd  sich 
denkt. 

Betrachten  wir  jetzt  die  unendliche  Vergrösserung  einer  be- 
liebigen algebraischen  Curve  fn(x,i/)=0.  Bei  dieser  Veränderung 
bat  nur  der  unendlich  kleine,  in  der  unmittelbaren  Nähe  des  Ver- 
grösscrungs-Centrunis  liegende  Tbeil  der  Primitiven  auf  die  Natur 
der  analogen  Figur  Einfluss,  da  der  ganze  übrige  Theil  der  Pri- 
mitiven beim  Uebergang  zur  Analogen  sich  in’s  Unendliche  ver- 
liert und  daher,  weil  nur  von  algebraischen  Curven  die  Rede 
war,  nicht  weiter  berücksichtigt  werden  braucht,  da  sonst  die 
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analoge  Prger  sieb  in  mewdBefcer  Entfernung  tob  C nrfait'n 
Ursprung  an  diesen  winden  and  daher  rüden  transceadestta 
Corven  gerechnet  werden  müsste.  Ls  wird  non  bei  der  PnmrUTti 


fn(z,y)=\Ax*\Bi 


-«,  + _ + CjT]  + [/)**-•  + -]  + . 
._+ Fr + % + «=<) 


im  Allgemeinen  H ^0  sein,  d.  h.  es  wird  im  Allgemeine*  de 

Coordinaten- Ursprung  und  daher  auch  das  Vergrösserunes-C« 
trum  »ich  nicht  auf  der  Curve,  sondern  irgendwo  ausserhalb  ihr 
befinden,  todacs  bei  der  unendlichen  \ ergrösserung  im  Allgemei- 
nen die  ganze  Primitive  f(x,y)  — 0 sich  unendlich  vom  Coordisa- 
ten- Ursprung  entJernt,  und  daher  die  Analoge  f( Ox,  0*)=0  io 
Allgemeinen  eine  Curve  Oten  Grades  wird,  d.  h.  zur  Glridmu 
H=z 0 sich  reducirt.  ln  speciellen  Fällen  jedoch  bann  es  äcü 
ereignen,  dass  in  der  Gleichung  / m(x,y)  = 0 der  Coefficient  H des 
Werth  0 hätte,  so  das»  die  Primitive  das  Vergrösserungs-Ceo- 
trum  durchstrich , und  zwar  in  einer  Richtung,  deren  W inkel  mit 

f“ 

der  Richtung  der  Coordinaten- Aae  y=0  durch  arc.tg.( — g)  aa- 

gedeutet  würde.  Es  wird  alsdann  der  in  der  unmittelbaren  Aalte 
des  Vergrösserongs  • Centrums  liegende  Thei!  der  Primitiven,  bei 
der  unendlichen  \ ergrösserung  sich,  mit  Beibehaltung  ihrer  Rich- 
tung, zu  einer  Geraden  ausdebnen,  sodass  die  analoge  /i((Lr , Öj 
=0  — wenn  wir  wiederum  ihre  unendlich  entfernten  Windungen 
ausser  Betrachtung  lassen  — sich  zu  der  Geraden  Fx  p Gg — 0 
oder  allgemeiner  zu  der  ihr  parallelen  Geradeu  FxpGypA7=0 'reda 
cirt.  ln  noch  specielleren  Fällen  kann  es  sich  ereignen , dass  die 
Primitive  im  Coordinaten-Ursprung  einen  Doppelpunkt  oder  über- 
haupt einen  ofacben  Punkt  hätte.  Es  wird  alsdann  die  Analoge 
/»(ü-c. 0y)=0  eine  Curve  r/ten  Grades  sein,  und  zwar  eine  ans 
q Geraden  bestehende,  welche  den  q,  der  Primitiven  im  Coordi- 
naten-Ursprung  zu  ziehenden  Tangenten  respective  parallel  laufen 


Es  ist  aber  wohl  zu  beachten  , dass  bisher  immer  nur  roo 
algebraischen  Curvcn  die  Rede  war,  sodass  unsere  Behaup- 
tung, dass  die  unendliche  Verkleinerung  oder  Vergrösserung  einer 
beliebigen  Curve  fn(x,y)= 0 im  Allgemeinen  immer  ein  System 
von  n oder  q Geraden  hervorbringt,  nicht  geradezu  auf  transceo- 
dentetCurven  übertragen  werden  darf,  sondern  bei  diesen,  statt 
eines  Systeme*  von  Geraden , bisweilen  neue  Curven  hervortre 
ten.  Nehmen  wir  z.  B.  die  logarithmische  Spirale  g=l^r, 
und  verkleinern  oder  vergTössern  wir  sie  unendlicbmal , so  ergibt 
sich  in  beiden  Fällen  — nur  soll  im  letzten  Fall  das  Vergriisst- 
rungs- Centrum  im  Ceotrum  der  Spirale  angenommen  werden  — 
eine  neue  Curve,  welche,  so  wie  die  Primitive,  einerseits  sich 
mit  unendlich  vielen  Windungen  in’s  Unendliche  erstreckt, 
andererseits  unendliche  Male  um  das  Vergrösserungs- Centrom 
sich  herumdreht  und  sich  ihm  immer  mehr  nähert.  Da  nämiieb. 
bei  unserer  Lage  des  Vergrösserungs-Centrums , die  unendliche 
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oder  durch  das 


Verkleinerung  oder  Vergrösserung  einer  Primitiven  f(r,cp)=0 

• i i** 1 * 0 r 

respective  durch  das  Gleichungen -Paar 

, t - T 

Paar  ausgedrückt  wird,  so  ändert  sich  die  Primitive 

9=lg.r  in  die  Curven 


<F'=9=lg.r=lg.(oBXr')=  + oc+  Ig.r*, 

=9=lg.r=Ig . (0 Xr')  = — ao  + lg.r' . 

In  beiden  Fällen  ist  daher  die  resultirende  Curve  eine  neue  loga- 
rithmische  Spirale,  welche  aus  der  Primitiven  als  auf  diese  Weise 
entstanden  gedacht  werden  kann,  dass  die  ganze  Primitive  sich 
unendliche  Slale  um  den  Coordinaten-Crsprung  gedreht  hätte,  und 
welche  mit  der  Primitiven  nicht  nur  durch  die  Verwandtschaft 
der  Aehnlichkeit,  sondern  auch  — wegen  der  Bedingung 
<f'=<r  — durch  diejenige  der  Aehnlichkeit  mit  ähnli- 

cher Lage  verbunden  ist.  Ob  sie  aber  mit  der  Primitiven  coin- 
cidire,  hängt  davon  ab,  ob  jede  ihrer  Windungen  nach  Beendi- 
gung der  unendlich  vielen  zur  Vergrösserung  oder  Verkleinerung 
erforderlichen  Umdrehungen  auf  eine  der  Windungen  der  Primitiven 
geräth  oder  aber  sich  zwischen  zwei  Windungen  der  Primitiven 
befindet;  was,  da  die  Anzahl  sc  dieser  Umdrehungen  unbestimmt 
ist,  unbestimmt  bleiben  muss. 
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Auflösung  des  Malfattischen 
Problems- 


Von 

Herrn  II.  Seheffler, 

Bau -Condurtcur  bei  den  Herzoglich  liraunscbweigiechen  Eiaeobahacfl 
zu  Braunecbweig. 


Sa  ich  die  nachstehende  Auflösung  des  Malfattischen  Pro- 
blems zu  einer  Zeit  gefunden  habe,  wo  mir  von  einer  bereits 
veröffentlichten  Lösung  desselben  noch  Nichts  bekannt  war;  so 
vermuthe  ich,  dass  dieses  Verfahren  wesentlich  von  den  schon 
vorhandenen  Auflösungen  verschieden  und  demnach  die  Publika- 
tion desselben  gerechtfertigt  sein  wird. 

Nach  diesem  Problem  sollen  in  ein  Dreieck  ABC  (Taf.  IX. 
Fig.  2.)  drei  Kreise  beschrieben  werden , von  denen  jeder  zwei 
Seiten  des  Dreiecks  und  die  andereu  beiden  Kreise  berührt. 

Dass  die  Mittelpunkte  E,  F,  G der  gesuchten  Kreise  aul 
den  Halhirungslinien  AD,  BD,  CD  der  Winkel  des  Dreiecks 
liegen  müssen,  leuchtet  ein.  Zieht  man  EF  und  fallt  von  E und 
F die  Perpendikel  EJ,  FK  auf  AB\  so  muss  EJ  der  Radius  des 
um  E beschriebenen,  FK  der  Radius  des  um  F beschriebenen 
Kreises  und  EF  muss  die  Summe  dieser  beiden  Radien  sein. 

Nun  seien  zur  Abkürzung 

a,  b,  c die  den  Ecken  A,  B,  C gegenüberliegenden  Seiten  BC, 
CA,  AB  des  Dreiecks; 

2o,  2ß,  2 y die  Winkel  bei  A,  B , C; 
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p,  q,  r die  Linien  AD,  BD,  CD-, 

h die  Länge  der  von  D auf  die  Seiten  des  Dreiecks  gefällten 
Perpendikel  DL,  DM,  DN,  welche  sämmtlich  dem 
t Radius  des  in  das  Dreieck  beschriebenen  Kreises  gleich 

sind; 

e,  f,  g die  Länge  von  den  Fusspunkten  dieser  Perpendikel  nach 
den  Spitzen  A,  B,  C des  Dreiecks,  also  die  Längen 

AM=AN,  BN—BL,  CL  = CM; 

x,  y,  : die  gesuchten  Halbmesser  der  um  E,  F,  G zu  beschrei- 
benden Kreise. 

Zieht  man  EH  parallel  zu  AB;  so  hat  man  in  dem  recht- 
winkligen Dreiecke  EFH 

EH—  V EF* — FH1  = V~ (EJ+FK ^-^Fk-EJ)*  =2  V EJ.FK, 
d.  i.  da  man 


bat. 


EH—  JK—  AB—AJ—BK—  c— 


_x_ y _ 

tanga  tang/3 


(1)  c — ircota — ycotß=2  , 


und  symmetrisch  hat  man 

(2)  b— xeoty — creot«=2V  zx , 

(3)  a—y  cot/3 — icoty=2Vyi. 

Dividirt  man  jede  der  drei  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  durch  z,  löst 

X V 

eine  jede  derselben,  indem  man  — , j- , — wie  drei  Unbekannte 

behandelt,  für  — auf,  was  sehr  leicht  ist,  da  jede  Gleichung  in 

Beziehung  zu  dieser  Unbekannten  vom  ersten  Grade  ist,  und 
schreibt  zur  Abkürzung 


(4) 


-V?.  r=Vb  z=Vr; 


so  kommt  reSp.  aus  (2),  (3),  (1) 

(5)  (X*cota  -f-  2Ä  -f  coty) , 
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(7)  Z*  = i(F*cot/}  + 2F  + cotf), 


(6)  Z*=  i (X*cota  + 2A  F + F*cotß) . 


Setzt  man  die  Werthe  von  Z*  aus  Gleichung  (5)  und  (6)  einai- 
der  gleich,  muitiplicirt  die  linke  Seite  vor  der  klammer  mit 

und  in  der  Klammer  mit  - . > die  rechte  Seite  vor  der  Klam- 

smp 

cosS 

roer  mit  j und  in  der  Klammer  mit  -j — , berücksichtigt  dann, 

cos  p sino 

dass  wegen  a:b  = sin2a:  siri2j3 = sinacosa:  sinj3cos(3 


sinjS  sin« 

bcosa  acosß 


ist,  streicht  also  links  und  rechts  die  vor  der  Klammer  stehen- 
den gleichen  Grössen , muitiplicirt  hierauf  beiderseits  mit  sinosin^, 
addirt  dann  links  sin*«»  — sinau  und  rechts  sin2/J — sin1^,  beachtet, 
dass  links  die  beiden  Glieder 


. _ sina  , . , sinorsin/S 
coty.cosasma  — sw2c=  ^ cos(a  + y)  = — 

denselben  Werth  haben,  wie  rechts  die  beiden  Glieder 
cntycos^sinß  — sin*/3 , 

dass  dieselben  also  auf  beiden  Seiten  gestrichen  werden  können; 
so  stellen  sich  beide  Seiten  der  Gleichung  als  vollständige  Qua- 
drate dar,  und  die  Ausziehung  der  Quadratwurzel  ergibt 

(8)  Acosa  + 8inc=  Fcos|3  -f  sin0 

oder 

\ 

Acosa—  FcosjS=:8in(J— sino 

und  wenn  man  für  X und  F ihre  Werthe  aus  (4)  wieder  einföhrt 
und  mit  z multiplizirt, 

(9)  cosa Var  - cos|SVy=(sin|3— sino) VV 
Symmetrisch  muss  man  haben 

(10)  cos(SV^ y — cosyVT=r(siny~sin(3)V" x, 

(11)  cosyV  z — cosaVa:=(sino— siny)  Vy. 
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Durch  Addition  je  zweier  dieser  drei  Gleichungen  verschwin- 
det Eine  Unbekannte  und  man  erhält  für  das  Verhältnis  der  ande- 
ren beiden  folgende  Werthe: 


(12) 

(13) 

(14) 


x __  /siny— sin«  + cos|S\ 
y ~ \siny — sinß  + cosa,/»  ’ 

x /sinß — sina+cosA® 

* V.sin/3 — siny-fcos«/  ’ 

y _ /sin« — sin/3-f  cosyY8 
z Vsin«— siny-f  cosß/ 


Diese  Ausdrücke  lassen  sich  unter  Berücksichtigung  der  Beziehung 

« + /S+y=90° 

leicht  in  folgende  Formen  bringen,  von  denen  bald  diese,  bald 
jene  einen  bequemeren  Gebrauch  verstattet: 


(15) 


(17) 


. « «+y  a ä * 

x Y0S^C0S~^\  /1+ta"g^\ 

y \osfco sß-p'  Vftangj' 

— /liS0S“'\  /l-f  sin(3\ 

V.1+  sin«/  VH  co aßj  ’ 

a + ß 1 | . , y 9 

2 \ _ z'+tangg 


;=(: 


a 

OS  rr  COS 


y y + ß. 

COS  J cos 


l+tang-2 


_ /UfcoscA  /1-f  siny\ 
\1  -f  sin«/  Vl+cosy/  ’ 


f=r- 


ß ß-4-y  2 V 

os  ^ cos  0 \ /1-ftang  ^ 


y y+. 
cos ' cos  ^ 


-j=ei) 

l+tang| 


— /1+C0SA  /l+siny\ 

— V 1+sin ß)  VHcosy/  ' 

Hiernach  stehen  die  gesuchten  drei  Radien  in  folgender  Proportion: 
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( c08*  \ f cos:>  't  / cosc  ^ 

r r=  \~m)  : \~TfrJ : \~ViJ 

pm  ros- ros — =r- 


cos  7 


(18) 


x:y:z = 


-[-=4]  ■[-■=tTD'[-=£r] 

cos(4o°  — ö ) cos(45°  — ,)  cos(45°  —5) 


ß 

COS  .7 


7 

COS  -r 


' cos(4o°  — 2 ) cos(45°  — 


oder 


(19)  x:y:z  = 


(i+tang|)  (l+taogQ  (l+tang|) 


oder 


(20) 


1 -f- COSCt  _ 1-fCOgß  _ l+COSy 
1-J-siua  IfsiofJ  1-fsiuy 


Konstruiren  lassen  sich  drei  Linien,  welche  den  gesuch- 
ten Radien  proportional  sind,  am  leichtesten  nach  der  Formel (20): 
berechnen  dagegen  lassen  sie  sich  am  leichtesten  nach  der 
Formel  (18). 

Um  die  Formel  (20)  zu  einer  geometrischen  Konstruktion 
geschickt  zu  machen,  schreiben  wir  dieselbe,  indem  p,  q,  r die 
obigen  Bedeutungen  haben, 

p+pcosa  'if+q  cosß  _ r-frcosy 
(21)  x.y..  p+pHina' q-\-q»mß  ’r  + rsiny 

_g+e.y+/'  Z±£ 

~ P+A  ’ 0+A ’ r+A ’ 

oder,  wenn  l irgend  eine  beliebige  Länge  bezeichnet, 


Solche  drei  Linien,  wie 


welche  den  gesuchten  Radien  x,  y,  z proportional  sind,  lassen  sieb 
ungemrfn  leicht  darstellen  Man  braucht  nur  auf  dem  Eineo 
Schenkel  eines  beliebigen  Winkels  (Taf.  IX.  Fig.  3.) 
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OP,  OQ , OR  resp.  = pYh,  q+h,  r+A, 

v i 

auf  dem  anderen  Schenkel 

OE,  OF,  OG  resp.  = p-fe,  q\f<  r+g 

zu  machen,  VE,  QF,  RG  zu  ziehen  und  durch  einen  beliebigen 
Punkt  L des  ersten  Schenkels  (wofür  OL—  1 wird)  die  Linien 
LX,  LY,  LZ  resp.  parallel  VE,  QF,  RG  zu  ziehen.  Alsdann 
besitzen  die  Linien  OX,  OY,  OZ  die  verlangte  Eigenschaft, 
indem  man  hat 


x:y:z-OX.OY-  OZ. 

Beschreibt  man  nun  mit  den  Radien  OX,  OY,  OZ  drei  sich 
gegenseitig  berührende  Kreise,  was  sehr  leicht  ist,  legt  um  die- 
selben nach  Taf.  IX.  Fig  4.  die  gemeinschaftlichen  Tangenten; 
so  bilden  die  letzteren  ein  Dreieck  AB' O,  welches  dem  gegebe- 
nen ABC  ähnlich  ist.  Zieht  man  dann,  wenn  E‘,  F‘,  G'  die 
Mittelpunkte  der  verzeichnetcn  Kreise  sind,  durch  A und  F'  die 
Linie  AF  und  durch  A und  G'  die  Linie  AG;  so  führen  diesel- 
ben zu  den  Mittelpunkten  F und  G zweier  gesuchten  Kreise.  Den 
Mittelpunkt  £ des  dritten  Kreises  liefert  eine  (furch  G mit  G'E' 
parallel  gezogene  Linie  GE. 


Ausdrücke  für  die  absolute  Länge  eines  jeden  der  gesuchten 

•C 

Radien  erhält  man , indem  man  die  Werthe  von  X = — und 

z 

Y—'l  aus  Gleichung  (16)  und  (17)  in  Gleichung  (7)  substituirt. 

I>a  hierin  ist;  «o  ergibt  sich  nach  einigen  Transforma- 

tionen mittelst  bekannter  trigonometrischen  Formeln : 


ß y “+/  d+y 

- rns  - . - rn«  — ros  — 


(23)  z=2cV2. 


sin  ^ sin  ^ cos  cos  ^ 2 


ct+ß 

cosycos  — j— 


und  symmetrisch 

. a . y ß a+ß  ß+y 

• «m  n-sm  4-  cos  cos  — g-  cos  — ip 

CM)  ,=26V2-— t — 

coaßcoa  -7p 


Thcil  XVI. 
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(•25)  *=2«V"2. 


. 0- 

sm  -g- in 


fy-  cos  ~y  cos 


a+ß  cr+y 
— cos  — 


ß+V 

cosocos  — ij— 


Diese  letzteren  Ausdrücke  eignen  6ich  besonders  zur  aritb 
metiseben  Berechnung  der  gesuchten  Grössen. 


xxxvra, 

lieber  die  Entstehung  der  Flächen 
des  zweiten  Grades. 

Von  dein 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  eng  er 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carl  «ruhe. 


Man  pflegt  gewöhnlich  die  allgemeine  Gleichung  des  zweites 
Grades  zwischen  drei  Veränderlichen: 

ax'1  c:2 -f-  ttxy  -f- exz  |-  fjx  + Ay + ki  -f  / = 0 

der  Betrachtung  der  Flächen  zweiten  Grades  zu  Grnnde  zu  leget 
und  dann  von  da  aus  die  Arten  dieser  Flächen  abzuleiten  und  sie 
zu  betrachten.  Es  ist  jedoch  zweckmässiger,  zunächst  die  ver- 
schiedenen Arten  derselben  gesondert  zu  untersuchen  und  erst 
nachher  die  obige  allgemeine  Gleichung  weiter  zu  verfolgen.  An 
Einfachsten  wird  die  Anschauung  dieser  Flächen  bervorgenifc» 
werden,  wenn  man  sie  durch  Bewegung  von  Kurven  zweiter  Ord- 
nung entstehen  lässt.  Es  ist  mir  nicht  bekannt,  ob  diese  Entstf- 
hungsweise  der  Flächen  zweiten  Grades  allgemein  bekannt  ist: 
ich  will  dieselbe  desshalb  hier  aufführen.  Kugel-,  Kegel-  ood 
Zylinderfläche  übergebe  ich  aus  dem  angeführten  Grande 
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Das  Ellipsoid. 

» 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  xz  (ich  nehme  drei  auf  eiuander 
senkrechte  Koordinatenebenen  an)  eine  Ellipse,  deren  Mittelpunkt 
mit  dein  Anfangspunkt  der  Koordinaten,  deren  eine  Axe,  2a,  mit 
der  Axe  der  x,  deren  andere,  2c,  mit  der  Axe  der  z zusammen- 
fallt; ferner  in  der  Ebene  der  yz  eine  Ähnliche  Ellipse,  deren  Mit- 
telpunkt abermals  mit  dem  Anfangspunkt,  deren  Axe  2 b mit  der 
Axe  der  y,  deren  andere  Axe  2c  mit  der  Axe  der  z zusammen- 
fallt,  Parallel  der  Ebene  der  xy  lasse  inan  nun  eine  veränderliche 
Ellipse  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  ihrer  beiden  Haupt- 
axen  sich  immer  in  den  beiden  vorigen  Ellipsen  befinden.  Man 
verlangt  die  Gleichung  der  entstehenden  Flache. 

Denken  wir  uns  die  bewegliche  Ellipse,  deren  Hauptaxen 
immer  in  den  Ebenen  der  .r:  und  yz,  parallel  den  Axen  der  x 
und  y,  sich  befinden,  in  der  Entfernung  A von  der  Ebene  der  xy, 
so  werden  ihre  Halbaxen  sein: 

a)  parallel  der  Axe  der  x,  da  die  Gleichung  der  Ellipse 
in  der  Ebene  der  xz  ist 


b)  parallel  der  Axe  der  y,  da  die  Gleichung  der  Ellipse  in 
der  Ebene  der  yz  ist 


gleich  1—^ä  • 

Die  Gleichungen  der  beweglichen  Ellipse  in  der  angeführten  Lage 
sind  folglich 


£ , 

/ LZ\  ' — 1 * 


*r>-5)  K-5) 


z=/i : 


climinirt  man  h,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  gesuchten  Fläche 


Die  Fläche  der  Ellipse  in  dieser  Lage  ist 


r 
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n«b^~ (l-£ä)  (l-  ^)  = *o&(l-^)- 

« 

Daraus  folgt,  dass  der  Inhalt  eines  Schnitts,  dessen  Grundfläche 
diese  Ellipse , dessen  Höhe  dh,  gleich: 


also  das  Stück  des  Körpers,  das  zwischen  der  Ebene  der  xy  w>d 
einem  mit  ihr  parallelen  Schnitt,  dessen  Entfernung  vondertbw 
der  xy  x ist,  ist  gleich: 


nabj'  (l—  ~^dh  = 7cab(x—  ■ 

O 

Setzt  man  z=c,  so  erhält  man  den  Inhalt  des  halben  Ellipsoids 


also  der  des  ganzen  Ellipsoids 


Uebrigens  ist  die  Fläche  eine  in  jeder  Weise  begrenzte. 


Das  Hyperboloid  mit  einem  Fache. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  der  xx  eine  (doppeltheilige} 
Hyperbel,  deren  reelle  Axe  2 a mit  der  Axe  der  x,  deren  imap- 
näre  2c  mit  der  Axe  der  s und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  An- 
fangspunkt zusammenfällt;  eben  so  denke  man  sich  in  der  Ebru 
der  yz  eine  Hyperbel , deren  reelle  Axe  2 b mit  der  Axe  der  j. 
deren  imaginäre  2c  mit  der  Axe  der  z zusammenfällt,  wenn  de 
Mittelpunkt  zugleich  im  Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  Mm 
sieht  nun  leicht,  dass  vier  Hyperbellarme  über,  vier  unter  dö 
Ebene  der  xy  sich  befinden.  Nun  lasse  man  eine  Ellipse,  paral- 
lel der  Ebene  der  xy  sich  so  bewegen,  dass  die  Endpunkte  ihrer 
Hauptaxen  immer  auf  den  Hyperbelarmen  sieb  befinden.  Mm 
fragt  nach  der  Gleichung  der  entstehenden  Fläche. 

Die  Gleichung  der  ersten  Hyperbel  ist: 

x®  »* 
a*~  e»—1. 


die  der  zweiten : 
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b‘l  4: 


:I. 


Denken  wir  uns  nun  die  bewegliche  Ellipse  in  der  Entfernung  h 
von  der  Ebene  der  xy , so  sind  ihre  Axen: 

a)  parallel  der  Axe  der  x : 


•V 


1+s 


b)  parallel  der  Axe  der  y: 

Demnach  sind  die  Gleichungen  ; der  Ellipse: 


= 1,  i=A, 


woraus  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche: 

1 

aa  + 6a  ca  — A- 

Dieselbe  erstreckt  sich  nach  zwei  Seiten  hin  ins  Unendliche,  be- 
steht aber  aus  einem  zusammenhängenden  Stücke. 

Der  Inhalt  des  Raumes,  innerhalb  der  vier  Hvperbelarme, 
und  zwischen  der  Ebene  der  xy  und  einem  in  der  Entfernung  * 
mit  ihr  parallelen  Schnitte  ist: , 

nabS  (*+»)• 

O 

Jede  der  Hyperbeln  hat  Asymptoten,  deren  Gleichungen: 
für  die  erste  y— 0; 


für  die  zweite  y—  — z,  x=0. 

Lässt  man  nun  eine  veränderliche  Ellipse,  genau  wie  so  eben, 
sich  auf  den  Asyroptoteuarmen  bewegen,  so  findet  man  als  Glei- 
chung des  entstehenden  Asymptotenkegels: 

aa  6*  ca 
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Der  Inhalt  des  Stücks  zwischen  der  Spitze  and  einem  gut  der 
Ebene  der  xy , in  der  Entfernung  s parallelen  Schnitte  ist: 


A1  i* 


so  dass  das  zwischen  Kegel  und  Hyperboloid  liegende  Körperstück 

nabt 


Ist. 


Das  Hyperboloid  mit  zwei  Fächern. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xt  eine  Hyperbel,  derm 
reelle  Axe  2c  mit  der  Axe  der  t,  deren  imaginäre  Axe  2a  mit 
der  Axe  der  x und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anfangspunkt 
Zusammenfall  t;  ferner  eine  zweite  Hyperbel  in  der  Ebene  der  ys. 
deren  reelle  Axe  '2c  wieder  mit  der  Axe  der  s,  deren  imaginär« 
2 b mit  der  Axe  der  y und  deren  Mittelpunkt  mit  dem  Anjaog»- 
punkt  Zusammenfalle.  Man  lasse  nun  eine  Ellipse  (sowohl  unte' 
als  über  der  Ebene  der  xy)  sich  parallel  der  Ebene  der  xy  >■ 
bewegen , dass  die  Endpunkte  der  Hauptaxeu  beständig  auf  d« 
vier  Hyperbelarmen  seien.  Man  verlangt  die  Gleichung  der  erzen: 
ten  Fläche. 

Die  Gleichung  der  Hyperbel  in  der  Ebene  der  z«  ist 


der  in  der  Ebene  der  yz : 


Sei  nun  die  bewegliche  Ellipse  in  der  Entfernung  h von  der 
Ebene  der  xy , so  sind  ihre  Hauptaxen  : 

a)  parallel  der  Axe  der  x: 


b)  parallel  der  Axe  der  y: 


Also  sind  die  Gleichungen  der  beweglichen  Ellipse: 
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'(S-0  *■<?-») 


= 1,  Z=h, 


woraus  nun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  folgt : 
u2  + b>~  c®— 

Diese  Fläche  besteht  aus  zwei  ganz  getrennten,  sonst  aber  glei- 
chen Stücken,  deren  Entfernung,  Scheitel  von  Scheitel,  gleich 
‘2c  ist.  Das  KOrperstück  vom  Scheitel  bis  zu  dem  mit  der  Ebene 
der  xy  in  der  Entfernung  : parallelen  Schnitte  ist: 

nabJ  (? ~0 w = nabQc*~z + f ) ' l>  C • 

C 

Die  Gleichung  des  Asymptotenkegcls  ist,  wie  oben: 
a?'  6*  c2—u 

Das  Stück  desselben,  vom  Anfangspunkt  bis  zu  dem  obigen 
Schnitte  ist:  - 

nabJ  c*8l~  3c3  ' 

O 

so  dass  das  zwischen  Kegel  und  Hyperboloid  befindliche  Stück: 

nab  (r-|p) 


ist. 


Das  elliptische  Paraboioid 


Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Parabel,  deren 
Hauptaxe  mit  der  Axe  der  %,  deren  Scheitel  mit  dem  Anfangs- 

punkt  zusammenfällt,  und  deren  Parameter  - --  ist;  ferner  eine 


zweite  Parabel,  deren  Scheitel  gleichfalls  im  Anfangspunkt  liegt, 
die  in  der  Ebene  der  yz  sich  so  befindet,  dass  ihre  Hauptaxe  mit 

der  Axe  der  s zusammenlallt  und  ihr  Parameter  — ist.  Je  nach- 

c 

dem,  ob  c positiv  oder  negativ  ist,  werden  vier  Parabelarme 
über  oder  unter  der  Ebene  der  xy  sich  befinden.  Man  lasse  nun 
eine  Ellipse,  wie  im  Früheren,  sich  parallel  der  Ebene  der  xy 
bewegen,  so  dass  die  Enden  ihrer  Hauptaxen  auf  den  vier  Pa- 
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rabelannen  »ich  befinden  Welches  ist  die  Gleiches  der  «tlMe- 
henden  Fläche? 

2a* 

Die  Gleichung  der  ersten  Parabel  ist  ar*=  — der  zweit*» 
26*  » 

y*= — s.  Daraus  folgt,  dass,  wenn  die  bewegliche  Dlif-se  b der 
Entfernung  A von  der  Ebene  der  xy  ist,  die  Axeo  derselbe» 

a und  sein  werden,  so  dass  ihre  Gleirbmsen' 


c c 


sind,  woraus  nun  als  Gleichung  der  erzeugten  Fläche  folgt : 


„ Diese  Fläche  liegt  ganz  auf  einer  Seite  der  Ebene  der  xy;  der 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ist  ihr  Scheitel.  Zwischen  dem 
Scheitel  und  einem  mit  der  Ebene  der  xy  io  der  Entfernung  J 
parallel  gelegten  Schnitte  ist  das  Körperstück 


rro6i* 

c 


Diese  Flächenräume  wachsen  also  mit  dem  Quadrat  der  Ordinate 
z.  Der  Inhalt  eines  Kegels,  der  denselben  Scheitel  and  densel- 
ben Schnitt  zur  Grundfläche  hätte,  wäre: 


,2z  z 2* 

^7 -5  = 3 Cabt  • 


so  dass  das  Hyperboloid  um  die  Hälfte  mehr  ist. 


Das  hyperbolische  Paraboloid. 

Denken  wir  uns  in  der  Ebene  der  xz  eine  Parabel  vom  Pa- 

2a* 

rameter  — , deren  Hauptaxe  auf  der  Axe  der  z liegt,  und  deren 

Scheitel  in  den  Anfangspunkt  fallt;  sodann  eine  zweite  Parabel 

vom  Parameter  — — , deren  Hauptaxe  gleichfalls  auf  der  Axe 

der  z,  die  Parabel  selbst  in  der  Ebene  der  yz  sich  befindet,  wah- 
rend der  Scheitel  wieder  mit  dem  vorigen  zusammentällt.  Es  ist 
klar,  dass  jetzt  zwei  Parabelarme  nacb  oben,  zwei  nach  unten 
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gehen.  Man  lasse  nun  zwei  Hyperbeln  von  der  Ebene  der  xy  aus, 
parallel  mit  dieser  Ebene,  sich  so  bewegen,  dass  die  Scheitel 
ihrer  reellen  Hauptaxen  sich  auf  den  Parabelarmcu  befinden,  wäh- 
rend die  Hyperbeln  konjugirt  sind,  d.  h.  die  reelle  Axe  der  einen 
gleich  der  imaginären  der  andern,  wenn  die  Hyperbeln  gleich  weit 
abstehen  von  der  Ebene  der  xy.  Welches  ist  die  Gleichung  der 
entstehenden  Fläche? 

Es  ist  klar,  dass  eine  Hyperbel  sich  nach  oben,  die  andere 
nach  unten  bewegt.  Wir  müssen  nun  zwei  Fälle  unterscheiden. 

1)  Sei  c positiv.  Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 
2a*  26» 

rabei  x *=—z,  der  untern  y*= — In  der  Entfernung  h 

in  der  Entfer- 
Demnacb  sind 


26*—  2a*— 


ist  die  reelle  Axe  der  obern  Hyperbel 


nung  — h ist  die  reelle  Axe  der  untern  6 
die  Gleichungen  der  obern  Hyperbel : 


•Vf- 

V?- 


y * 

2a*-  26*- 

c c 


= 1,  x=A; 


der  unteren: 


: 1 , S=— h. 


In  beiden  Fällen  folgt  als  Gleichung  der  erzengten  Fläche: 


o- 

c 


2)  Sei  c negativ.  Alsdann  ist  die  Gleichung  der  obern  Pa- 

2^2  *2fi® 

rabei  v*= *,  der  untern  .t*= — z.  Die  reelle  Axe  der 

v c.  v. 


obern  Hyperbel  in  der  Entfernung  h ist  6 


V: 


— , der  andern 
c 


in  der  Entfernung  — h: 
Hyperbel : 


also  die  Gleichungen  der  obern 


= 1, 


i=h-. 


der  untern: 
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«voraus  nieder  als  Gleichung  der  Fläche: 

f“-  'f—  " 

a*  c ' 

ln  jedem  Falle  sicht  man,  besteht  die  Fläche  aus  vier  Theileo. 
die  sich  ins  Unendliche  erstrecken.  Diese  vier  Theile,  sieben 
sich  gewissermassen  im  Kreuz  entgegen.  I)a  für  den  Fall  k=0 
die  obere  Hyperbel  sowohl  als  die  untere  sich  in  die  Linien 

x-±^y,  i=0 

verwandeln,  so  vereinigen  sich  die  vier  Stücke  in  diesen  zwa 
Linien,  die  nichts  Anderes  sind,  als  die  Asymptoten  der  Hy 
perbel 


Weitere  Untersuchungen  dieser  Fläche  liegen  für  den  Auge« 
blick  ausser  unserer  Betrachtung. 
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XXXIX 

Heber  Lamberts  Satz  von  der  Qua- 
dratur parabolischer  Sectoren. 

Von 

• dem  Herausgeber. 


Das  schöne  Theorem  von  Lambert  oder  Euler  über  die 
Quadratur  parabolischer  Sectoren  ist  in  der  Astronomie  bekann- 
ter wie  in  der  Geometrie;  aber  sehr  mit  Unrecht,  da  seine  geo- 
metrische Eleganz  gewiss  eben  so  gross  ist  wie  sein  Nutzen  in 
der  Astronomie  bei  der  Berechnung  der  als  Parabeln  betrachte- 
ten Cometenbahnen.  Es  ist  daher  sehr  zu  wünschen,  dass  das- 
selbe bald  völliges  Bürgerrecht  in  der  Lehre  von  den  Kegelschnit- 
ten erhalte,  was  bis  jetzt  leider  noch  nicht  der  Fall  ist. 

Man  findet  diesen  schönen  Satz,  in  Verbindung  mit  verschie- 
denen astronomischen  Lehren  und  in  unmittelbarer  Beziehung  auf 
diese,  in  der  eleganten  kleinen  Schrift  von  Lambert:  Insignio- 
res  orbitae  cometarum  pronrie  täte  s.  Aug.  Vindelic. 
1761.  §.  83.  und  auch  in  seinen  Beiträgen  zum  Gebrauche 
der  Mathematik.  Thl.  III.  S.  ‘257.  In  der  Theoria  motus 
corporttm  coelestium.  p.  119.  hat  jedoch  Gauss  nachge- 
wiesen, dass  die  erste  Erfindung  dieses  schönen  Satzes  eigent- 
lich Euler  gebührt.  Schon  vor  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
halie  ich  für  denselben  einen  Betreis  in  Crelle’s  Journal  der' 
reinen  und  angewandten  Mathematik.  Thl.  XVI.  S.  21. 
gesehen , welcher  bloss  ganz  elementare  Betrachtungen  der  ana- 
lytischen Geometrie  in  Anspruch  nimmt , und  habe  verschiedene 
andere  Sätze,  namentlich  auch  einen,  wie  ich  glaube,  merkwür- 
digen Ausdruck  für  den  Flächeninhalt  eines  parabolischen  Seg- 
ments, hinzugefügt.  Indem  ich  aus  zufälliger  Veranlassung  dieseu 
Gegenstand  jetzt  wieder  aufnehme , will  ich  im  Folgenden  einen 
Beweis  des  in  Rede*  stehenden  merkwürdigen  Theorems  geben, 
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der  zwar  auf  einer  einfachen  Betrachtung  mit  Hülfe  der  lotegni- 
recboung  beruhet , sonst  aber  sich  bloss  elementarer  laaktwcb- 
trigonoroetriscber  Rechnungen  und  einiger  keiner  Schwierigkeit 
unterliegenden  arithmetischen  Transformationen  bedient.  Cebri- 
gens  würde  es  auch  leicht  sein,  die  Anwendung  der  lategnd- 
rechnung  mittelst  der  bekannten  Quadratur  der  Barabel  gani  n 
umgehen,  und  dann  würde  der  Aufnahme  des  folgenden  Beweises 
in  die  Elemente  der  Kegelschnitte  nach  meiner  Meinung  nichts 
entgegen  stehen.  Die  Substituiruog  einer  ganz  elementaren  Be- 
trachtung für  die  im  Folgenden  ^gewandten  wenigen  Integral- 
formeln.  — die  übrigens  ganz  allgemein  bekannt  sind,  — kann  ich 
aber  hier  füglich  den  Lesern  vollständig  überlassen. 

Die  allgemeine  Polargleichung  der  Parabel  ist  bekanntlich 


P 

‘2(1  -f  cosy  )‘ 


4cOSj9J 


wo  der  Winkel  y von  dem,  von  dem  Brennpunkte  der  Parabel 
nach  iherm  Scheitel  gezogenen  Radius  vector  an  immer  nach  der- 
selben «Seite  hin,  etwa  nach  der  Seite  hin,  auf  welcher  die  po- 
sitiven Ordinaten  genommen  werden,  von  0 bis  360°  gezählt 
wird;  also  ist 


P* 

lßcns  g y4 


und  folglich 


1 „„  p«3y  p*  * 2* 


ö r*3y  = • 


J “ 16  ' 


32  cos  g y 4 

Bezeichnen  wir  aber,  indem  wir 

y<18Ü° 


1 

cos  2"  y 


annehmen,  den  Flächeninhalt  des  zwischen  dem  von  dem  Brenn- 
punkte der  Parabel  nach  ihrem  Scheitel  gezogenen  Radius  vector 

jp  und  dem  Radius  vector  r enthaltenen  Sectors  der  Parabel  durch 

S,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  der  Integralrechnung 


«S= 


o 


also  nach  dem  Obigen 
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op*  r*  02 9 

16,/  1 

0 COS  cpq 


ISun  findet  man  aber  leicht  nach  einer  bekannten  fntegralformel 


r*  **  _\(  » . 2 n . i 

J 1 * 3 \ TT  + I ysin2  9 

o  cos^-?  cos  2 cos  .j <p 


r*  02*  i i / i \ 

J I—  =3tao«2  9l  (-+— T— ; 

ft  ros  r-  m’  ' nnc  — m2  ' 


0 C08  9' 


cos  n qs2 ' 


t j 1 +2co«2  9>2 

= 3 tang  — 

cos  ^ qoa 


Also  ist  nach  dem  Obigen 


„2  i 1 + 2cos  j 9>2 

s=48  *“«!  »• r~ — 

cos  2 7>* 


Man  ist  aber 


1 _ p 

cos2  9 = 4t’ 


1 , , p 4r— p 

‘^*1  — £=-5^' 


und  folglich,  weil 


2  <P<90° 

ist,  also  sin <jp  und  cos <p  positiv  sind: 


, 1 V 4r — p 1 Vp 

'2V=-5^.  C082  ’,=  ‘i^'; 
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folglich 


1 \fir—p 
tang  2 'P  ~ ’ 


Ferner  tindet  man  leicht: 


1 + 2COS  ;y 


COS  “ 


, 2(2 r+p) 
V 


Folglich  ist  nach  dem  Obigen 

S=^  VP  (2r+p)  V4 r-p. 

Bezeichnen  wir  nun  überhaupt  den  zwischen  den 
Vectoren  r und  r'  enthaltenen  Sectör  der  Parabel  durch  0 
nehmen  in  dem  Falle,  wo  r und  r'  auf  einer  und  derselbe 
der  Axe  der  Parabel  liegen,  an,  dass  f grösser  als  r sei, 

6=.^  Vp-  l(2r'+p)  V 4 r'  —p  T (2r  +p)V  4r  — pl 

indem  man  in  dieser  Gleichung  das  obere  oder  untere  2 
nimmt,  jenachdem  die  Vectoren  r und  r'  auf  einer  und  de 
Seite,  oder  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  ii 

Die  von  den  Vectoren  r und  r'  mit  der  Axe  der  Parat 
geschlossenen  und  auf  bekannte  Weise  genommenen  Winl 
zeichnen  wir  durch  tp  und  <p‘,  so  dass  also 


1 

»8** 


r‘  =- 


- P 


4 cos  ^ <p "• 


ist,  und  den  von  den  beiden  Vectoren  r und  r'  mit  einandi 
geschlossenen,  nach  der  Seite  der  Parabel  hin  liegendes  ' 
wollen  wir  im  Folgenden  durch  0 bezeichnen. 

Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall,  wenn  die  Vectorei 
auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel  lieg«: 
nehmen  grösserer  Bestimmtheit  wegen  an,  dass  diese  Ve 
beide  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Parabel  liege 

r'>r  sei,  so  sind  offenbar  cos^  9>  uud  cos^-qj'  beide  p 
also  nach  dem  Obigen 


Vr= 


_ VP 


2cos  <p 


Vr‘=- 


Vp 


I cos  jqp' 
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folglich 


Vp  — ‘2co6  ^ <p . Vr  , Vp  = 2cos  * cp'.  Vr1 ; 


* » , , , 

cos  5 tp.  Vr  = cos  r>  <p  • Vr  ■ 


Nnn  ist  aber  io  diesem  Falle  offenbar 

<p'  — <p  — 0, 


folglich 


<p‘  = <p  + 0,  <p  — <p'—ß\ 


cos  ^<js.  v'»'=co8j(<p-f-0).v/r'J 
cos  J cp'.Vr1  = cos  | (q>‘~- «).  Vr ; 


Vr  C0S2(,P+Ö)  1 1 1 

— ,=  J = cos^e— sm^etangj?), 

cos^cp 


cos^'-O)  i , i 

— = J =cos^  ö+sm^ötaDg^  y'; 

cos^ip' 


j Vr—  cos^Ö-VV 

tang^y= j < 

sin  ^O.Vr' 


j Vr' — cos  ^ 6 . Vr 

tang2<p'= 1 

sin  ^ 0.  Vr 
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Weil  nun 


1 . 1 

c»8  2<j>*= 


1 I 1 

j — . cos  2 <P*  — 1 — 

l+tang^  <P*  l+tang^cp'* 


ist,  so  ist,  wie  man  leicht  findet: 


1 . 

cos  2 ^p  ■ 


r'sin  g 6* 


COS  cp  • i 

r+r7 — 2cos^0.  V rr' 

• 'et 

I rsin^Ö2 

cosr2<p,2= 1 — : 

r + f — 2 cos  2 ö • rr' 


also  nach  dem  Obigen 


•drr'sin  ?,  ö* 


P= 1 — 

r + r' — 2cos  „ö.  yf rr' 


Hieraus  folgt  mittelst  leichter  Rechnung: 


4r  — ft  — 


4r  (Vr  — cos  ^ 0.  Vr')* 

j > 

r -f  r' — 2cos  2 0 ■ V" rr' 


4r'(Vr' — cos  ^ 0 . Vr)* 

4r'-P  = 1 

r + r'-^cos^.  W 


2r  + p=2r 


r-fr ' — 2cos ^ 0 . V rr'  + 2r'sin20* 
r+r' — 2coSsÖ.  V rr' 


2r'+p=2r' 


r-fr* — 2cos^  0.V  rr'  + 2raincj0* 
r +V — 2cos  2 0 • Vrr7 
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Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang  * <p  und  tang  <p‘ 
beide  positiv  sind,  so  sind  nach  dem  Obigen 

Vr  — cos^  0.  Vr' , Vr'  — cos  | f) . yV 

% 

respective 


negativ , 

also  nach  dem  Vorhergehenden 


positiv ; 


2 (Vr  — cos  „ 0 ■Vr')  Vr 

V4 w=j>=-  1 


r + r' — 2cos  ^ 0 . V^rr' 


1 


V"  4r' — p = 


2 ( Vr'  — cos 0 . Vr)  Vr' 
r -f  r'  — 2cos  0 . Vrr' 


Nach  gehöriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte 
Formel 

V/>.|(2r'+/;)V" 4r'-p— (2r+/j)  4r— />! 

ergiebt  sich 

(>«_ 

Vp~ 

1 [ ] 

r'fr-fr' — 2cos;,0.V  rr'  + 2rsin;,0s)(Vr'—  cos.,  0.Vr)Vr' 

(r-f-r'— 2cos  ^ 0 . V rr'  )^~ r | r'  — 2cos  0 . rr' 

r(r  p r' — 2cos  ^ 0 . Wr'  + 2r'sin  * 0l)  ( Vr — cos  q 0 . Vr')  V'r 

(r  f r' — 2cos ^ 0 . rr'  )^  r + r' — 2cos;,0.V^ rr' 

üer  Zahler  der  Summe  der  beiden  Bräche  auf  der  rechten  Seite 
des  Gleichheitszeichens  ist 


Theil  XVI, 


:w 
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(r  f r* — 2cos  r,  0 . Vrr' ) | f (V? -cos  ^ 0 . Vr)  Vr'  | 

+ r ( Vr — cos^  0.  V>0  V>] 

+ 2rr'sin^Ö*t(Vr'-cos.2e.Vr)Vr'  + (Vr-cos^aVrOVr| 

= (r+r/— 2cos|0.ViTr)|i,*+r'*— (r+p'Jcos  1 0 . VT/ 1 

1 l 

+ 2 rr' sin r> 0*(r  + r'— 2cos()0 . Vrr' ) 

= (r + r* — 2cos  * 0 . ^rr7" 1 1 r*+r/*-H (r+r')cos  ^ 0 . >f  rr‘  + 2rr'sin^61; 
= (r + r'— 2 cos  *0 . V rr7)  I(r+r0*— (r+rOcos  ^0  ■ W — 2rr/cos.*6Ji- 
Setzt  man  jetzt 

(r  +r')*— (r  + rOco8^0.Vrr'  — 2rr'cos  ^ 0*  =0, 

und  löst  diese  quadratische  Gleichung  in  Bezug  auf  r+r1  ils 
unbekannte  Grösse  auf,  so  erhält  man 

I2cos  0.V7 rr' 

1 

— cos^fl-Vrr'  ; 

also  ist 

(r  -f-  r‘)a — (r+r‘)  cos  ^ 0 . V rr'  — ‘irr' cos  62 
= (r  +r'  + cos.^0.Vr»Tr)(r+r'—  2cos  ^ 0.Vrrr ), 
und  folglich  obiger  Zähler 

(r-|-r'  + cos|  O.Xrr'  ) (r  + r'—  2cos ^ 0 . Vrr7)*  . 

Daher  ist  nach  dem  Obigen 
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60  I 

— = (r +P  + cos rr') 


V r + r 


■2  cos  q ft . V rr'  , 


oder 


0 = Ö ‘ (r+r'+  cos  2 ö • 

Weil  diese  Formel  in  Bezug  auf  r und  r‘  völlig  symmetrisch 
ist,  so  ist  es  nun  nicht  mehr  nöthig,  anzunehmen,  dass  r'  der 
grössere  Kadius  vector  sei,  indem  man  vielmehr  in  dieselbe  jede 
zwei  beliebige  auf  einer  und  derselben  Seite  der  Axe  der  Parabel 
liegende  Vectoren  einführen  kann.  Auch  ist  es  natürlich  nicht 
weiter  nöthig  anzunehmen,  dass  r,  r1  auf  der  positiven  Seite  der 
Axe  der  Parabel  liegen. 


V TT ' 1 


r + r' -2 cos*,  ft.  VrP"- 


Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  betrachten,  wenn  die  Vectoren 
r,  r*  auf  verschiedenen  Seiten  der  Axe  der  Parabel  liegen,  und 
wollen  für’s  Erste  grösserer  Bestimmtheit  wegen  annehmen,  dass 
r auf  der  negativen , r'  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  Pa- 
rabel liege. 

Weil  in  diesem  Falle  unter  der  so  eben  gemachten  Voraus 
Setzung  offenbar  cos ^ cp  negativ  und  cos^qp'  positiv  ist,  so  ist 


Vp 

vr= P_ 


vv=- 


Vp 


2cos  ^ <p 


2cos  a cp1 


«der 


Vp = — 2 cos  q> . Vr , Vp  ~ 2 cos  \ <p‘ . Vr' ; 


folglich 


1 

cos  2 <p.Vr— — cos 


1 , 

•2»  -Vr 


Nun  ist  aber  in  diesem  Falle  offenbar 


<p‘  + (360° — <p)=zcp’ — <p  + .560° = 0 , 


also 


<p‘  = cp  + ft — 360°.  — — 0+  360°; 


1 


1 


2 qp'  = 2 (*P+®) — 180°  > 2’,=  2(9,'-»)  + 180O; 


30* 
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COS  = — COS^(l)P  + ö),  COS„2  <p= — cos^Op'-*'- 


folglich  nach  dem  Obigen 


cos  }^<p.Yr  = cos -t)(<p-{-6).  Vr'i 
cos  Vr'=cos^(ip'— 0)  . V>; 


woraus  ganz  eben  so  wie  vorher 


tang?<jp  = 


Vr  — cos^  0.  Vr7 


sin^  Q.yr1 


yr'  — cosqß  -Vr 


tang^  <*>'=- 


sin^  0.  Vr 


so  wie 


und 


4rr'sin  r,  0* 


p = 1 

r f r'  — 2cos  ^0.  V rr' 


4r( Vr—cos  ^ 0 • Vr 7)* 

4r  p— j — :» 

r + r7  — 2 cos  ^ 0 . V rr' 

4r'(Vr7— cos  1 0 . Vr)* 

4r‘  — p = j 5 

r+r' — 2cos  ^ ö • V rr' 

r-f  r' — 2cos 0 • V rr'  + 2r7sin  02 

-2r+p=2r *- 

r + r'— 2cost,  0.  V rr' 


Digitized  by  Google 


Md 


2r'-fr;>=2r' 


r -fr  r 2cos  * 8 . V' rr‘  -fr  2rsin  ^ ö* 
r-frr'  — 2cos .)  ö . Vrr' 


olgt. 


Weil  unter  der  gemachten  Voraussetzung  tang^qp  negativ  und 
an§2  9>/  positiv  ist,  so  ist  nach  dem  Obigen 

Vr — cos äO.Vr  , Vr'  — cos ^ 6 . Vr 


espective 

positiv, 

dso  *nach  dem  Vorhergehenden 


positiv; 


V 4r— p 


V 4r' — p = 


2 (Vr — cos^ö.  Vr‘)Vr 
y/  r-frr' — 2cos.^0.Vrr‘ 

2 ( \fr‘  — cos  * ö . Vr)  Vr' 
^ r-frr' — 2co8^fl.Vrrrr 


Nach  gehöriger  Substitution  in  die  aus  dem  Obigen  bekannte 
p ormel  1 


® =24V'p.l(2r'-frp)V^4r'  — p -fr  (2r-frp)  V 4r— p | 


-’fgiebt  sich 


60 

Vp 


1 , I I 

r'(r-frr' — 2 cos g fl • Vrr'  -fr  2rsin  ^ 0*)(Vr'—  cos  ^ 0.Vr)Vr' 
(r+r'— 2cosc*0-Vrrr)  ^r-frr'— 2cos^  Ö.V^n^ 
r(r  -fr  r'— 2cos |ö.Wr'  -fr 2r'sin  ^ 0a) (Vr— cos  ^ 0 . Vr') Vr 
(r + r'— 2cos ^fl.Vrr')  ^r-frr'— 2cos|  Ö.WF 


Digitized  by  Google 


450 


welches  wieder  ganz  dieselbe  Formel  wie  oben  ist.  Also  ist  auch 
in  diesem  Falle  ganz  wie  oben 


0 = ^ v'P-(r+r'+C0S •Vr rr r-f  r1 — 2cos 6 . V rr'  > 

und  da  diese  Formel  in  Bezug  auf  r und  r*  vifllig  symmetrisch 
ist,  so  ist  es  nicht  nüthie,  dass  r auf  der  negativen,  r1  auf  in 
positiven  Seite  der  Axe  tler  Parabel  liege , sondern  es  kann  auch 
umgekehrt  sein. 

Als  Resultat  der  ganzen  vorigen  Betrachtung  ergiebt  sich, 
dass,  wenn  r,  r1  zwei  beliebige  Vectoren  der  Parabel  sind,  uni 
ft  den  von  diesen  beiden  Vectoren  cingeschlossenen . nach  drr 
Seite  der  Parabel  bin  liegenden  Winkel,  der  von  0 bis  360* 
wachsen  kann,  bezeichnet,  in  völliger  Allgemeinheit  der  Flieh« 
Inhalt  des  parabolischen  Sectors  0 durch  die  Formel 


0 = ^ V/>.(r+r'+cos|d.  rr' ) ^ r + r'  — 2 cos  ft . V77 


dargestellt  wird. 

Bezeichnet  nun  i die  Sehne  der  Parabel,  welche  die  End- 
punkte der  beiden  Vectoren  r,  r'  mit  einander  verbindet,  so  ist 
jenachdem 


oder 


0 <8<  180® 


180°  < 0 < 300' 

ist,  nach  den  Lehren  der  ebenen  Trigonometrie  respective 


i*=r»4r'*— 2rr'cos0 


oder 


also  allgemein 


und  folglich 


s 4 = r*  + r-*  — 2rr'co8(360'’ — ft) ; 


s®  = r*  4'-'1  — 2rr'cosö, 


rosft  = 


r®  4 r'®  — r® 


2rr' 


also 
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folglich 


nrHrW  (r+r')*-»1 
2 cos  ^ 6 - 1 | - irr*  - > 


1 (r  + r1)*— sa 
C0S2Ö*= irr'  ' 


uud  hieraus , wenn  inan  das  obere  oder  untere  Zeichen  nimmt, 
jenachdem 

0 < 0 < 180° 


oder 


180°  <0  <360° 

ist : 


2 ~ 2Vrr' 


oder 


cos  * 0 V rr'  = ± * V>  + r'j*-  ** » 

-'cos  * 0 . Sfrr' = ± V (r+r')a— r*  • 

Folglich  ist  nach  dem  Obigeu 

0>=  Vp.l2(r+rO±V  (r+r')*— Ja| y r+r'T V (r  + r')a— ** » 


wenn  man  immer  die  oberen  oder  unteren  Zeichen  nimmt,  jenach- 
dem der  von  den  Vectoren  r,  r'  nach  der  Seite  der  Parabel  hin 
eingeschlossene  Winket  ein  concaver  oder  ein  convexer  Winkel 
ist,  was  auch  im  Folgenden  6tets  festgehalten  werden  soll. 

Nun  setze  man 


^"r+r'TV  (r  + r')*— r*=  V*+Vy 
so  ist,  wenn  man  auf  beiden  Seiten  quadrirt: 


r + r'T  \r(r + r')*—  i*=*+yT  2Vx . v y , 

und  folglich  durch  Vergleichung  der  rationalen  und  irrationalen 
Theile  auf  beiden  Seiten: 
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x + y = r + T',  4xy=(r+rO*— »*> 

also 

(as -y  )a  = (x  + y)s  — ixy  = ** , 

woraus , indem  jetzt  keine  Beziehung  der  Zeichen  zu  den  Aa 
Statt  Gnden  soll, 

x—y~±* 

folgt,  so  dass  man  lolglich  die  beiden  Gleichungen 
x+y=r+r',  x—y=±s 
hat,  aus  denen  sich 

r+r'J:*  r + r'+i 

x= 2 — ’ y= 2 


ergiebt.  Da  nun  im  Obigen 

y/” r + r'  -f  V (r  + r')2— ** 
positiv  genommen  ist,  so  muss  man 

r + ^fr  + rlM  = ^ ^ 

setzen,  weil  von 


r +r'  + s 


das  obere  Zeichen  einen  negativen  Werth  liefert , 
weil 


der  hier  « 


V 


r+r'  T V~  (r  + r')*  — ** 


positiv  genommen  worden  ist,  nicht  statthaft  ist. 

Dies  vorausgesetzt  kann  man  nun  leicht  6 auf  folgert 
ausdrücken : 


e -4*>.i(t±f±0+(t±f=9 


J. 


also  ist,  wenn  man  multiplicirt : 
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60 

Vp 


('*?■)'+  (t±r=0C'±5±!)'  * OttOO^t5)1 


* m- 


c- 


d.  i. 
oder 

«=¥i(rT±-‘),TH-)'l 

oder  auch 


0=ÄV  2'  *(r+1’,+,)j  + (r+r/~'*)*l 

» 

Dies  ist  der  merkwürdige  Ausdruck  für  den  Flächeninhalt 
e'mes  parabolischen  Sectors,  welcher  gewöhnlich  nach  Lambert 
benannt  wird,  aber  eigentlich,  wie  wir  oben  bereits  bemerkthaben, 
schon  früher  von  Euler  gefunden  worden  ist.  Ausser  dem  Para- 
meter der  Parabel  ist  also  bloss  die  Kenntniss  der  beiden  einen 

Earabolischen  Sector  begränzenden  Vectoren  und  der  dem  densel- 
en  gleichfalls  begrenzenden  Ltogeu  der  Parabel  angehörenden 
Sehne  nöthig , um  dessen  Flächeninhalt  mittelst  der  Lambert'schen 
Formel  berechnen  zu  können. 
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Bestimmung  der  Länge  der  auf  einen 
Kegel  gewickelten  Schraubenlinie- 

Von  dem  # 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schule  zu  Carlsruhe. 


Eine  Gerade  bewege  eich  um  eine  andere,  indem  sie  mit  ihr 
beständig  denselben  Winkel  a macht  und  sie  beständig  in  dem- 
selben Punkte  trifft.  Auf  ihr  bewegt  sich  ein  Punkt  gegen  letztere 
hin:  welche?  ist  die  von  ihm  beschriebene  Kurve,  wenn  beide 

Bewegungen  gleichförmig  sind'? 

Die  fragliche  Kurve  ist  eben  die  in  der  Aufschrift  genannte. 
Sei  also  y die  Winkelgeschwindigkeit  der  bewegten  Geraden,  ß 
die  Geschwindigkeit  des  bewegten  Punktes,  und  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  Koordinatensystem  so  an,  dass  die  feste  Gerade 
darin  die  Axe  der  i ist;  die  Ebene  der  xy  sei  so  gewählt,  das» 
der  bewegliche  Punkt  anfänglich  in  ihr  liegt;  ferner  sei  die  Aie 
der  x so  genommen,  dass  die  bewegliche  Gerade  anfänglich  in 
der  Ebene  der  xz,  also  der  bewegliche  Punkt  in  der  (positiven) 
Axe  der  x,  und  die  (positive)  Axe  der  y sei  so  gewählt,  dass 
die  Bewegung  der  Geraden  von  der  positiven  Axe  der  x gegen 
die  positive  Axe  der  y geht. 

Am  Ende  der  Zeit  t liegt  die  bewegliche  Gerade  so,  da*s 
ihre  Projektion  mit  der  Axe  der  x den  Winkel  yt  macht,  während 
der  bewegliche  Punkt  in  ihr  um  die  Länge  ßi  gegen  den  festen 
Punkt  gegangen  ist.  Sei(Taf.!X.Fig.5.)  Oder  Anfangspunkt  der  Konr 
dinaten.  OB  die  Projektion  der  beweglichen  Geraden  (am  Ende  der  Zeit 
t)  auf  die  Ebene  der  xy,  so  macht  die  bewegliche  Gerade  selbst 
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mit  der  Ebene  der  xy  den  Winkel  ,j — a,  ferner  ist  xOB=yt. 

Ist  also  die  Entfernung  des  Durchschnittspunktes  der  beweglichen 
Geraden  mit  der  Axe  der  i von  O gleich  n , so  ist  die  Länge 

jener  Geraden  gleich  ■ ° , die  von  OB:aiga.  Ist  D die  Pro- 
jektion des  beweglichen  Punktes  auf  die  Ebene  der  xy  in  der- 
selben Zeit,  so  ist  BD=ßt. sinn,  also  CD ~ atga — fJsin«./.  Sind 
also  x,  y,  1 die  Koordinaten  des  beweglichen  Punktes  am  Ende 
der  Zeit  t,  so  hat  man: 


x = (atga  — ßtsi na)  c os(yt)  ,\ 
y =s  (atga — ßtsina)sin(y<)  J (1) 

z = ßt.cosa . > 

Durch  Elimination  von  t erhält  man  die  (zwei)  Gleichungen  der 
beschriebenen  Kurve  (Schraubenlinie.)  Aus  der  letztem  Gleichung 
ergiebt  sich : 

ßco&ct  ' 

so  dass  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  sind : 


*=(«-*)tg«.cos(-^), 
.y  = (a-z)tg«.sin(^_). 


Eben  so  erhält  man  hieraus: 

(*)•-«* 


(2) 


(3) 


als  Gleichung  der  von  der  bewegten  Geraden  beschriebenen 
Kegelfläche. 


Soll  die  Schraubenlinie  auf  einem  Zylinder  vom  Halbmesser 
r sein,  so  ist  a=z ao,  atga=r,  a=0,  also  » 


x — rcoe(yt) , y = rsin(yt), 
x — rcos^'ß'^ , y = r sin  > / (■*) 

-yi  = r1.  ] 


Der  Weg,  den  der  bewegliche  Punkt  zurücklegt,  während  die 
bewegliche  Gerade  eine  Umdrehung  vollendet,  heisst  die  Höhe 
des  Schraubengangs. 
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Nun  erfolgt  eine  vollständige  Umdrehung  in  derZeit  — , dem- 
nach ist  die  Hübe  des  Schraubengangs  . Heisst  man  die- 
selbe h,  so  ist 

. ß _ A y _ 23* 
y-  2ti’  ß~~  Ti  ’ 

also  sind  die  Gleichungen  der  Schraubenlinie  (2): 

. / 2n:  \ 

* = («-z)tg«.cos(^-j, 

,=(«-,)  tg«.  sin 

✓ 

die  der  (4): 


(5) 


(6) 


f2nz\  \ 
x = rcosl  —jj-  ) > I 

y=rsin(x)l 

2 n ' 

Setzt  man  zur  Abkürzung  ^ = k , so  ergiebt  sich  aus  (5): 
Sdx\*  , (°y\‘_  I + **tg*a(g— -z)* 

1+V&/  + \dz)  - cos*« 

somit  die  Länge  des  Bogens  der  Kurve,  wenn  er  von  z=0  an 
gerechnet  wird: 

— - — C V 1 + A2tg*a(a  — 2)*  0i  ■ 
cos«  J 

o 

Setzt  man  a — z=y,  z—a — y,  so  ist  dieselbe: 

— 1 + A*tg*«y*fy  • 

O 

Integrirt  man,  so  ergiebt  sich  als  fragliche  Länge: 


Digitized  by  Google 


457 


| Vl+ÄVVa  - — V 1 +Ä2tg2«. (a-z)2 

1 |n<y  afrgc-fVl+a^tg2« 

*g“  °SMa— z)*tgo  + V 1 + 


2Atgi 


s) 


(7) 


Will  man  die  Länge  der  Schraubenlinie  bis  zum  vollendeten  nten 

c2nn 

Umlaufe  (n  auch  eine  gebrochene  Zahl),  so  hat  man  z=  -j-  coso 
zu  setzen.  Die  vorkommenden  Logarithmen  sind  natürliche. 

Für  den  Fall  des  Zylinders  ist  atga  = r,  a=0,  o=  oc , also 
die  Länge: 


J'W\+Ktr*dz  = V l+Ä*r*.j, 


(8) 


wie  bekannt. 

Für  z=a  hört  die  Kurve  in  der  Spitze  des  Kegels  auf;  also 
ist  ihre  ganze  Länge: 

\ Vl  + a*A*  tg2«  + log  (aAtgo  + V 1+ a2A2tg2a) . (9) 

Man  findet  leicht,  dass  die  Tangente  an  die  Kurve  (2)  im  Punkte 
(x,  y,  z)  mit  der  durch  denselben  Punkt  gehenden  Lage  der  be- 
weglichen Geraden  einen  Winkel  d macht,  bestimmt  durch  die 
Gleichung 

cosd  — —yr-  V ~r  , (10) 

yT  1+A2tg2a(a — z)2 

und  im  Falle  der  Kurve  (4): 

cosd  — — , (11) 

dessgleichen,  dass  die  Normale  an  die  Kegelfläche  (3)  in  diesem 
Punkte  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Kurve  in  demselben  Punkte 
steht. 

Wenn  man  die  Kegelfläche  in  eine  Ebene  abwickelt,  so  legt 
sich  die  Schraubenlinie  ebenfalls  in  die  Ebene.  Ihre  Gleichung 
findet  sich  folgendermassen. 

Die  Linie  ^4J!?(Taf.IX.  Fig.6.)  drehe  sich  mit  der  Winkelgeschwindig- 
keit ysinn  um  A,  während  £i  gegen  A mit  der  Geschwindigkeit  ß hin- 
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schreitet.  Die  entstandene  Kurve  ist  die  Abwickelung  der  Schrauben- 
linie, wenn  man  die  einzelnen  Theile  dieser  Kurve,  statt  (ortlau 
fend  an  einander  zu  liegen , von  einander  trennt.  Denkt  man  sich 
nämlich  B als  Anfangspunkt  und  beschreibt  mit  AB  einen  Kreis, 
so  wird  die  so  eben  gesuchte  Kurve  ein  oder  mehrere  Umläufe 
machen,  bis  sie  in  A anknnunt.  Alan  wähle  nun  zwei  Linien  AB, 
AI)  so.  dass  der  Bogen  Bl)  — 2<ijrtga  (dem  Umfang  der  Grund- 
fläche des  Kegels),  lege  nun  nach  einander  an  At)  u.  s.  f.  um 
A Winkel  gleich  BAD,  und  lege  die  zwischen  ihnen  befindlichen 
Stücke  der  Kurve  in  derselben  Lage  in  den  Winkel  BAD,  so 
werden  diese  Stücke  die  Abwickelungen  der  Schraubenlinie  sein, 
während  die  Fläche  ABD  die  Abwickelung  der  Kegclfläche  ist 
Da  der  Punkt  B den  Weg  iurti^a  macht  in  derselben  Zeit,  in 
der  oben  eine  Umdrehung  der  Lime  A B statt  hatte,  so  lässt  sich 
leicht  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  bestimmen.  Sei  näm- 
lich r diese  Zeit,  so  ist 


aytga . t = 2«  it  tga , 


Ist  nun  y'  die  Winkelgeschwindigkeit  von  AB  in  dieser  letzten 
Bewegung,  so  ist,  da  AB—  a : 


demnach 


y'.V=2andga, 

coscr  ' ^ 


2n  sincr 

x=~r 


2rrsina__  2 7t 

/ r 


/=ysino. 


(12) 


wie  oben  angegeben  wurde. 

Nehmen  wir  A als  Anfangspunkt  von  Polarkoordinaten,  und 
sei  AC  die  Lage  der  erzeugenden  Linie  am  Ende  der  Zeit  t,  so 
ist  die  Lage  von  B ( B ')  bestimmt  durch 


Winkel  BACzsyaina.t, 


AB'=— j 3t; 

coscr  r 


also,  wenn ^BAC—q,  AB'—r: 


p=ysinor.t, 


- ßt : 
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r 


a 

COSO 


e 

/rsina  ’ 


(13) 


eine  archimedische  Spirale. 

Ihre  Länge  findet  sich: 

i (14) 

0 


Um  die  einem  Umgang  entsprechende  Länge  zu  finden,  muss 
man  von  y=0  bis  p=27tsino  integriren. 

Man  setze  p=/:tgour,  so  erhalt  man  aus  (14): 

c~  f + A2tg*a  (a—x)"1  Sx , (15) 

O 


und  um  die  Länge  eines  Umgangs  zu  finden,  muss  x~ 

gesetzt  «erden.  Da  diess  genau  mit  Obigem  zusammenstiramt, 
so  folgt  daraus,  das  die  Kurve  sich  unverkürzt  abwickelt,  was  zu 
erwarten  war. 
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Heber  die  Bestimmung  des  Mittel- 
punktes einer  Fläche  zweiten  Grades 

. Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Dienger 

an  der  polytechnischen  Schute  za  Carlaruh  c. 


Stellt 

Ax1 + Zfy2  - f Cz*+  2 Dyt  f 2 Ezx  + 2Fry-f  2Gx  f 2 Hy  -f-  2 Jz  = K 

die  Gleichung  einer  Fläche  zweiten  Grades  dar,  so  werden,  wenn 
diese  Fläche  einen  Mittelpunkt  hat,  die  Koordinaten  desselben 
x0,  y0,  s0  dutch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 

( BC-D *)  G+(DE-CF)H+(DF BE)J 
x°~  A BC—AD* — BE* — CF2 + ‘2DEF  ’ 

(DE- CF)G+(AC—  E*)H+(EF-AD)J 
y°—  ABC—  AD*—  BE1 — CF*+2DE  F ’ 

( DF— BE)  G+(E  F—AI))H+(A  B—F*)J 
2o—  ABC—  A ö* — B EP — CF* + 2DEF 

Ist  nun  derNenner  dieser  Ausdrücke  nichtNull,  so  bat  die  Fläche 
einen  Mittelpunkt.  Sie  hat  aber  deren  unendlich  viele,  wenn  zwar 
der  Nenner  Null , zugleich  aber  alle  drei  Zähler  auch  Null  sind. 
Nun  ist  aber,  sobald  der  Nenner  Null  und  einer  der  Zähler  Null, 
jeder  der  zwei  anderen  Zähler  Null. 

Heissen  nämlich  die  drei  Zähler  Z, , Zt , Z3 , der  Nenner  X. 
so  findet  mau  leicht,  dass 
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AZ^FZt  + EZ,  =-  07V, 
FZ,+ßZ2+/>Z,=-fl7V, 

EZy  + DZ3  + CZ3  = -JN. 

lat  nun  z.  B.  nebst  iVr=0  auch  Zs=0,  so  folgt  hieraus: 

AZ,  + FZt=0, 

FZy\BZ.t  = 0, 

£Z,+ßZ2=0; 

woraus  nothwendig  Z,  =Z2=0,  was  den  Satz  beweist. 

In  diesem  Falle  liegen  die  Mittelpunkte  zuweilen  in  geraden 
Linien  (bei  zylindrischen  Flachen). 

Ala  Beispiel  wollen  wir  die  Fläche 

/Ar*  | a*y* + (4A*  -f  9a3)i*  — Oa^y:  — 44*xi  = 
betrachten.  Hier  ist: 

A = b*.  B—'a1,  C=4&2  + 9 a®,  Ü-—  3a*  E-- 2A* 
F=G=//=J=0,  K=aW.' 

Also  Z,  = Z2  = Z3  = N=0.  Denken  wir  uns  aber  zuerst  G = H 
=J,  so  ergiebt  sich: 

ar0  (ßC-ß2)  + (ßß-CF)  l (1)F— BE) 

30  — DF— BE  + EF-ÄD  + AB-F*  ~ ' ‘ 

Vo  _DE-CF+AC—E*+EF-AD  „ 
z0  ~~DF-BE \EF-AÜ\ AB—F^6 

d.  h.  alle  Mittelpunkte  liegen  auf  der  Geraden  , deren  Gleichungen 

.r=2  i,  y=z  3i 

sind.  Die  Fläche  selbst  ist  eiu  elliptischer  Zylinder. 
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Eigenschaften  der  geraden  Kegel  and 
Kegelstumpfe  mit  sphärisch  ge- 
krümmten €S  randflächen. 

Von  dem 

Herrn  Schulratb  J.  H.  T.  Müller 

xu  Wiesbaden. 


Wenn  man  aus  zwei  Gegenpunkten  einer  Kegelfläche  mit 
den  sphärischen  Radien  p',  p"  zwei  Kugelkreise  G' , G"  be- 
schreibt, so  sind  durch  die  Umfange  dieser  Kreise  zwei  gerade 
konische  Flächen  bestimmt , welche  die  durch  jene  Punkte  gebende 
Gerade  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben , so  dass  der  Mittel- 
punkt der  einen  konischen  Fläche  ausserhalb,  und  der  der 
andern  innerhalb  der  Kugel  liegt. 

Hier  soll  von  derjenigen  konischen  Fläche,  ausgegangen  wer- 
den, welche  ihren  Mittelpunkt  ausserhalb  der  Kugel  hat,  und 
zugleich  p'>p"  angenommen  sein.  Die  Eigenschaften  der  andern 
Fläche  ergeben  sien  später  sogleich  aus  denen  der  ersten,  wenn 
p"  negativ  genommen  wird. 

Aus  jener  Verbindung  des  konischen  Raumes  mit  der  Kugel 
entstehen : 

1.  zwei  Kegel  C',  <E"  mit  den  sphärisch  gekrümm- 
ten Grundflächen  G' , G" , deren  Axen  sich  um  den 

Kugeldurchmesser  unterscheiden , 

/ 

2.  und  ein  Kegel  stumpf  <£  mit  den  beiden  sphäri- 
schen Grundflächen  G'  und  G",  welcher  den  Kugel- 
durchmesser  zur  Axe  hat  und  dem  Unterschiede  jener 
beiden  Kegel  gleich  ist. 
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3.  Der  Halbmesser,  die  Oberfläche,  der  Inhalt  der  Kugel 
soll  immer  mit 


r,  k,  B 
bezeichnet  werden. 

4.  Legt  man  durch  die  Peripherien  der  Kugelkreise  G‘,  G“ 
Ebenen,  so  sind  die  Höhen  der  zugehörigen  Kugelabschnitte  TA', 
TA“  gleich 

r(l— cosp'),  r(l — cosp") ; 

folglich  ist 

G,=4jir2.sinip'a=sin5p'®.  K\ 
G"==4jtra.sinJp"2  = sinip"*.  K . 

Hieraus  erhält  man  die  Kugelkegel,  welche  G'  und  G"  zu  Grund- 
flächen und  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitze  haben,  gleich 

4 

w rer3  .sinip^rr:  sinjp'1 . B ; 

und 

4 

j Jir^sinip"2  = sinip"* . B . 

Werden  diese  um  die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grund- 
flächen vermindert,  so  erhält  man: 

5.  Die  Kugelabschnitte 

1 • 

21'ZZg-  rer3  (4sin  jp's  — siup'2cosp‘) ; 

. 21" = j jrr*(4sinip"*— sinp"*cosp") . 


Da  4sinij-pl=l — cosp,  so  ist 

4sin  ^-sinp1 — sinpVosp  = 2 — 3cosp-f  cosp J 
= (2-fcosp)  (1 — cosp)1, 


folglich  auch 


21 


3 


«r*.  (2+cosp)(  1 — cosp)1 


oder 


31  ’ 
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21  = sin  |p4  (2 + cos  p)  . 2t  • 

6.  Der  Kegelstumpf  mit  den  ebenen  Grundflächen  G,, 
Qxl  t deren  Peripherien  mit  denen  von  G'  und  G"  zusammental- 
len.  ist,  wie  man  sich  alsbald  überzeugt, 

= 7tr3  (cosp'  cosp")  (sinp'4  -|-sinp'sinp"-|-sinp"*). 

Wird  dieser  um  die  beiden  Kugelabschnitte  21',  21"  vermehrt, 
so  entsteht  unser  Kugelkegelstumpf  C und  man  erhält  nach 

Division  mit  g-  nr3:  , 


3 

— = • <£  = (cosp,+cosp")(sinp'1l4-8inp'sinp"  + s'np"a) 

nr* 

-f  4sinjp'2 — sinp^cosp'  -f  4sinjp"*— sinp"*<-osp", 

und,  nachdem  man  das  Product  entwickelt  und  das  Ganze  rer 
einfacht  hat, 


— r .<r=sin(p'+p")  (sinp'+sinp") +4sinip'a  + 4sinjp"* 
nr9 

=2sini(p+p")cos^(p'+p").-2sini(p'+p")cos5<p' — p") 
4-4sinJp's  -f  4«injp"a . 


Da 


sinip'*  + sin  Jp"*  = - — + 


1 — cosp'  _ I — cosp" 
2 


= 1-C08^(p'  +p")C0s|-(p'— p"), 


so  ist,  wenn  die  Gleichung  durch  4 dividirt  worden,  weil 
j7ir*=&  ist. 

?|=sini(p'+p")*cos£(p'+p")cos  | (p'— p"/ 

+ 1 - cos  j (p'  + p")  cos  ^ (p— p") 

= I - cos  | (p'  + p")*cos  ^ (p'  — p") . 

Es  ist  demnach 


<I  = | 1 —cos ^ (p'  + p")*cos  j (p'— p") 1 .2t . 
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d.  i.  Der  Inhalt  eines  Kugelkegelstumpfs  wird  ge- 
funden , wenn  inan  die  dritte  Potenz  des  Cosinus  der 
halben  Summe  der  Radien  beider  Grundflächen  mit  dem 
Cosinus  des  halben  Unterschieds  derselben  multiplicirt 
und  diesem  von  I subtrahirten  Producte  die  zugehörige 
Kugel  zur  Einheit  gicbt. 

Denkt  man  sich  diesen  Stumpf  aus  der  Kugel  herausgeschnit- 
ten,  so  bleibt  ein  von  einer  Kugel  - und  einer  tfegel-Zone begrenz- 
tes Zwciflaeh  übrig,  dessen  Inhalt 

& — <£ = cos  g-  (p' + p")s  cos  £-  ( p' — p")  • & 

..durch  eine  sehr  einfache  Formel  gegeben  ist. 

7.  Um  den  zu  denselben  Grundflächen  gehörigen  Kegelstumpf  zu 
linden,  dessen  Seitenkanten  einander  u n verl äu g er t schneiden, 
setze  man  p"  negativ,  wodurch  man 

»— <£  = cos^-(p'  + p")cos^(p'- p")*S 

erhält. 

Demnach  ist  für  diesen  Fall  das  Product  aus  dem  Co- 
sinus der  halben  Summe  der  Radien  in  die  dritte  Potenz 
des  Cosinus  ihres  halben  Unterschieds  der  Coefücient 
der  Kugel. 

8.  Wird  in  (0)  p' = p"=p  gesetzt,  so  erhält  man  einen 
Kugelcy  I i oder,  dessen  Axe  durch  den  Kcgelmittelpunkt  geht, 
und  es  wird 

C = (I — cosp*) . & . 

Der  Kugelcyliuder  ist  daher  gleich  der  Kugel  multipli- 
cirt mit  der  Ergänzung  der  dritten  Potenz  des  Cosinus 
vom  Grundflächenradius  zu  1. 

Wird  aus  der  Kugel  ein  Kugelcyiinder  herausgeschnitten, 
dessen  Grundflächenradius  = G0°  ist,  so  ist  die  so  ausgehöhlte 
Kugel  acht*ma!  so  klein  als  die  Kugel  selbst. 

9.  Macht  man  dagegen  in  (7)  p'=p"  = p,  so  entsteht  ein 
Kugelkegelstumpf,  dessen  Seiten  einander  im  Mittelpunkte  der 
Kugel  halbiren  und  es  ist  dann 

<£  = (]  — cosp)&=C2sinip*.& . 

Die  auf  solche  Weise  ausgehöhlte  Kugel  ist  demnach 
der  mit  dem  Cosinus  des  Gruudflächenhalbinesscrs  mul- 
tiplicirten  Kugel  gleich.  Vergl.  (4.) 

Für  p=60°  sind  also  heide  Körper  einander  gleich. 
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10.  Setzt  man  p"r=0,  so  entsteht  ein  Kugelkegel,  dessen 
Spitze  im  Gegenpunkte  des  Mittelpunkts  von  G'  liegt-  Hiernach 
wird 

(I  = (1— cos  p«)  . B = j (1  -cosp)  (3+ cosp).B . 

3 3 

Für  e=90°  wird  <E=yB,  für  «=60°  wird  B— <E=y*r*. 

11.  Wenn  in  (6)  die  Seitenkante  des  Kegelstumpfs  mit 
‘2i  bezeichnet  wird,  so  ergiebt  sich  leicht,  dass 

4r*=2r*(l  + cos(p'  + p") ) , 

oder 

i=rcosty(p'  + p") 


ist. 


Die  Verbindung  dieser  Gleichung  mit 


giebt 

B— <£= 4cos  (p'  + p")  cos  g-  (p'  — p") . j r ns* 

Es  ist  daher  der  ausgehöhlte  Körper  einem  Kegel  gleich, 
welcher  die  Seitenkante  des  Stumpfes  zum  Grundfläcben- 
durchmesser  und  den  Kugelradins  zur  Höhe  hat,  wenn 
man  diesen  Kegel  mit  dem  vierfachen  Producte  der  Co 
sinus  der  halben'  Summe  und  der  halben  Differenz  der 
Grundflachenhalbmesser  muitiplicirt. 

Da 

2cos  “-(p‘  + p")  cos  ^(p‘— p")  = cosp' + cosp" 


und 


rcosp'+rcosp" 

gleich  der  mit  a zu  bezeichnenden  Höhe  des  Kegelstumpts  mit 
ebenen  Grundflächen  ist,  so  hat  man  auch 

B — €=2.  j a ns1. 


« 


Digitized  by  Google 


467 


Darnach  ist  die  konisch  ausgehöblte  Kugel  doppelt  so 
gross  als  ein  gewöhnlicher  Kegel,  welcher  die  Sei- 
tenkante  des  Stumpfes  zum  Durchmesser  der  Grundfläche 
und  den  Abstand  beider  Kreisebenen  zur  Höhe  hat. 

12.  Geht  der  Stumpf  in  einen  Kugelcy linder  über,  so  wird 
in  (11)  ...a  = 2*  und  man  erhält 

B— <£  = j7irs. 

Die  cylindrisch  ausgehöhlte  Kugel  ist  also  einer  Kugel 
gleich , welche  die  Seitenkante  aes  Cylinders  zum  Durch- 
messer hat. 

13.  Es  bleiben  jetzt  noch  die  beiden  Ergänzungskegei 
des  Kugelkegelstumpfs  zu  betrachten,  welche  entstehen,  wenn 
der  Mantel  des  letztem  bis  zum  Durchschnittspunkte  erweitert 
wird , und  von  denen  der  erste  <£'  den  convexen  Kugelkreis  G', 
der  andere  <L"  den  concaven  G"  zur  Grundfläche  hat. 

Die  zugehörigen  Kegel  mit  ebenen  Grundflächen  Gx , Gu 
seien  <Z,  , <£u  und  ihre  Höben  u, , au,  folglich  n, — 

Vergl.  (II.). 

Dann  ist 

a = (cosg'+  cosg")r 

und  die  Halbmesser  von  G, , Gn  =rsing',  rsing"  und  man  erhalt 


cosg'  l-cosg"  . , , , ,1,  , 

a»  = sing' — sing» ' =8lllP  cot >2  r ’ 


«u 


= rsing"=sing"cot  \ (g'  - g").  r 


sinp' — sin(> 


Daher  sind  die  ebengnindflächigen  Ergfinzungskegel 
<E,  = j Jtrssing'scot  ^ (g' — g") , 

Cu  = g-  7tr3sing"3cot  | (g'— g")  • 

Wird  <E,  um  den  Kugelabschnitt  21'  vermehrt  und  <£,,  und  2t" 
vermindert,  so  erhält  man  die  gesuchten  Kugelkegel  <£',  <£"  und 

es  ist,  wenn  man  (5)  benutzt,  und  beiderseits  durch  j7rr*dividirt: 


3 cosg'+cosg" 

— i <£  = — — 7 ; — r, 

nr*  sing  — sing 


.sing,,  + 4sin}p'a— sing^cosg'. 
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Wird  rechts  das  dritte  Glied  auf  den  Neuner  des  ersten  ge- 
bracht, so  erhält  man 

j.  €=  w+to-w,. 

7tr 3 sinp'— einy"  r w 

und  durch  eine  leichte  Umformung  des  Coefficienten  von  siny'1: 

—5  • € — “! « sin^'1  + demiy*  - 
mr3  sin‘,(p — y ) 

Daher,  wenn  man  uoch^siny'2  verwandelt: 


Wenn  man  den  Sinus  der  halben  Summe  der  Grund- 
flächenhalbmesser durch  den  Sinus  ihres  halben  Unter- 
schieds dividirt,  so  erhält  man,  für  die  Kugel  als  Ein- 
heit, den  Inhalt  jedes  der  beiden  Ergänzungskegel, 
wenn  man  jenen  Quotienten  mit  dem  Quadrate  des  Co- 
sinus der  Hälfte  des  zugehörigen  Radius  multiplicirt  und 
dieses  um  1 vermehrte  oder  verminderte  Product  mit 
dem  Quadrate  des  Sinus  der  Hälfte  desselben  Radius 
multiplicirt. 

14.  Wird  in  (13)  . . y"  negativ  genommen,  so  erhält  man 
das  andere  zu  denselben  Grundflächen  gehörige  Paar  von  Kugel- 
kegeln,  wodurch  sich  hier  bloss  der  Quotient  beider  Sinus  unikenrt 

15.  Da  nach  (4)  sinJo"2k  den  Inhalt  eines  Kugclkegels  giebt, 

welcher  p zum  Grundflächenhalbmesser  und  den  Mittelpunkt  der 
Kugel  zur  Spitze  hat:  so  werden,  wenn  man  in  (13)  die  erste 

Endgleichung  um  sinjp'fK  vermindert,  diezweite  aber  um  8injp"*.5 
vermehrt,  zwei  Doppelkegel  %"  entstehen,  deren  gemein- 
schaftliche Spitzen  der  Kegelmittelpunkt  und  die  Spitze  derErgän- 
zungskegel  sfbd  und  welche  beziehungsweise  die  Peripherie  von 
6r',  G“  zur,  Randkante  haben. 

* * 

• Jlejj  Inhalt  derselben  ist 


1 sinKe'+e")  - „ -r 

d-TslnU^-7r)S,ne  S' 

r 

4 sinj(y — y ) v 


Hieraus  erhält  man  unmittelbar 
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X &1  _ sin#** 

0”  ~ sinp"8  ' 

Es  verhalten  sich  daher  diese  Dotmelkegel  wie  die  Qua- 
drate der  Sinus  der  sphärischen  Halbmesser,  mit  denen 
ihre  Kanten  beschrieben  worden. 

Das  andere  Paar  von  Doppelkegeln  wird  eben  so  behandelt. 

16.  Ergänzen  die  sphärischen  Halbmesser  p',  p"  der  Grund- 
flächen der  Kugelkegel  <£',  C"  einander  zu  ISO”,  so  wird  die 
äussere  konische  Fläche  eine  Berührungsfläche  an  die 
Kugel,  und  man  erhält  alsdann,  nachdem  die  Endgleichunge»  in 
(13)  durch  2S  dividirt  worden. 


L'  1 1 


€ 

X 


= sin4p'8 


COS  j {f1 — cosp' 


— cosp 


uod  wenn  man  im  Zähler  cosp'  durch  cos  ,jp'2— sinjp'*  ersetzt, 


(E=__sini_p'«a, 

cosp 

_ cns;p'* 
cosp' 


In  diesem  Falle  muss  <T — <£"=Ä  sein. 


17.  Für  die  Innern  Kegel  geht,  wenn  p'-f-p"  = 180°  wird, 
die  konische  Fläche  in  eine  Ebene  über  und  die  Kugelkegel  wer- 
den zu  Kugelabschnitten,  deren  Summe  der  Kugel  gleich  ist. 


18.  Werden  die  Axen  der  Kugelkegel  <£',  <L"  mit  o',  o" 
bezeichnet,  so  erhält  man  aus  (12)  und  (4)  für  die  äu^sem  Kegel: 


a cosp  + cosp  . , . , 

_ . sinp  d l— cosp 

r sinp — smp  r * 

sin(p'+p")  fsinp' — sinp" 

sinp’ — sinp"  • ■ 

,_a  sin^p'cosip" 

''  ' ' s:ni(p‘-p")  r' 


„ cosj  p'sinip" 
sini(p'— p'')r' 


« 
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19.  Ist  p die  Spitze  des  äussern  und  q die  des  inDern 

Kugelkegelpaares,  sowie  o der  Mittelpunkt  der  Kugel,  so  ist 
op=ö  die  gemeinschaltliche  Axe  der  Doppelkegel  nnd 

man  hat  b—a' — r=a"  + r.  Daher  ist  aus  (18)  nach  einer  leichtes 
Umformung 

.sinKe'+e") 

sini(e'— e")  ■ ' 

und  für  oq  = c 

«injCp—  Q")  _ 

sinKp'  + p'O  ’ 

woraus  die  geometrische  Bedeutung  der  in  (13)  uud  (15)  vorkom 
mendeu  Sinusquotieoten  hervorgebt 

Auch  folgt  augenblicklich  aus  diesen  beiden  Gleichungen, 

dass  das  Rechteck  aus  den  Axen  op,  oq  der  beides 
Doppelkegel paare  gleich  dem  Quadrate  des  Kugelhalb- 
messers ist 

20.  Endlich  sind  noch  die  Seitenkanten  2 2t"  det 
äussern  Ergänzungskegel  zu  bestimmen.  Sie  ergeben  sich  leicht, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  in  (11) 

t=rcos^- (#'  + ?") 

war.  Man  erhält  nämlich  für  die 


äussern 

i nnern 

Ergänzungskegel 

, sino' 

. _ «'ne' 

* sin4(p'— t") r 

sin4(e'+ß") 

r"  8i"9  xr 

sinll_ 

sin)(p' — q")T 

sini(e'+e") 

aus  deren  Verbindung  sich  wiederum  die  in  (19)  vorkommendec 
Sinusquotientgn  ergeben. 

Diese  einfachen  Beziehungen  zwischen  einem  konischen 
Rarfme  un3- der  Kugel,  deren  Zahl  sich  leicht  vermehren  Hesse, 
hcdürfqp  zu  ihrer  Ilerleitung  bloss  der  Bekanntschaft  mit  den  Ele- 
menten der  Stereometrie  und  der  Goniometrie  und  eignen  sich  dadurch 
zu  itu  sich  zusammenhängenden  Uebungen,  ähnlich  den  in  den 
„Geometrischen  Ausläufern“  von  mir  zusammengestellten.  Mit 
dieser  Bemerkung  möge  die  Mittheilung  dieser  Kleinigkeit  gerecht- 
fertigt sein. 
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lieber  die  Bestimmung  der  symmetri- 
schen Funktionen  der  Wurzeln  einer 
Gleichung. 

(Nach  Abel  Transon,  in  den  Nouvelles  Annales  de  Ma- 
thematiques.  Fdvricr  et  Mars  1850.) 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger 

an  der  polytechnischen  Schule  za  CarUruhe. 


$•  1. 


Seien  F(x),  g(ar)  ganze  Funktionen  von  x;  a,  6,  c die 


(n)  Wurzeln  der  Gleichung 


F(x)  = 0, 


(I) 


so  ist  bekanntlich 


W__L._L.__L. 

F(x)  ~~  x—  a'x  — 6 ’ x — c ' 


(2) 


Multiplicirt  man  nun  beiderseitig  mit  <p(x) , so  erhält  mark 

'WM- 

F(x) 


F\x ).<*>(*)_  <f(x)  , <p(x)  , . <p(n)  , <p(b)  , , 

; + r- ä + ••••  =/W  + ~ — - + zzj .+ 


x—a  x — b 


x — a x- 


H-enn  man  (falls  diess  thuolich  ist),  w(x)  durch  x—a,  x — b u.  s. 
w.  dividirt,  bei  welcher  Division  die  Reste  bekanntlich  tp  (a), 

<p(b) sind,  so  dass  f (x)  eine  ganze  Funktion  von  x ist,  um 

einen  Grad  uiedriger  als  rp(x).  Bringt  man  die  zweite  Seite  auf 
einerlei  Nenner,  so  ist 
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F‘(x).<p(x)  x*-l£tp(a)  + 

~F(1~  = + F(x) 


»renn  £ bedeutet,  man  solle  die  Operation  auf  alle  Wurzeln  o, 
b, ausdehnen,  also  z.  B. 


2<p(a)  = <p(a)  + y(b)  + <p(r)  + . 


(4) 


ist.  Daraus  folgt  offenbar , dass  ntan  die  symmetrische  Funktion 


(4)  erhält , trenn  man 


F‘{x)tp(x) 

F(x) 


vtickelt  und  den  KoefGzieuten  von  — nimmt. 

x 


nach  fallenden  Potenzen  von  * ent- 

1 


Da  man  hat 

F(*)=Ü,  (!) 

so  kann  man  hierdurch  xn  ausd rücken  vermittelst  der  niederen 
Potenzen  von  x,  so  also  dass  etwa 

xn=—pLxn-1—pilxn-*  — ....;  (5) 

ebenso  kann  man  xn+l,  a:n+2 ausdrücken  durch  Potenzeo  von 

x,  niederer  als  die  nte.  Z.  B.  aus  (5)  folgt 

j,nf  i— — plx" — p2x*~'  — 

setzt  man  hier  für  xn  seinen  Werth  (5) , so  erhält  man  den  ver- 
langten Ausdruck  von  «■+*. 

ln  dieser  Weise  kann  mau  überhaupt  vorläufig  die  Grösse 
F'(x)q>(x)  durch  niederere  Potenzen  von  x ausdrücken,  als  die 


nte,  und  man  wird  etwa  erhalten: 

F'(x)tp(x)  = Ajj:"-1  -f  h2xn~'1  p- (6) 

Hat  man  diessgethan,  so  ist  in  (3)  offenbar  f\x)=ü  und  man  bat: 
<p(o)  + f(b)  + <p(r)  + — /i,  - (7) 


Vermittelst  der  gelehrten  Methoden  wird  man  also  immer  die  sym 
metrische  Funktion 


<p(a)  + <p(b)  + <p(c)  + (4) 

der  Wurzeln  der  Gleichung  F(x)  = 0 ausdrücken  können. 


$ 2. 


Gesetzt  nun , es  handele  sich  um  die  symmetrische  Funktion 
zweier  Buchstaben 
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£q>(a,  b), 


die  man  durch 

2rp(x,  y)  (8) 

darstellen  kann , wobei  bemerkt  werden  muss , dass  £ bedeutet, 
x,  y sollten  alle  Werthe  aunehmen  (§.  L),  oder  alle  Verbindun- 
gen dieser  Werthe  zu  zwei. 

Vlan  dividire  nun  zunächst  F(x)  durch  x — a,  und  sei  F\ (x) 

der  Quotient,  so  dass  b,  c I die  (« — 1)  Wurzeln  der  Gleichung 

f’,(x)=0  sind.  Aus  §.  1.  folgt  nun,  dass  der  Koeffizient  von 

— in  der  Entwickelung  von 

F\(z).<p(n,  z) 

F,(i) 

die  Summe 


<p(a,  b)  + <p(a,  c)  + + <p(a,  l) 

ist  Stellt  man  nun  diesen  Koeffizienten  durch  y(a)  dar,  so  ist 

£<p(x , y)  = if>(a)  + ip(b)  + if <(c)  + + 1 p(l) , 

und  man  wird  die  verlangte  symmetrische  Funktion  durch  Ent- 

F(j).rä(i) 

Wickelung  des  Ausdrucks  — — finden. 


i-  3. 


Man  habe  die  symmetrische  Funktion  dreier  Buchstaben 
2cp(y,  t,  v), 

so  wird  man  zuerst  das  Polynom 

F(X)  _p  , - 

(x— u)  (x— 6)  2' 

bilden.  Sucht  man  nun  den  Koeffizienten  von  — in  der  Ent- 

x 

wickelung  von 

FI'(x)ip{a.  b,  x) 

F*(x) 

so  ist  derselbe  gleich 

<p(o,  b,  c)  + <p(a,  b,  d)+....(p(a,  b,  /)  =v#/(a,  6), 
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so  dass  man  die  symmetrische  Funktion  .£ip(y,  *)  zu  berechnen 
hat,  was  nach  §.  2.  geschieht. 

Dass  man  so  fortfahren  kann,  ist  klar. 

Dass  es  hinreichend  ist,  ganze  Funktionen  zu  betrachten,  ist 
leicht  einzusehen,  da  eine  jede  nicht  ganze  rationale  Funktion 
der  Quotient  zweier  ganzen  ist,  und  zugleich  auch  jede  rationale 
Funktion  einer  oder  mehrerer  Wurzeln  einer  Gleichung  ersetzt 
werden  kann  durch  eine  ganze  Funktion  dieser  Wurzeln.  (Serret, 
Cours  d ’Algäbre  superieure  2me  lecon  pag.  19.  suiv.). 


§•  4. 

Man  sieht  leicht  aus  dem  Vorstehenden,  dass  jede  symme- 
trische ganze  Funktion  der  Wurzeln  einer  Gleichung  eine  ganze 
Funktion  der  Koeffizienten,  ohne  irgend  einen  numerischen  Divi- 
sor ist;  so  wie  dass  man  sie  durch  algebraische  Divisionen  er- 
hält, bei  denen  der  Koeffizient  des  ersten  Gliedes  in  den  Divi- 
soren immer  der  Einheit  gleich  ist.  Besonders  geht  die  erste 
Behauptung  klar  aus  der  zweiten  Methode  des  §.  I.  hervor. 


rm  + p1xm-1+/>!,a^,-a  + +/im=0  (9) 

die  gegebene  Gleichung  (F(ar)=0),  also  plf  p,, deren  Koef- 

fizienten mit  den  Zeigern  1,  2 ,..m.  Denken  wir  unsoun  irgend  ein 
Produkt  solcher  Koeffizienten,  so  heissen  wir  den  Zeiger  dessel- 
ben die  Summe  der  einzelnen  Zeiger,  indem  man  Sorge  trägt, 
den  Zeiger  eines  Buchstabens  so  viel  mal  zu  zählen,  als  dieser 
Buchstabe  vorkommt.  So  ist  z.B.  der  Zeiger  des  Produkts  PiVtVs 

=3.1  + 4.2f5  = 16. 

Besteht  eine  Funktion  aus  mehrern  solcher  Produkte,  so  heisst 
der  höchste  Zeiger  der  einzelnen  Glieder  der  Zeiger  der  Funktion. 
So  ist  also  von 


Pi*Pa  + P*4Ps*  +P«P*  + PiPtPa 

der  Zeiger  23. 

Man  halte  nun  eine  symmetrische  Funktion  einer  oder  meh- 
rerer Wurzeln  der  Gleichung  (9),  so  heisst  der  höchste  Grad  der- 
selben die  höchste  Summe  der  Exponenten  der  einzelnen  (Bieder. 
Ist  diese  Funktion  nun  durch  die  Koeffizienten  von  (9)  ausgedrückt, 
so  hat  sie  einen  gewissen  Zeiger  und  man  kann  nun  nachweiseo, 
dass  der  ZeigerVmer  symmetrischen  Funktion  ihrem  Grade  gleich  ist. 
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Io  Bezug  auf  die  symmetrischen  Funktionen  eines  Buchsta- 
bens genügt  es , den  Beweis  zu  liefern  für  die  Funktion  £Ax", 
wo  A eine  Zahl  ist.  Um  diese  Funktion  zu  erhalten,  muss  man 
diridiren  ($.  1.)  : 

Amxm-1+I‘  + A(m— I)plxm~z+”  -f 



Sei  der  Quotient 

qo**~l  + ViZm-*+  11*0*-*  + +0r*"-r-1 +••••» 


so  ist 


qr~  Pi t/r—i  — pr<jo  + ( m-r)Apr . 

Da  aber  q 0 = Am,  also  den  Zeiger  0 hat,  so  hat  allgemein  qT  den 
Zeiger  r.  So  demnach  hat  der  Koeffizient  von  -,  d.  i.  qn,  den 
Zeiger  n,  was  den  Satz  beweist. 


Wäre  A selbst  eine  ganze,  rationale  Funktion  der  Buchsta- 
ben » , so  hätte  q0  denselben  Zeiger  n‘  wie  A , also  qn  (A£x*) 
den  Zeiger  n'+n. 

In  Bezug  auf  die  Funktionen  zweier  Buchstaben  genügt  es, 
die  Funktion  £yxzn'  zu  betrachten. 


Heisst  man  die  zweite  Art,  in  §.  1.  aufgeführt,  die  durch 
Reduktion,  so  dass  wir  also  unter  Reduktion  der  Funktion F'föqifx) 
verstehen  die  Operation,  vermöge  der  alle  Potenzen  von  x die 
höher  als  die  («— l)te  sind,  durch  niederere  ausgedrückt  werden, 
vermittelst  der  Gleichung  F(x)  = 0,  so  erhält  man  £tjnzn' , (§.2.), 
wenn  man  zuerst  die  Reduktion  der  Funktion  a“xn'  F , (x)  vermit- 
telst der  Gleichung  f\(x)=0  vornimmt  Da  aber 


Fl(x)—xm~1+a  xm~%  -f-  n* 
+ Pi  +Pi“ 

+ Pt 


*m-3  + 


so  ist  klar,  dass  man  hierdurch  eine  Funktion  t p(a)  erhalten  wird, 
so  dass  in  jedem  ihrer  Glieder  der  Grad  von  « mit  dem  Zeiger 
des  Buchstabens  p die  Summe  n-fn'  beträgt,  so  dass  die  Reduk- 
tion, die  darauf  folgt,  nämlich  der  Grösse  zl>(x)  Ffx),  vermittelst 
F(a 0=0,  eine  Funktion  vom  Zeiger  n + n'  giebt. 

So  kann  man  leicht  fortfuhren. 


Wenn  man  eine  allgemeine  Gleichung  vom  mten  Grade  mit 
zwei  Unbekannten  x und  y hat,  so  geben  die  Zeiger  der  Koelli- 
zienten  von  x zugleich  den  Grad  derselben  in  y an.  Der  voran- 
gegangeoe  Lehrsatz  lehrt  somit  den  Grad  in  y einer  jedeu  sym- 
metrischen Funktion  der  Wurzeln  xt , ar2, ....  U m kennen. 
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Eben  so  dient  dieser  Satz  auch  zu  Abkürzungen  der  in  den 
ersten  Paragraphen  angegebenen  Rechnungen. 


§•  6. 


Sei  n der  Grad  der  symmetrischen  Funktion,  m der  von  F(x). 
Wenn  u <m,  so  kann  man  in  F(a :),  Ft(x),  F2(x)  u.  s.  f.,  eben 
so  in  F‘(.r) , F'jfx),  F‘t(x)  u.  s.  w.  alle  Koeffizienten  «eg lassen, 
deren  Zeiger  höher  als  n ist,  was  unmittelbar  aus  dem  vorigen 
Lehrsätze  folgt. 

Ganz  eben  so  wie  in  §.  t.  kann  man  leicht  folgende  Sitze 
beweisen : 


Die  Summe  der  Werthe,  welche  die  ganze  Funktion  a<p(t) 
erhält,  wenn  man  darin  a und  b durch  alle  Wurzeln  der  Gleichung 
F(.t)  = 0 ersetzt,  zu  je  zwei  auf  alle  möglichen  Arten  verbunden, 
ist  gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  zweiten  Gliede 

F‘(x)w(x) 

des  Restes  in  der  Division  — F(r)~  ’ ^essSle'c^*n  ist  £ab<p{c) 

gleich  dem  mit  verkehrtem  Zeichen  genommenen  dritten  Güede; 
£abctp(d)  gleich  dem  eben  so  genommenen  vierten  Gliede  u.  s.  w., 
was  aus  (3)  unmittelbar  hervorgeht. 


§ 7. 

Man  verlange  die  Bestimmung  von  JE(a6*). 

Nach  §.  6.  ist  hier  bloss  eine  Division  nothwendig.  Sei  F(x)=0 
die  Gleichung: 

Xm  + PiXm  1 + paxm-2  + + pm  = 0, 

so  wird  man  nur  auf  die  vier  ersten  Glieder  achten  müssen.  (§.6 
erster  Satz.).  Es  genügt  also,  den  Koeffizienten  von  ^ in  der 
Entwicklung  von 

P(z).z* 

F(x) 

_ fwix”1-1  + (m—l)plxm~2  -f  (m—2)p^xm~3  + (m — 3)p3x"‘-<]  x'- 
xm  \-piXm~ 1 + p%xm~*-\-  pixm~z 

, mx* -f (m — ljpix*  -f  (m—  2)p>x1+ (m— 3)psx 

**+/>i**+P**  + P» 

zu  bestimmen 
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wx*  + (m—  l)/>,  *»+  (in — ~2)pt 
+ Pi 


|:rH (m-~3)ptx\xa+  p^+p^x  4 p3 
+!»P*  "Kr~>h 

Demnach  ist  das  zweite  Glied  des  Restes  — d/>3  + also 

2Vi6«=3p, -/>,/>„. 


XUT 

lieber  die  Schwingungsdauer  «lcs  ein- 
fachen und  des  zusammengesetzten 
Pendels. 

Von  dem 

Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  eng  er 

an  der  polytechnischen  Sehlde  zu  Carl  »ruhe. 


Schwingtein  einfaches  Pendel  (Taf.  IX.  Fig.7.)von  der  Länge 
l = CA,  ist  CB  eine  Vertikale , CA  die  anfängliche  Lage , von  der  aus 
das  Pendel  ohne  Anfangsgeschwindigkeit  geht,  CM  die  Lage  am 
Ende  der  Zeit  t,  A tCB=<p,  ACB=a,  so  findet  man  t nach  der 
Formel : 


■=-VI/ 


0<J> 


2 gJ  V cosqp  — cosa 


(1) 


(man  sehe  z.  13.  Poisson.  Mechanik  §.  182.). 

Setzt  man  hier  cos<p  = l—  x,  coso  = l — ß,  also 


1 


dq> 

— V 2a:  — . 


so  ergiebt  sich: 
Thcil  XVI. 


32 
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« 


-,VLT 


dx 


9 ß ^ 


(2) 


Um  hieraus  die  Zeit  T zu  finden,  welche  der  Körper  braucht, 
um  nach  /?zu  kommen,  hat  man  bloss  <p  = 0 zu  setzen.  Demnach 

t'\Ti  r . a* 

,iV  f) 


■iVJ/' 

n 


0X 


0 V »((*— •*)(*  — 0 

Man  setze  in  dieser  Formel  x—ßy,  so  giebt  sie: 


-mr 


o \^(1- 


»)(i— \y) 


und  trifft  somit  zusammen  mit  der  im  Archiv.  Theil  XIU.  S.  5. 
§.  15.  I.  aufgestellten  Formel,  wenn  dort 


, ß _ I — cosa  » / t— cosa  . a 

n=  -2  = 2 ’ m— V — 2 — =s,n2 


(3) 


ist.  Da 


so  folgt  aus  jener  Formel,  dass 

(»"’Vf)*“'-  “0V?)=+,= 


also 


7^ ^ = Af,  -, 


(4) 


wenn  jtf  der  zu  m=sin^  gehörige  Modularquadrant  ist  (Archiv. 
Theil  XI.  S.  400.  §.3.  (5)).  Für  o = 0 oder  m=0  ist 
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• 

was  die  bekannte  Formel  liir  die  Schwingungen  des  einfachen 
Pendels  ist. 

Gin  zusammengesetztes  Pendel  schwingt  bekanntlich 
genau  wie  ein  einfaches  von  der  Länge  , wenn  K das  Träg- 
heitsmoment des  Körpers , S dessen  Masse  und  R die  Entfernung 
des  Schwerpunkts  von  der  Aufhängaxe  ist  Die  Schwingungs- 
dauer T ist  also 


4>  •<5) 

Hier  ist  a der  anfängliche  Winkel , den  die  Linie  ßmit  der  Ver- 
tikalen machte.  Es  dürfte  vielleicht  nicht  ohne  Interesse  sein, 
diesen  letztem  Satz  auf  elementare  Weise  abzuleiten. 

Es  stelle  PQ  (Taf.  IX.  Fig.8.)cin  zusammengesetztes  Pendel  vor, 
das  sich  um  eine  horizontale  Axe  AB  dreht.  G sei  sein  Schwerpunkt, 
P sein  Gewicht.  Die  Senkrechte  GC  auf  AB  heisse  R.  Man 
wird  sich  nun  das  Gesainiutgewicht  des  Körpers  in  G vereinigt 
denken  können,  so  dass  in  G die  vertikale  Kraft  P angreift. 
Diese  zerlege  man  in  zwei,  eine  nach  GC,  die  andere  senkrecht 
auf  GC  gerichtet.  Die  erstere  trägt  zur  Umdrehung  des  Pendels 
Nichts  bei;  die  letztere  ist  Psitup , wenn  der  Winkel  ist,  den 
R mit  der  Vertikalen  macht.  Die  Umdrehung  um  die  Axe  AB 
geschieht  folglich  durch  ein  wirksames  Kräftepaar,  dessen  Moment 

PRa'incp  (6) 

ist. 

Sei  nun  a irgend  ein  Element  (Atom,  Punkt)  des  Körpers, 
dessen  Gewicht  p ist;  sei  ferner,  in  der  wirklich  stattfindendeo 
Lage,  y die  Winkelgeschwindigkeit  des  Pendels  um  AB',  i^'ihre 
Beschleunigung,  so  sind  ry,  rtg  die  Geschwindigkeit  und  ihre  Be- 
schleunigung für  den  Punkt  n , wenn  dessen  (senkrechte)  Entfer- 
nung von  der  Axe  AB  gleich  r ist.  Hat  aber  p die  Beschleuni- 
gung rtf»,  so  wirkt  auf  dieses  Element,  in  der  Kichtung  der  Be- 
wegung, also  senkrecht  auf  r,  die  Kraft  d.  h.  ein  dre- 

hendes Paar,  dessen  Moment 

pnp  

9 'r~~9~ 


*)  Diese  Formel  ist  immer  leicht  abzuleiten.  Denn  wirkt  auf  das 
Gewicht  P die  beständige  Kraft  0,  «o  ist  die  Beschleunigung  x~  ~t 
nach  der  Formel  P:g  — Q‘.x.  Hier  ist  P—p,  X — np,  also 


»>=«?,  o = C£ 

TP  9 


r 
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ist.  Da  alle  Punkte,  ülier  oder  unter  der  Axe,  in  gleicher  Rich- 
tung drehen,  so  kann  man  alle  diese  Paare,  die  in  paralleleo. 
aul  AB  senkrechten  Ebenen  wirken,  in  ein  einziges  zusammen- 
setzen, dessen  Moment 

•Pr)-?««- 

wenn  S(pr *)  bedeutet , dass  die  Grössen  pr2,  auf  alle  Punkte  des 
Körpers  bezogen,  addirt  werden  sollen,  und  welches  Paar  io 
einer  auf  AB  senkrechten  Ebene  wirkt:  Dieses  letzte  Paar  muss 
vorhanden  sein,  wenn  die  Beschleunigung  statt  haben  soll. 
Wirklich  vorhanden  ist  das  Paar  (6) , das  in  einer  auf  AB  senk- 
rechten Ebene  wirkt.  Daraus  folgt,  dass  9 so  beschaffen  sein 
muss,  dass 


~ S(j>r2)  = PRsintp , 

PR  s\nq> 
*=9  S(pr*)  " 


(8) 


Denken  wir  uns  nun , der  Körper  PQ  stelle  ein  einfaches  Pendel 
von  der  Länge  l und  dem  Gewichte  Q dar,  so  ist  offenbar  in  (8): 

R—l,  P=Q,  S(pr2)—QR2 


zu  setzen,  und  die  entsprechende  Beschleunigung  ip'  findet  sich: 


QRsuicp sincp 

QR2  ~ff  I ' 


O) 


Sollen  nun  das  einfache  und  das  zusammengesetzte  Pendel  in 
dieser  (9  entsprechenden)  Lage  gleiche  Bewegung  haben,  so 
muss  9=1 1>',  d.  h. 


PRsincp  ifs'mrp  , S(pr*) 

9 S(pr2)~  l~  ‘ PR 


(10) 


sein.  Da  hier  9 nicht  mehr  vorkommt,  so  gilt  es  unabhängig  von 
9,  d.  h.  das  einfache  Pendel  von  der  Länge  hat  genau  die- 

selbe Bewegung,  wie  das  zusammengesetzte.  Bekanntlich  beisst 
— die  Masse  des  Körpers;  ist  sie  =5,  so  ist  P=Sg,  und  wenn 
'ii  das  Trägheitsmoment,  so  ist  S(pr2)=gK,  also 


K 

SR ' 


Heisst  K das  Trägheitsmoment  des  Pendels  in  Bezug  auf  eine 
durch  den  Schwerpunkt  gehende,  mit  AB  parallele  Axe,  so  ist. 
wie  leicht  abzuleiten: 
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also 


K=K'  + R*S, 


+ Ä. 


Nach  dem  Vorgang  von  Coriolis  (Berechnung  des  Ef- 
fekts der  Maschinen)  wäre  es  zweckmässiger,  die  Summe 
S(prz)  geradezu  als  Trägheitsmoment  K zu  bezeichnen,  so  dass 
dann 


und 


/= 


K ' 
PR’ 


(U) 


K—K'  f IPP, 


(12) 


Weitere  Entwickelungen  hiervon  zu  geben,  liegt  jetzt  nicht  in 
meiner.  Absicht;  ohnehin  ist  es  nicht  schwer,  die  Theorie  des 
Reversionspendels  aus  der  letzten  Gleichung  abzuleiten,  was 
ganz  elementar  geschehen  kann,  wie  ich  diess  auch  immer  beim 
Unterricht  thue.  Die  Formel  (5)  ist  somit,  unter  der  letzten 
Annahme: 


Ajf  R*P 
PRg 


K'  B 
plt9  + 9 ’ 


(5) 


worin  also  T die  Zeit  bedeutet,  die  verfliesst,  während  die  Linie 
Gt\R)  von  ihrer  äussersten  Lage,  wo  sie  den  Winkel  o mit  der 
Vertikalen  machte,  zur  vertikalen  Lage  geht  Was  den  Werth 
von  M betrifft,  so  ist  für: 


a=0,  M=%, 

o=2«,  M =1,57091. 
o=4«,  »= 1,57127. 
o=6«,  »=  1,57187. 
o=8°,  M=  1,57271. 
o=10«,  M=  1,57379. 
o = 12«,  M=  1,57511. 
o=U«  »= 1,57067 . 
o=16«  »= 1,57848. 
o=18«,  M- 1,58054. 
o=20°,  »=  1,58284 


o=22«,  M=  1,585,19. 

o=24«  »=1,58819. 

o = 26«,  »=  1,59123 . 
o=28«,  »=  1,59456 . 
o=30°  »=1,59814. 

o=3-2«,  »= 1,60197. 
o=34«,  »=1, 60608. 
a=36«,  »=1  ,61045. 
o=38«,  » = 1,61509. 
o=40”,  .»=1,62002. 
u.  s.  w. 
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XLV 

ITebungsaufgabeii  für  Schüler. 

Aufgaben  von  dem  Herrn  Professor  Dr.  J.  Di  enger  an  der  poljtechni 
sehen  Schule  zu  Carlsruhe. 

1. 

Sei  O (Taf.  IX.  Fig.  9.)  die  Spitze  einer  Parabel,  OC  deren 
Axe  und  ihre  Gleichung: 

3 ?-px- 

Man  mache  OC=0ü=j  , ziehe  an  irgend  einen  Punkt  C der  Pa- 
rabel die  Linien  DE,  CE,  so  ist 

DE*  +j  — CE(p+CE). 

Wäre  allgemeiner  OC=OD=e,  so  hätte  mau:. 

2. 

Sei  in  Taf.  IX.  Fig.  10..  OA—OB=e,  man  mache  OD=u 
(worin  i willkührlich,  ganz  oder  gebrochen),  ziehe  um  D mit  dem 
(beliebigen)  Halbmesser  r einen  Kreis;  an  einen  Punkt  /'in  des- 
sen Umfang  ziehe  man  die  Linien  AF  und  BF,  so  ist: 

oder  wenn  man  lieber  will: 

(I  + t)AF*  + (1— t)  BF*=1[r*  + e*(l -**)]. 
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Für  *=0  ist  D in  O,  und  dann 

AF*  + BF*  = 2(r*+e*), 

welcher  Satz  besonders  leicht  ausgesprochen  werden  kann. 
Für  t = l ist  ü in  A,  und  dann: 

AF*=r*, 

wie  natürlich. 


XXVI. 

Miscellen- 


Bezeichnen  a,  b,  c die  drei  Seiten  eines  sphärischen  Drei- 
ecks und  e dessen  sphärischen  Excess,  so  ist  immer 

1 + cos2<»  + cos‘26  + cos2 c + 32cos^ <ia  cos  * 6*  cos  | casin  \ e* 

= cos  («  + 6 -f- c)  -f  cos (a  + 6 — c)  +cos(«  -c — b)  -f  cos(6  -f  c~a). 

Diesen  Satz  hat  Herr  Armand  Hue,  l’rofesseur  d’Hy* 
drographie  ä Bayonne,  in  den  iNouvelles  Annales  de 
Mathämatiques.  Tome  X.  1851.  p.  25.  auf  iolgende  Art 
bewiesen. 

Bekanntlich  ist,  wenn  A,  B,  C wie  gewöhnlich  die  Winkel 
des  sphärischen  Dreiecks  bezeichnen, 

e=A-{-B+C — 180°, 

also 

sin^e  = — cos  ^ (.4+2?+ C)  . 

Entwickelt  man 

cos^  (A  + B | C) 

mittelst  der  bekannten  Formeln 

. cos  g C , 

sin^^l+ÄJrs j cos  ^(a— 6), 

cos  ^ c • 
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, C0S^(4+B) 


sin  2 C j 
r COS  ö(«  + b ); 

cos  2 c 


so  kommt 


j sin  | Ccas  | C 


sin  2®  = 


cos  2 ® 


jcos  | ( a — b)—  cos  ;>  (o  -f  A)|  . 


also 


folglich 


I 1 .1.1..« 

sin  2® cos  2 c=sm  ^ a sin  ^ osint,  , 


sin  5®*  cosic*=8in*a28in  ifi’sinC*. 


Drückt  man  nun  sinC*  in  den  Seiten  des  Dreiecks  aus,  so  erhalt 
man 

(cos  c — cosn  cosft)* 

sinC*=l  cos  C*  1 sina*sinA® 

(l__cosa*)(l — co«A*)— cosc1— coso*cos6M-2cosacos6cosc 
= — ~~  sina*sinöa 

1 -(-2cosacosAcosc — cosa2 — cosi2— cosc2 
sinaVint* 

4cosa  cosAcosc — cos2g — cos26 — cos2c— 1 
32  sin  ^ a2sin  2 6®cos  | a2cos  2 A® 

Führt  man  diesen  Ausdruck  von  sinC*  iu  die  Gleichung 


sin  2 e*  cos  ^ c#= sin  | a*sin  ^AViuC* 
ein,  so  erhält  man  nach  gehöriger  Reduction: 

1 + cos2a  + cos2  A + cos2c  + 32cos  * aacos  ^ A®cos  ? c*  sin  ^ «* 

= 4cosacosAcosc  =2cos(a  -j- A)cosc  f 2cos(a — A)cosc 
= cos(o+6-J-c)  + cos(o-f  6— «)  + cos(n-fc — A)  + cos(6+c— a), 

welches  der  zu  beweisende  Satz  war. 
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literarischer  Berichte 


Geschichte  der  Mathematik. 

Die  Vorstellungen  der  alten  Griechen  und  Römer 
über  die  Erde  als  Himmelskörper.  Von  l)r.  Ludw. 
Oettinger,  Grossh.  Bad.  Hofrathe  und  Prof,  der  Mathe- 
matik zu  Freiburg  i.  B.  Freiburg.  1850.  4. 

Diese  116  Seiten  starke  Abhandlung  enthält  eine  sehr  inter- 
essante Zusammenstellung  der  Vorstellungen  der  Alten  über  die 
Erde  als  Himmelskörper,'  die  wir  den  Lesern  des  Archivs  zur 
Beachtung  recht  sehr  empfehlen.  Die  Geschichte  von  der  Gestalt 
der  Erde  ist  bis  in  die  neueste  Zeit  fortgeliihrt.  Dem  Alterthum 
gebührt  das  Verdienst,  die  Lehre  von  der  Kugelgestalt  festge- 
stellt zu  haben.  Als  eine  Eigenthümlichkeit  ist  zu  bemerken,  dass 
von  den  späteren  Schriftstellern  (Cleoincdes  und  Ptole- 
mäus  an  den  Orten,  wo  sie  die  Kugelgestalt  behandeln)  nicht 
mehr  die  runde  Gestalt  des  Erdschattens  bei  Mondfinsternissen, 
welche  Aristoteles  aulTiihrte,  erwähnt  wird.  — Ort  und  Bewo- 
gnug  der  Erde  sind  im  Alterthum  zwei  zusammengehörige  Be- 
griffe. Nur  wenige,  weiter  sehende  Männer  wussten  sie  zu  son- 
dern. Aus  den  gegebenen  Mittheiluogen  geht  aber  ganz  unzwei- 
deutig hervor,  dass  im  Alterthum  die  Grundzüge  des  copernica- 
nischen  Systems  ausgesprochen  waren.  — Auch  die  schiefe 
Stellung  der  Erdaxe  gegen  die  Sphäre  hatte  man  im  Alterthum 
erkannt,  aber  nicht  gegen  die  Erdbahn,  also  nicht  in  der  Weise 
wie  sie  gegenwärtig  erkannt  ist  — Die  Gradmessungen  des  Altert  Imms 
sind  zwar  nur  als  Versuche  für  die  Grösscnbestiinmung  der  Erde 
zn  betrachten,  haben  aber  eine  geschichtliche  Bedeutung,  denn 
die  im  Alterthum  atifgefundenen  Methoden  bilden  noch  jetzt  die 
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Grundlagen  für  die  Grössenbestimmung  der  Erde  durch  Grad- 
messungon. — Durch  die  in  dieser  Abhandlung  gegebenen  Nach- 
Weisungen  dürfte  nun  die  Behauptung  gerechtfertigt  sein,  dass 
diejenigen  Unrecht  thun,  welche  die  Verdienste  der  Alten  »n  Be- 
gründung der  Astronomie  als  Wissenschaft  zu  eutwerthen  sick 
bemühen.  — Ptolomäus  schloss  die  Heihe  der  bedeutenderen 
Astronomen  des  Alterthums.  Er  scheint  mehr  mit  beobachten- 
dem, als  mit  schöpferischem  Talente  begabt  gewesen  zu  sein,  nnd 
es  soll  sofort  seinem  Verdienste  nicht  zu  nahe  getreten  werdeo. 
Der  Gedanke  aber  liegt  sehr  nahe,  dass  er  Copernicus  Stelle 
hätte  einuehmen  können,  wenn  er  mit  schöpferischem  Geiste  alle 
die  Alittel  erfasst  hatte,  welche  ihm,  wie  wir  aus  seinen  Werken 
sehen,  seine  Vorgänger  als  Vcrmächtniss  hinterliessen,  und  wenn 
er  sich  von  den  Siuneneindrücken  hätte  Insreissen  können , Ton 
denen  sich  dieselben  schon  losgerissen  hatten.  Denn  gerade  er 
war  es,  welcher  (Alm.  Lib.  I.)  die  Wahrheit  der  Sinneneindrück« 
den  richtigem  Ansichten  anderer  gegenüber  zu  begründen  suchte.— 
e. 

Dies  sind  etwa  die  von  dem  Herrn  Vf.  selbst  in  der  Vorrede 
namhaft  gemachten  Hauptpunkte,  welche  in  dieser  interessanten 
und  lehrreichen  Schrift  weiter  ausgetuhrt  werden. 


Geometrie. 


Geometrische  Analysis.  Eine  systematische  An- 
leitung zur  Auflösung  von  Aufgaben  aus  der  ebenen 
Geometrie  auf  rein  geometrischem  Wege,  für  die 
hohem  Klassen  der  Gymnasien  und  Realschulen  von 
Dr.  Christian  Heinrich  Nagel,  Rector  der  Realanstalt 
zu  Ulm.  Ulm.  1850.  8.  t 

Wir  begrüssen  diese  Anleitung  zur  geometrischen  Analysis 
mit  grosser  Freude,  in  welcher  der  Herr  Vf.  den  Anfängern  auf 
dem  von  den  griechischen  Geometern  uns  vorgezeichneten 
trelllichen  Wege,  — der  denn  doch  nun  einmal  der  einzig 
richtige  und  wahre  Weg  bei  dem  geometrisphen  Unterrichte  bleibt. 
— eine  sehr  gute  methodische  Anleitung  zur  Auflösung  geometri- 
scher Aufgaben  giebt.  Alle  pädagogischen  Kunststücke,  die  man 

{'etzt  hin  und  wieder  namentlich  bei  dein  geometrischen  Eiementar- 
Jnterrichte  machen  sieht,  taugen,  — insofern  sie  nicht  bloss  eise 
ganz  oberflächliche  geometrische  Bildung  bezwecken,  die  aller- 
dings auch  für  manche  Individuen  ihren  Nutzen  haben  kann,  — 
nach  unserer  innigsten  Ueberzcugung  gar  nichts,  und  man  wird 
durch  dieselben  nie  einen  Knaben  zum  Geometer  machen,  ja  sie 
werdeo  auch  nicht  einmal  zu  irgend  einem  praktischen  Beruf,  der 
hauptsächlich  in  einer  mathematischen  Grundlage  wurzelt,  tüchtig 
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heran  bilden.  Nur  wenn  man  bei  dem  geometrischen  Unterrichte 
zur  strengen  Methode  der  Alten  zurückkehrt,  wobei  sich  jedoch, 
was  schon  öfter  von  uns  bemerkt  worden  ist,  immer  noch  ein 
gewisser  Mittelweg  inne  halten  lässt*),  wird  man  wahrhaft  glück- 
liche Erfolge  erreichen.  Am  allermeisten  gilt  dies  aber  von  der 
Auflösung  geometrischer  Aufgaben,  wo  jede  nicht  nach  der  stren- 
gen Methode  der  Alten  versuchte  Auflösung  zu  blossem  Herum- 
tappen und  Herumsuchen  führt,  ohne  alle  eigentliche  Methode; 
und  wird  dann  zufällig  eine  Auflösung  gefunden,  so  ist  dies  mei- 
stens nur  die  Frucht  eines  glücklichen  Zufalls,  der  für  das  geo- 
metrische Talent  dessen,  der  diesen  glücklichen  Fund  zufällig 
(hat,  eigentlich  gar  nichts  beweiset.  Wir  freuen  uns  daher  noch- 
mals sehr  über  das  Erscheinen  der  vorliegenden  Aideitung,  die 
einem  wahren  Bedürfnisse  abhilft,  und  heissen  dieselbe 
im  Interesse  des  wahrhaft  Frucht  tragenden  geometrischen 
Elementarunterrichts  herzlich  willkommen.  Mit  dem  vollsten  Rechte 
hat  der  Herr  Vf.  sich  ganz  an  die  strenge  Methode  der  Alfen 
gehalten,  und  überall  Analysis.  Synthesis,  Determination  und 
Beweis  von  einander  streng  unterschieden,  und  darüber  überall 
sehr  fassliche  Erläuterungen  gegeben ; sein  Buch  ist  keinesw  egs 
ein  gelehrtes,  aber  dagegen  ein  recht  praktisches  Buch  zu  nen- 
nen, was  vorgerückteren  Schülern  und  Lehrern,  die  in  diesen 
Dingen  noch  zu  lernen  haben  und  lernen  wollen , ein  treffliches 
llülfsmittel  darbieten  kann  und  wird,  und  die  Anzahl  der  zur  Er- 
läuterung gebrauchten  Beispiele,  bei  denen  der  Herr  Verf.  mit 
Hecht  w eit  weniger  auf  Neues  als  auf  Zweckmässiges  ausgegan- 
gen  ist,  ist  für  den  Zweck,  welchen  der  Herr  Vf.  zu  erreichen 
beabsichtigte,  gross  genug.  Schon  ein  blosser  Blick  in  dieses  Buch 
thut  einem  in  der  strengen  Schule  der  Alten  erzogenen  Lehrer  der 
Geometrie  wahrhaft  wohl , gegenüber  dem  meistens  sehr  seichten 
und  nichts  sagenden  Geschwätz,  was  man  jetzt  namentlich  in  pädago- 
gischen Zeitschriften  häulig  über  den  mathematischen  Unterricht  an- 
trifft. Wir  haben  in  diesem  Buche  in  dem  Herrn  Vf.  freudigst  den 
„Würtemberger“  erkannt:  denn  wer  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik und  des  mathematischen  Unterrichts  kennt,  weiss  sehr 
wohl  und  erinnert  sich  mit  dein  wärmstenÜanke.dassWürtemberg  lange 
Zeit  die  eigentliche  Pflanzstätte  der  strengen  Geometrie  in  Deutschland 
war.  Was  er  über  P fle  i d erer  aufS.  V.  der  Vorrede  sagt,  unterschrei- 
ben wir  vollkommen ; er  hätte  aber  neben  demselben  auch  noch  viele 
andere  seiner  Landsleute  mit  eben  demselben  Rechte  nennen  kön- 
nen, und  wir  werden  ihn  nicht  erst  an  Johann  Friedrich  und 
Wilhelm  Pfaff,  an  Hauber  (den  Commentator  des  Euklides 
und  Herausgeber  archimedischer  Schrillen),  an  Schwab  (den 
Herausgeber  der  Data  des  Euklides  nach  Robert  Simson), 
an  Camerer  (den  trefflichen  Herausgeber  der  Schriften  des  Apol- 
lonius),  an  Boh  nenberger  (dessen  Astronomie  ein  wahres  Mu- 
ster geometrischer  Strenge  im  Geiste  der  Alten  ist)  und  noch 


•)  M.  «.  z.  B.  im  Literar.  Her  Kr.  UV.  S.  761.  die  Anzeige  von 
Schlömilch’s  ausgezeichneter  Geometrie  cic«  Maasaes . die,  wenn  auch 
nicht  nach  der  Mijthorie  de»  Euklide»,  aber  doch  in  demselben  stren- 
gen Geiste,  weicher  hauptsächlich  die  Geometrie  der  Alten  charakta- 
risirt,  abgefasst  ist. 
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*i de  andere  Wirtenberfer  za  wbiwb  brauch»»®;  j»  «ach  i« 
treffliche  L’Huilier,  der  *«  vieles  Az<;nd(b*tlt  ie«h  ui  4m 
Gebiet«  der  reinen  Geometrie  geleistet  bat,  owd  särhtie-r  bi 
Pflei  derer  in  Tübingen  aafhieil  (er  sagt  io  der  Aorred*  a 
•einer  Pr  i nci pioru m ealcnli  dif feren t i al i 4 et  iategrali« 
expositio  elernentaris.  Tubingae.  1 795.  p.  II-:  .Abmh 
meo* , Uri  Pfleiderer,  Pbys.  et  Math.  Prof,  in  Uni»  er  «täte  T «hie- 
genni,  refnzium  roiitt  secum  »btniit : »bi  stadiU  ad  terasdne  <W*- 
ri»  intentus,  guae  ad  novara  Dissertation»«  meae  edirtnnem.  Jadea 
necessariam  »Uam,  sparsim  praepsrac eram , in  ordinew»  red*p»  «t 
caro  amicn  c»mmanieari , ipdu«»|ue  ob-erv. -joces  e«c~oiai;  fee 
factum  esse  >pero . ot,  qnod  pubüeo  hm  srriptMe  ade 

•st  neeejmattentioneindignum-;  kann  mit  hierher  gereeiroet  werdm. 
Aber  ««lebe  Namen  kennen  freilich  unsere  Pädagogen  jetzt  «eh 
mehr:  vrie  könnte  da»  aber  auch  ander»  »ein,  da  sie  den  Eskii- 
d e * nicht  mehr  lesen , dessen  eifrige«  Stadium  ihnen  jedoch  ge 
wis#  »ehr  anzurathen  wäre! 

Einzelnes  an«  dem  Uucbe  des  Ham  Rector  Nagel  aazsftb- 
ren , verbietet  rin-,  leider  der  Raum:  »im  aber  zu  zeigen,  wie  «eh, 
bei  aller  praktischen  Brauchbarkeit  desselben,  ohne  alle«  ge- 
lehrten Hitterstaat , der  hier  sehr  leicht  • anzubringen  gewese« 
wäre,  und  leichten  Verständlichkeit  seines  Inhalts,  darin  der  Gei** 
der  Alten  webt,  können  wir  uns  nicht  versagen,  za»  Schloss  in 
der  Kürze  noch  seinen  Inhalt  anzugeben: 

Erstes  Huch.  Ucber  die  Natur  und  über  die  Theile 
einer  Aufgabe.  Die  Natur  der  Aufgabe.  Von  den  Hzupl 
hestandtheilcn  einer  Aufgabe.  Von  der  Aufgabe  im  engem  Sintw 
Von  der  Construction  Von  dem  Beweise.  Von  der  l»eteruün*- 
tioti.  — Zureitet  Huch,  lieber  die  geometrische  Ana- 
lysis. Wesen  der  geometrischen  Analysis.  Auflösung  einig» 
geometrischen  Aufgaben  durch  Anwendung  der  geometrisch« 
Analvsis.  Der  Zusammenhang  der  geometrischen  Analysis  mit 
der  Construction  und  dem  Beweise.  — Drittes  Buch.  l)ir 
verschiedenen  Honptwege,  um  zur  Auflösung  geome- 
trischer Aufgaben  zu  gelangen.  Allgemeine  Bemerkungen 
über  diese  W'ege.  Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Analogie. 
Die  Auflösung  der  Aufgaben  durch  Heduction.  Die  Auflösung  de; 
Aufgaben  durch  Lehrsätze.  Die  Auflösung  der  Aufgaben  durci 
Data  (möchte  man  doch  die  ..Dedomena“  oder  „Data“  dev 
Euklide»,  dieses  köstliche  lieber bleibsel  aus  dem  griechische» 
Alterthume,  wieder  ei.rigst  studiren!)  Die  Auflösung  der  Aufga- 
ben durch  geometrische  Öerter  — Viertes  Buch.  Lehre»« 
den  geometrischen  üertern.  Anhang.  Sammlung  von  Aufgaben 


Astronomie» 


Stnria  celeate  del  II.  Osservatoria  di  Palermo  dal 
I T f 1 "2  si  l 1813.  Parte  seconda  1803 — 1813.  Tomono»" 
* 1811  — 1813.  Vienna.  1840.  4.  Auch  unter  dein  Titel.' 

Annalen  der  k.  k.  Sternwarte  in  Wien.  Nach  dem  Be- 
fehle Seiner  k.  k.  Majestät  a u f ö ffen  t liehe  Kosten  b»r- 


Digitized  by  Google 


817 


« 


# 

ausgegeben  von  C.  L.  von  Littrow,  Director  der  Stern- 
warte und  o.  5.  Professor  der  Astronomie  an  der  k.  k. 
Universität  zu  Wien  u.  s.  w.  und  F.  Schaub,  Adjunct 
der  Sternwarte^  32.  Theil.  Neuer  Folge  12r  Band.  Ent- 
haltend Piazzi’s  Beobachtungen  in  den  Jahren  1611 
bis  1813.  Wien.  1849.4.  (M.  versl.  Literar.  Ber.  Nr.LVUL 
S.  790.). 

Mit  diesem  Bande  ist  die  höchst  verdienstliche  Herausgabe 
der  Piazzi'schen  Beobachtungen  nun  vollendet,  wozu  wir  den 
Herren  Herausgebern  von  Herzen  Glück  wünschen.  Die  eifrige 
Benutzung  dieses  ausgezeichneten  und  schwierigen  Werkes  wird 
der  Astronomie  gewiss  noch  weit  mehr  schöne  Früchte  tragen, 
alt*  dies  bereits  geschehen  ist,  wie  z.  B.  in  der  Abhandlung  von 
C.  A.  F.  Peters:  Ueber  die  eigene  Bewegung  des  Sirius,  in 
der  neuesten  Nummer  der  astronomischen  Nachrichten.  (Nr.  743.) 

Sitzungsberichte  der  Kaiserlichen  Akademie  der 
Wissenschaften  zu  Wien.  (S.  Liter.  Ber.  N r.  LVI.  S.  773.) 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  (Alärz.).  S.  233.  Pohl: 
Auszug  aus  seiner  Abhandlung  „lieber  die  Siedepunkte  mehrerer 
alkoholhaltiger  Flüssigkeiten  und  die  darauf  gegründeten  Verfah- 
ren den  Alkoholgehalt  derselben  zu  chemisch-technischen  Zwe- 
cken zu  bestimmen“.  — Ausserdem  befinden  sich  in  diesem  Hefte 
eine  grössere  Anzahl  höchst  interessanter  Verhandlungen  über 
eine  Reise  um  die  Erde,  welche  von  der  k.  k.  Marine  unternom- 
men werden  soll,  und  die  Beiheiligung  der  k.  k.  Akademie  der 
Wissenschaften  bei  dieser  Reise.  Der  k.  k.  Vicendmiral  v.  Dahl- 
rup  hat  diese  Reise  zur  Leitung  der  Mannschaft  der  k.  k.  Ma- 
rine und  zur  Forderung  commercieller  Zwecke  bei  dem  k.  k. 
Kriegsmiriisterium  beantragt,  und  der  Antrag  hat  im  Ministerrathe 
allen  den  Anklang  gefunden , den  er  verdient.  Die  Reise  soll  mit 
einem  k.  k.  Kriegsschiffe  in  das  atlantische  und  das  stille  Meer  unter- 
nommen werden,  und  das  Schiff  soll,  statt  vom  stillen  Meere  auf  dem 
Wege  über  das  Cap  Horn  wieder  zurückzukehren,  seine  Fahrt 
nach  Westen  fnrtsetzen  und  China , Siam , Singapure , Ceylon, 
Bombay,  das  Cap  und  die  Westküste  Afrikas  berühren.  Der 
Minister  für  Handel,  Gewerbe  und  öffentliche  Bauten, Herr  v. Bruck, 
fordert  die  Akademie  auf,  diese  Reise  um  die  Erde  zur  Förderung 
ihrer  Zwecke  zu  benutzen , und  dass  die  Akademie  diese  Auffor- 
derung eifrigst  ergreifen  würde,  liess  sich  bei  dem  allgemein  be- 
kannten grossen  Eifer  und  Erfolg,  womit  die  k.  k.  Akademie  sich 
der  Förderung  der  Wissenschaften  nach  allen  Richtungen  hin  w id- 
met, nicht  anders  erwarten,  und  wird  durch  die  in  diesem  Hefte 
mitgetheilten  interessanten  Verhandlungen , welche  in  der  Akade- 
mie über  dieseu  Gegenstand  Statt  gefunden  haben,  genugsam 
bestätigt. 

Jahrgang  1850.  Erste  Abth.  April.  Mathematische  und 
physikalische  Ahhandluneeri,  im  eigentlichen  Sinne,  enthalt  die- 
ses Heft  zwar  nicht;  dagegen  aber  viele  interessante  Aufsätze  aus 
anderen  Gebieten  der  Naturwissenschaften,  z.  B.  der  Geologie 
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und  Krystallographie.  Wir  erwähnen  davon  nor  die  folgenden: 
S.  -WJ  v.  Morlot:  Ueber  die  Niveaus  des  älteren  DiiaTiams  and 
der  Miocen-Formation.  — S.  -JSü.  Wedi  and  Möller:  Beitritt 
zur  Anatomie  des  zwei  buckligen  Kameles  ( Camehis  bactriaous). 
— S.  4*25.  Bo  ne:  Leber  die  Paläo-,  Hvdro-  and  OrographVe  der 
Erdoberfläche  oder  den  wahrscheinlichen  Platz  des  W assers  nod 
des  Landes,  »o  wie  über  die  wahrscheinliche  Tiefe  der  Meere 
und  die  absolute  Höbe  der  Länder  und  ihrer  Gebirge  während 
der  verschiedenen  geologischen  Perioden. 


Jahrgang  1850.  Erste  Ahth.  (Mai.)  S.  504.  Anleitung 
zur  Ausführung  von  Beobachtungen  über  die  an  eine  jährliche 
Periode  gebundenen  Erscheinungen  im  Pflanzenreiche.  Nach  den 
Ideen  von  tjuetelet.  Spring,  tbeilweise  nach  den  Ansichten 
und  Erfahrungen  von  Fritsch.  (Diese  ausführliche  Abbandlang 
empfehlen  wir  allen  denen»  die  sich  mit  solchen  Beobachtungen 
wie  die  in  Bede  stehenden  beschäftigen  wollen.).  — S.  542.  Io 
mehrfacher  Beziehung  interessant  ist  auch  eine  Abhandlung  von 
Simon y in  diesem  Hefte:  Leber  die  Seen  des  Salzkammergntes. 

Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Jiinij.  S.  1IL  W'ilbelm 
Wertheini:  Hauptresultate  seiner  neuesten  Lntersuchungen  über 
die  allgemeinen  Gesetze  des  Gleichgewichts  und  der  Bewegung 
der  flüssigen  Körper.  — S.  31.  v.  Ettingshausen:  Zur  Nach- 
weisung  der  Existenz  der  Wurzeln  algebraischer  Gleichungen. 
Betrifft  eine  neue  Einkleidung  des  dritten  Gauss’schen  Beweises 
des  bekannten  algebraischen  Hauptsatzes,  den  wir  der  Beachtung 
unserer  Leser  empfehlen.  — S.  34,  Derselbe:  Beitrag  zur  Inte- 
gration irrationaler  Differential-Formeln.  Betrifft  eine  der  Berück- 
sichtigung sehr  wertlie  Vereinfachung  der  in  den  Lehrbüchern 
gewöhnlichen  Behandlung  der  Integrale  von  der  Form 


r 

z"(a- f bx*)l cx . 


— S.  32.  Kreil:  Vortrag  über  das  Indoctions - Inclinatorium  an 

der  Prager  Sternwarte  und  ein  selhstregistrirendes  Metalltbermo- 
meter.  — S iü.  Pierre:  Ueber  eine  Methode  die  Spannkraft  der 
Dämpfe  in  der  Luft  direct  zu  messen.  — S.  82.  v.  Ettingshau- 
sen: Bericht  über  Spitzer's  Abhandlungen  über  die  höheren 

Zahlenglcichungcn. 


Jahrgang  1850.  Zweite  Abth.  (Juli.)  S.  119.  A.  v.  Et- 
tingshausen: Ueber  einige  Eigenschaften  der  Flächen,  welche 
zur  Construction  der  imaginären  Wurzeln  der  Gleichungen  dienen. 
— S.  150.  Koller:  Bericht  über  Böhm  s Abhandlung:  „Beobach- 
tungen von  Sounonflecken  und  Bestimmung  der  Rotations-Elemente 
der  Sonne.  Wir  führen  die  Hauptresultate  dieser  Abhandlung 
kurz  an: 


Neigung  des  Snnneniiquutors  gegen  die  Ekliptik  . . . 6°  56.'  6 
Länge  des  aufsteigenden  Knotens  des  Sonnenäquators  76°  4fi!  9 
Tropische  Uimlrehungszeit  der  Sonne 25,821  Tage. 
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Die  von  La  lande  und  Delambre  gemachten  Bestimmungen 
geben  im  Mittel  respectives 

78°  60;  25,021  Tage. 

Kein  einziger  der  beobachteten  Sonnenflecken  berechtigte  zur 
Annahme  einer  eigenen  Bewegung  der  Sonnenflecken.  Ausserdem 
lieferten  die  Beobachtungen  unzweifelhaft  die  Bestätigung: 

n)  dass  die  Sounenflecken  in  beiden  Hemisphären  der  Sonne 
gleich  zahlreich  erscheinen , und 

6)  dass  sie  in  der  Nähe  des  Sonnenäquators  und  in  einer 
heliocentrischen  Breite  über  33u  hinaus  nur  selten,  dagegen  in 
der  zwischenliegenden  Zone  am  häufigsten  Vorkommen.  — 

S.  154.  Doppler:  Einige  Mittheilungen  und  Bemerkungen, 
seine  Theorie  des  farbigen  Lichts  der  Doppelsterne  betreffend. 
Herr  Doppler  legt  in  dieser  Abhandlung  der  k.  k.  Akademie  die 
neueren  von  verschiedenen  Physikern  und  Astronomen  angestell- 
ten  Forschungen  vor,  »eiche  zur  Bestätigung  der  Dichtigkeit  sei- 
ner Theorie  gedient  haben,  und  macht  dabei  hauptsächlich  auf 
zwei  Memoiren  des  Herrn  Sestini,  Astronomen  am  Collegio  Ro- 
mano  zu  Horn  aufmerksam,  welche  folgende  Titel  haben: 

1)  Memoria  sopra  i colori  delle  stelle  del  catalogo  di  Baily, 
osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Roma  1845. 

2)  Memoria  seconda  intorno  di  colori  delle  stelle  del  cata- 
logo di  Baily,  osservati  dal  P.  Benedetto  Sestini.  Iioma.  1847. 

Wir  halten  allerdings  die  Resultate,  zu  denen  Herr  Sestini 
durch  seine  Beobachtungen  gelangt  ist,  für  so  bemerkenswert!!, 
dass  wir  dieselben  nach  den  von  Herrn  Doppler  gemachten  An- 
führungen unseren  Lesern  hier  mittheilen  wollen: 

1.  Die  Farbe  des  Lichtes  der  Fixsterne,  welche  keine  Dop- 
pel- oder  mehrfache  Sterne  sind,  ist  ganz  gegen  die  bisherige 
Meinung  der  Astronomen,  die  gemeinhin  nur  den  letzteren  farbi- 
ges Licht  zuerkannten , nicht  hei  allen  die  weisse  und  eben  so 
wenig  die  gelbe , sondern  es  finden  sich  unter  diesen  Sterne  in 
gar  nicht  unbeträchtlicher  Menge  von  oranger,  rother,  grüner, 
blauer  und  violetter  Farbe  mit  allen  möglichen  Nuancirungen  vor. 
Die  Sterne  von  gelblichem  Lichte  mit  theilweise  schwacher  far- 
biger iSüancirung  machen  beiläufig  die  Hälfte  von  allen  aus;  solche 
von  weisseiu  Lichte  betragen  ungefähr  Vft  und  jene  von  oranger 
Farbe  etwas  über  % — so  also,  dass  für  die  übrigen  Farben  nur 
etwa  ein  schwaches  Yio  von  allen  übrig  bleibt. 

2.  Ganz ‘gegen  alles  Vermuthen  finden  sich  ferner  diese  far- 
bigen Sterne  durchaus  nicht  über  das  ganze  sichtbare  Himmels- 
gewölbe gleichförmig  und  noch  viel  weniger  bezüglich  der  einzel- 
nen Farben  in  gleichem  Verhältnisse  vertheilt  vor,  sondern  es 
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hat  in  dieser  Beziehung  ein  auffallender  höchst  beachtenswertber 
Unterschied  statt.  Eine  genaue  von  Herrn  Sestini  selber  ange- 
stellte  Vergleichung  zeige  nämlich : A 


o)  dass  die  weissen  Sterne  am  häufigsten  in  der  nördlichen  * 
Himmelshälfte  und  zwar  beiläufig  zwischen  60  — '.IO0  nördlicher 
Breite  sich  vnrQnden,  die  südlichen  Gegenden  dagegen  daran  sehr 
arm  sind; 

f> ) dass  die  bei  weitem  meisten  Sterne  mit  farbigem  Liebte 
innerhalb  einer  Zone  liegen,  welche  beiläufig  von  30°  nördlicher 
bis.  zu  30°  südlicher  Breite  reicht. 


Hier  muss  berichtigend  hinzugelügt  werden , dass  man  sieh 
durch  eine  Einsicht  in  den  beigefügten  Catalng  leicht  davon  über- 
zeugt, dass  dieser  Gürtel  nichts  weniger  als  mit  dem  Himuels- 
Aequator  parallel  läuft. 

c)  dass  ferner  auf  der  nördlichen  Hälfte  dieser  Zone  verfaält- 
nissmässig  die  meisten  blauen  und  violetten,  in  der  südlichen  hingegen 
die  meisten  orangen  und  rothen  Sterne  sich  vorfinden. 

d ) dass  es  weiter  von  allen  Partien  des  gestirnten  Himmels 
keine  gibt , an  welcher  im  Vergleiche  zu  den  daselbst  befindlichen 
anderen  Sternen  so  viele  blaue  und  violette  Sterne  Vorkommen, 
als  jene,  wo  sich  das  Sternbild  des  Herkules  befindet.  Nun  aber 
ist  es  bekannt,  dass  nach  Herschels  und  Argelanders  Un 
tersuchungen  unser  Planetensystem  mit  der  Sonne  als  seinem 
Centralkörper  aus  der  südlichen  gegen  die  nördliche  Hemisphäre 
und  zwar  ungefähr  in  der  Richtung  vom  Flusse  Eridanus  gegen 
das  Sternbild  des  Herkules  hin  sich  bewegt;  es  erscheint  dem- 
nach nur  als  eine  nothwendige  Consequenz  meiner*)  aulgesteilten 
Theorie,  dass  die  südliche  Himmelshälfte  verhältnissmässig  mehr 
orange  und  rothe,  die  nördliche  dagegen  mehr  blaue  und  violette 
Sterne  zähleu  müsse,  so  wie  insbesondere  in  der  Gegend  wo  sich 
beiläufig  Herkules  befindet,  von  allen  die  meisten  blauen  und  vio- 
letten Vorkommen  müssen  Aus  gleichem  Gründe  muss  auch  die 
südliche  Himmelshälfte  bedeutend  ärmer  an  Sternen  geringerer 
Grösse  sich  zeigen  als  die  nördliche.  Ich  habe  'in  meinen  frühe 
ren  Abhandlungen  des  letzteren  Umstandes  ausdrücklich,  des  vor- 
hergehenden wenigstens  andeutungsweise  erwähnt,  und  die  Be- 
obachtung hat  meine,  wie  es  mir  schon  damals  schien,  gegrün- 
dete Verinuthung  nicht  zu  Schanden  werden  lassen. 

3.  Das  farbige  Licht  der  einfachen  oder  der  als  solche  gel- 
tenden Fixsterne  ist  gleich  jenem  der  Doppel-  und  mehrfachen 
Sterne  höchst  wahrscheinlich  einer  Aenderung  unterworfen , die 
jedoch  von  viel  längerer  Dauer  ist  als  jene  bei  den  meisten  Dop- 
pelsternen. Für  diese  Ansicht  sprechen,  wenn  auch  nur  wenige, 
doch  gut  coustatirte  Beobachtungen. 


")  (d.  h.  Herrn  Doppler'«) 
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Nebst  der  Ifereits  bekannten  auffallenden  Farbveränderung  des 
Sirius  führt  Herr  Sestini  neuerlichst  noch  den  Stern  b in  den 
Zwillingen  an,  welcher  Stern,  im  Almagest  als  roth  bezeichnet 
Jvird,  wahrend  ihn  doch  heut  zu  Tag®  Jedermann  zu  den  ent- 
schieden weissen  rechnet.  , 

4.  Endlich  hat  Herr  Sestini  -durch  seine  Beobachtungen 
verbunden  mit  einer  sorgfältigen  Vergleichung  früherer  darauf  be, 
täglichen  Angaben,  die  Anzahl  der  bereits  bekannten  an  Farbe 
veränderlichen  Doppelsterne  noch  um  mehrere  vermehrt,  wie  diess 
aus  seinem  Memoire  von  1843,  pag.  11,,  und  aus  jenem  von  1847, 
pag.  10.  zu  ersehen  ist. 


Vermischte  Schriften. 


Bulletins  de  l’Academie  Royale  des  Sciences,  des 
lettres  et  des  beaux-arts  de  Belgique.  Tome  XVI. 
lime  Partie.  184!).  Tome  XVII.  Ire  Partie.  1850.  (Vergl. 
Literar.  Ber.  Nr.  Li.  S.  714,). 

Tome  XVI.  Urne  Partie.  1849.  p.  17.  Des  proportions 
du  corps  huroain:  par  M.  A.  Q u e tel e t.  Troisieme  article  (Voir 
le  deuxieme  article.  T.  XV.  Urne  Partie,  p.  16.).  Proportions  de 
l'homme  d’apres  les  artistes  ilaliens  de  la  reoaissance.  — p.  28. 
Sur  l'electricite  et  sur  les  anomalies  que  cet  element  meteorolo- 
giquo  a presentees  dann  ces  derniers  temps,  par  M.  A.  Quote- 
let  — p.  30.  Troisieine  note  sur  de  nouvelles  applications  cu- 
rieuses  de  la  persistance  des  impressions  de  la  retine;  par  M.  J. 
Plateau.  — p.  39.  Note  sur  la  polarisation  des  electrodes  du 
voltametre;  par  M.  P.  Loyet.  — p.  '231.  Methode  particuliere 
pour  determiner  la  collimation  d une  lunette  ineridiennc,  ä l’aide 
des  observations  astronomiques ; par  M.  le  capitaine  Liagre.  — 
p.  234.  Quatrieme  note  sur  de  nouvelles  applications  curieuses 
de  la  persistance  des  impressions  de  la  retine;  par  J.  Plateau. 
— p.  282.  Sur  l’electricite  de  l’air  pendant  les  neuf  preroiers  mois 
de  l’annee  1849;  par  M.  Quetelet.  — p.  343.  Notice  sur  une 
projection  geographiqtie  nouvelle:  par  M.  M-  Donny.  — p.  343. 
Memoire  sur  les  points  brillants  des  courbes  et  des  surfaces;  par 
M.  De  Boer.  — p.  347.  Notice  sur  la  decomnosition  electro-chimi- 
que  par  des  voltametres  differents;  par  M.  Maas.  — p.  391. 
Notice  sur  une  projection  geographique  nouvelle,  par  MM.  r.C.  L. 
Donny  et  F.  M.  L.  Donny  (S.  vorher.). — p.  413.  Sur  la  de- 
composition  electro-chimique  par  des  voltametres  differents;  par 
M.  Maas  (S.  vorher);  — p.  343.  Memoire  sur  la  theorie  des 
rdsidus  quadratiques  par  M.  Sehaar.  Rapport  de  M.  Timmer- 
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man«.  — p.  546.  Sur  un  ph^nomene  ni^tiorologiqie;  par  M.  Edm. 
de  Selvs-Longchamps.  — 
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Tome  XVII.  Ire  Partie.  1650.  p.  3.  Sur  IVIectriciW  atmo 
spherique;  par  M.  A.  Quetelet.  — p.  13.  Su#  le  nain  Jean  | 
Haonema,  dit  i’ainirai  Tromp;  par  M.  A Quetelet.  — p.  134. 
Sur  les  points  focaux  de  l'ellipse ; par  M.  le  capitaine  Liagre. 

In  diesem  Aufsätze  discutirt  der  Herr  Vf.  den  folgenden  von  ihm 
aufgestellten  Satz: 

„II  existe  sur  le  grand  axe  de  I’ellipse  un  nombre  in fini  de 
points,  situes  deux  ä deux  ä egale  distance  du  centre,  et  teU,  < 

3 ne  les  rayons  vecteurs  menes  de  chaque  couple  ä un  meme  pnint 
e la  courbe,  sont  lies  entre  eux  par  une  relation  ind^pendaote 
de  la  position  de  ce  poiut.“ 

„Les  abscisses  de  ces  points  focaux  sont  de  la  iorme 

a I a*»  _ 4*n 

+ Y ' > le  nombre  n pouvant  recevoir  toutes  les  valeure 

entieres  et  positives,  depuis  zero  jusqu'a  I infini“  wo  unter  a und 
b die  beiden  Halbaxen  der  Ellipse  verstanden  werden.  Es  scheint 
dieser  Gegenstand  nicht  uninteressant  zu  sein,  und  wohl  eine  noch 
weitere  Untersuchung  zu  verdienen  als  die  von  dem  geehrten 
Herrn  Verf.  hier  mitgetheilte  im  Ganzen  nur  kurze  Betrachtun« 
siebt.  — p.  216.  Note  sur  les  tremblements  de  terre,  ressentisen 
1849,  par  M.  Alexis  Perrey.  p-  225.  Supplement  aux  not« 
sur  les  tremblements  de  terre  ressentis  en  184/  et  1848.  — p.  328. 
Sur  les  variations  de  pression  atmospherique  et  de  temperature. 
ä la  lin  de  janvier  et  au  commencement  de  fevrier  1850.  Lettre 
de  M.  A.  Perrey.  — p 344.  Sur  un  nain  beige.  Note  cotnmon- 
quee  par  M.  Quetelet.  — Notice  sur  une  formule  ponr  calcula 
lelasticite  de  la  vapeur  d’eau , par  M.  Henri  Bruckner,  d’Aix 
la  Chapelle.  Die  auf  diese  Weise  überschriebene  Abhandlung 
enthält  aber  auch  noch  verschiedene  arithmetische  Bemerkungen 
über  die  Verwandlung  der  Wurzeln  in  Kettenbrüche,  die  Low 
rithmen  und  die  Reihen.  Wenn  man 
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setzt,  so  ist  nach  dem  Herrn  Verl'.: 

1 1 

(um  + 6)"=a  + -j-;  1 . 


£ + etc. 


p.  424.  Sur  les  variations  annuelles  du  magndtisrae  terrestre  ä * 
Bruxelles;  par  M.  Quetelet.  — p.  425.  Sur  les  telegrapbes 
electriques;  par  M.  Quetelet.  — 

Ausserdem  enthalten  diese  beiden  Bände  noch  viele  andere 
interessante  Mittheilungen , namentlich  meteorologischen  Inhalts. 


Subscriptions  - Anzeige. 

Bei  A.  C.  Kronberger,  Buchhändler  in  Frag,  und  J.  F. 
Gress,  Buchhändler  in  Wien,  wird  auf  folgendes  Werk  Sub- 
•cription  angenommen : 

Tafel  siebenstelliger  Logarithmen  der  Sinus  und 
Tangenten  für  jede  Secunde  des  Quadranten.  Heraus- 
gegeben von  Jakob  Fhil.  Kulik,  ordentlichem  Profes- 
sor  der  hohem  Mathematik  zu  Prag.  Erste  auf  dem 
Continente  von  Europa  veranstaltete  Ausgabe. 

Welchem  Mathematiker  ist  es  unbekannt,  wie  lästig,  zeitrau- 
bend und  ungenau  die  Interpolationen  werden,  wenn  mittelst  der 
gewöhnlichen  Tafeln,  welche  nach  Minuten  fortlaufen,  die  einem 
gegebenen  Winkel  zugehörige  trigonometrische  Function , oder 
umgekehrt,  zu  dieser  der  correspoodirende  Winkel,  oder  endlich, 
wenn  beim  Uebergange  von  einer  trigonometrischen  Function  zur 
andern , diese  mit  der  erforderlichen  Schärfe  bestimmt  werden  soll. 
Ein  anderer  Nachtheil  der  gewöhnlichen  Tafeln  ist  noch,  dass 


« 
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die  natürliche»  Logarithmen  der  Functionen,  welche  aus  den»  log. 
cos.r  hergeleitet  werden , sich  mittelst  derselben  auf  keine  be- 
friedigende Weise  berechnen  lassen.  Allen  diesen  Uniiikömm- 
lichkeiten  wird  aber  durch  dieses  Werk,  welches  sowohl  für  jede 
Secunde  des  Quadranten  die  Logarithmen  der  Sinus  und  Tan- 
genten, als  auch  in  den  ersten  18  Graden  die  Cosinus  in  mehr 
als  7 Dccimalstellcn  liefert,  abgehoben. 

Heil  ingtin  gen  der  Herausgabe. 

Dieses  aus  90  Druckbogen  bestehende  Werk  erscheint  nur,  wenn 
sich  eine  r ege  T b eil  nah  me  unter  den  deutschen  .Mathematikern 
dafür  ausspricht.  Das  Ganze  wird  aus  6 Lieferungen  bestehen,  und 
der  Ladenpreis  jeder  einzelnen  Lieferung  bei  den  jetzigen  hohen 
Preisen  des  Papieres,  Satzes  und  Druckes  nur  auf  1 Tbaler  ge- 
stellt werden;  hiedurch  erhalt  der  Abnehmer  das  Werk  uni  0 Tha- 
ler  in  die  Hände,  während  die  Shorlritle' sehen  Tafeln  in  F.dio- 
burg  hier  über  30  Thaler  kosten,  und  dabei  mit  so  kleinen  Typen 
gedruckt  sind,  dass  sie  unausbleiblich  auch  die  besten  Augen  zu 
Grunde  richten  müssen. 

Sobald  der  erforderliche  Aufwand  zur  Herausgabe  des  Werkes 
durch  Subscription  gedeckt  sein  wird,  nimmt  der  Druck  seinen 
Anfang,  und  wird  ohne  Unterbrechung  durch  2 Jahre  fortgesetzt 
und  beendigt.  Für  durchaus  reinen  correcten  Druck  mit  neuen 
Lettern  auf  gutem  festen  Papier  wird  gesorgt.  Beim  Erscheinen 
der  ersten  Lieferung  wird  auch  die  letzte  berechnet,  und  es  wer- 
den ausser  den  bestellten  Exemplaren  nur  so  viele  abgezogen , als 
zur  Deckung  der  allenfalls  sich  ergebenden  Defecte  erfordert  wer- 
den. Jede  Buchhandlung  Deutschlands  nimmt  Subscription  an. 
Die  Namen  der  p.  t- Herren  Subscribenten , welche  dieselben  deut- 
lich geschrieben  mittheilen  wollen,  werden  dem  Werke  vorgedruckt. 

* 

Nachschrift  des  Herausgebers. 

Ich  mache  auf  diese  Tafeln  alle  Mathematiker  aufmerksam, 
und  die  grosse  Wichtigkeit  einer  durch  die  einzelnen  Secunden 
des  Quadranten  fortschreitenden  Tafel  leuchtet  wohl  von  selbst 
ein,  da  das  Interpoliren  doch  immer  eine  sehr  lästige  Arbeit  ist 
und  die  Rechnungen  erschwert.  Ich  wünsche  daher  sehr , dass 
dieses  Unternehmen  des  geehrten,  durch  andere  ähnliche  Unter- 
nehmungen schon  hinreichend  bekannten  Herrn  Vfs.,  recht  rege 
Theilnahme  unter  den  Mathematikern  linden  möge.  G. 
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LÄIII. 

JLUcrarisclier  Ile  riclit. 


Geodäsie. 

Cours  de  Topographie  et  de  Geodesiefait  ä l’ecole 
d’application  du  corps  d’etat  raajor.  Par  J.  F.  Salneuve, 
Chel  d'escadron  detat  major.  Seconde  editiun.  Pa- 
ris. 1850.  3 Th  lr.  10  Sgr.  8. 

Sind  »vir  auch  nicht  gerade  der  Meinung,  dass  dieses  Werk 
besondere  Vorzüge  vor  unsern  bekannten  deutschen  Werken  der- 
selben Gattung  hat,  so  glauben  wir  doch  die  Leser  des  Archivs 
auf  dasselbe  aufmerksam  machen  zu  müssen,  weil  cs  in  Frank- 
reich sehr  beliebt  zu  sein  scheint,  und  allerdings  eine  ziemlich 
vollständige  Darstellung  der  niedern  und  hohem  Geodäsie  liefert. 
Ausserdem  findet  man  in  demselben  auch  manche  in  Deutschland 
noch  unbekannte  Instrumente  beschrieben,  z.  15.  einige  Distanz- 
messer, die  wohl  einige  Beachtung  verdienen  dürften , und  gross- 
tentheils  von  einenr  geschickten  nähern  piemontesischen  Oflizier. 
Herrn  Porro,  angegeben  worden  sind,  von  dem  der  Herr  Vf.  in 
der  Vorrede  sagt:  „qui,  ä une  profunde  instruction,  joint  une  sa- 
gacite  merveilleuse  dans  l’application  des  principes  d’optique. 

3u’il  possede  si  bien.  On  lira  surtout  avec  interet , je  pense,  la 
escription  de  sa  lonette  anallatique,  de  sa  longue-vue 
cornet,  et,  surtout,  de  l'appareil  propre  ä mesurer  les  bases" 
über  welchen  letzteren  eine  Commission  der  Akademie  der  Wis- 
senschaften in  Paris,  bestehend  aus  den  Herren  Binet,  Faye 
und  Largeteau,  einen  sehr  günstigen  Bericht  erstattet  hat.  Der 
Inhalt  der  einzelnen  Kapitel  dieses  allerdings  in  mancher  Bezie- 
hung zu  empfehlenden  Buchs  im  Allgemeinen  ist  folgender. 

Livre  I.  und  Livre  II.  Diese  zwei  ersten  Bücher  enthal- 
ten eine  ziemlich  vollständige  Darstellung  det  ebenen  und  sphä- 
rischen Trigonometrie,  selbst  auch  den  Binomischen  Lehrsatz, 
und  hätten  ganz  wegbleiben  sollen.  — Lirre  III.  Topogra- 
phie. Chap.  I.  INotinns  generales.  Chap.  1 1.  Canevastopographi- 
que.  Chap.  1 1 1.  Diffdrens  modes  de  lever.  Instruments  propres 
ä mesurer  les  angles.  Chap.  IV.  Instruments  emploves  a la 
mesure  des  distances.  Chap.  V.  Levees  au  goniometre  et  ä la 
chaine.  Chap.  VI.  Levees  ä la  Chaine,  alignements,  transver- 
sales. Chap.  VII.  Instruments  A reflexion.  Chap.  VIII.  En- 
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semble  des  op£rations  d’une  levee  relatives  ä la  planimetrie,  en 
combinant  tous  les  procedes  decrits  isolement.  Chap.  IX.  Nivel- 
lement. Chap.  X.  Nivellement  topographique  et  figurd  du  ter- 
rain.  Chap.  Al.  Du  dessiu  des  cartes  topograpbiques.  Chap. 
XII.  Levees  militaires.  Chap.  XIII.  Plans  cotes.  Chap.XIV. 
Copie  et  reduction  des  cartes  et  plans.  Chap.  XV.  Coinpas  de 
Proportion.  Chap.  XVI.  Emploi  de  la  boussole  et  de  fedi- 
metre  ä la  perspective.  — Livre.  I V.  Optique.  Dieses  Bach 
enthält  eine  für  den  Zweck  des  Werks  sehr  vollständige  Abhand- 
lung über  Optik  , worin  sich  manches  Beroerkenswerthe 
findet,  z.  B.  die  lunette  anallatiuue  de  M.  P orro.  — Livre  V. 
Geodesie.  Chap.  I.  Ensemble  des  operations  geodesiqoes. 
Chap.  II.  Mesures  des  bases  (p.  350.  Appareil  nouveau  ponr 
mesurer  les  bases  geoddsiques  par  M.  Porro.  Chap.  III.  Me- 
sures des  arigles  et  description  des  instrumenta  qui  y sont  con- 
sacres.  Chap.  IV7.  Calculs  relatifs  ä la  rdsolution  des  triangles. 
Chap.  V7.  Calculs  des  coordonndes  des  points.  Chap.  VI.  No- 
tions de  Geometrie  analytique,  indispensables  ä 1’intelligence  des 
formules  de  latitude.  (Hätte  auch  wegbleiben  können.)  Chap. 
VII.  Expression  analytique  de  quelques  lignes  remarquables  da 
spheroide  terrestre.  Chap.  VIII.  hormules  de  latitude,  longi- 
tude  et  azimut.  Chap..  IX.  Nivellement  geodesique  et  barome- 
trique.  Chap.  X.  Projections.  — Livre  VI.  Observatious 
e t calculs  astr  on  omi  q ues.  Chap.  I.  Notions  preliniinaires. 
Chap.  II.  Precession,  nutation,  aberration,  parallaxe,  rel’raction. 
Chap.  III.  Marche  d’une  pendule,  latitude  et  longitude  d'un 
point;  azimut  d’un  cote.  — Suite  de  tableaux  1°.  a Pin- 
scription des  angles  observös  et  des  elements  de  rd- 
duction,  ainsi  qu’aux  differents  calculs  geodesiques; 
2°  aux  calculs  a s tronom  iques. 

. i 


Astronomie. 

Schumachers  Tod. 

Es  ist  dem  Herzen  des  Herausgebers  des  Archivs  Bedürfntss, 
seinen  Lesern  das  Hinscheiden  eines  Mannes  anzuzeigen,  welchem 
er,  so  lange  er  das  Glück  hatte,  mit  ihm  in  wissenschaftlichem 
V erkehr  zu  stehen,  die  höchste  Achtung  gezollt  hat,  eine  Achtung, 
die  nie  durch  etwas  getrübt  worden  ist  , und  auch  über  das  GrÄ 
hinüber  dauern  wird,  so  lange  das  Herz  des  Herausgebers  des 
Archivs  noch  schldgen  wird.  Heinrich  Chritiian'  Schuma- 
cher ist  nicht  mehr!  Seine  Verdienste  um  die  Wissenschaft 
zu  würdigen , kann  hier  nicht  der  Ort  sein.  Sie  sind  der  Welt 
bekannt.  Aber  eine  kurze  Skizze  seiner  äusseren  Lebensumstände 
wird  und  muss  bei  so  hohem  Verdienst  den  Lesern  des  Archivs 
lehrreich  und  interessant  sein.  Ich  stehe  daher  nicht  an.  einen 
solchen  kurzen  Abriss  dieses  thätigen  und  erfolgreichen  Lebens 
aus  der  neuesten  Nummer  von  Jahn  s Unterhaltungen  für 
Dilettanten  und  Freunde  der  Astronomie,  Geographie 
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und  Meteorologie.  1851.  Nr-  11.,  die  mir  vorliegt,  zu  entneh- 
met), deren  historische  Richtigkeit  keinen  Zweifel  lässt,  da  sie 
von  einem  Manne  , Herrn  Doctor  Petersen  in  Altona,  herriilirt, 
der  dem  Dahingeschiedenen  sehr  nahe  stand.  Herr  Doctor  Jahn 
bat  übrigens  scholl  in  Nr.  3.  4.  5.  1851.  seiner  genannten  Zeit- 
schrift eine  ausführlichere  Darstellung  von  Schumachers  Lehen 
geliefert,  die  zugleich  auch  die  wissenschaftlichen  Verdienste  des 
Verstorbenen  genauer  in's  Auge  fasst,  und  auf  die  ich  daher  in 
dieser  Beziehung  die  Leser  verweise. 

G. 


Heinrich  Christian  Schumacher*) 

ist  in  dem  Flecken  Brarostedt  in  Holstein  den  3.  Septbr.  1780 
geboren.  Sein  Vater,  der  künigl.  dänische  Conferenzratn  Andreas 
Schumacher,  dessen  Vorältern  im  16.  Jahrhundert  aus  Westpha- 
len  nach  Dänemark  gekommen  waren,  und  von  welchen  der  be- 
rühmte Griffenfeldt  abstammte,  war  in  jungem  Jabreu  bei  der  dä- 
nischen Gesandtschaft  in  St.  Petersburg  au^estellt,  erhielt  später 
eine  Anstellung  unter  König  Christian  VII.  in  Kopenhagen,  wurde 
hierauf  Kirchspielvogt  in  Bramstedt,  wo  H.  C.  Schumacher  gebo- 
ren wurde,  und  zuletzt  Amtmann  in  Segeberg,  wo  ihm  ein  zweiter 
Sohn,  AudreasAnton  FriedrichSchumacherimJahre!l782geboren  ward. 
Er  starb  hier,  den  2.  Januar  1790,  innigst  betrauert  wegen  seines 
vortrefflichen  Charakters  und  seines  seltenen  Verstandes,  von  Allen, 
die  ihn  kannten.  Die  Mutter  unseres  -Schumachers  war  Sophie 
Hedwig  geh.  Weddy,  verwittwete  Hofräthin  Büsching,  Schwäge- 
rin des  berühmten  Geographen  Büsching.  Sie  starb  am  30.  Oc- 
tober  1822  in  Altona,  wo  auf  dem  Kirchhofe  zum  heiligen  Geist 
jetzt  der  Sohn  neben  ihr  in  Frieden  ruht. 

H.  C.  Schumacher  und  sein  Bruder,  die  'einzigen  Kinder 
dieser  Ehe,  wurden,  so  lange  der  Vater  lebte,  unter  seiner  Lei- 
tung von  einem  Hauslehrer  unterrichtet.  Da  aber  die  schwächli- 
che Gesundheit  des  Vaters  diesen  nicht  hoffen  Hess , seine  hoff- 
nungsvollen Söhne  erwachsen  zu  sehen,  so  empfahl  er  sie  der 
Huld  des  damaligen  Kronprinzen,  spätem  Königs  FriedrichVL.der  ihn 
liebte  und  schätzte , hoffend , sie  würden  einst  dem  Vaterlande 
ELhre  machen.  Wie  beide  diese  Hoffnung  erfüllt  haben,  ist  hin- 
länglich bekannt,  auch  blieb  der  gütige  Monarch  ihnen  stets  nicht 
nur  Beschützer,  sondern  auch  Freund. 

Als  der  Vater  starb,  war  der  nachherige  Pastor  in  Preetz, 
Dörfer,  rühmlichst  bekannt  durch  seine  Topographie  von  Schles- 
wig und  Holstein,  der  Lehrer  der  beiden  Söhne,  mit  welchen 
bald  darauf  die  Mutter  nach  Altona  zog.  Hier  besuchten  Beide 
das  Gymnasium  und  genossen  zugleich  Dörfer's  Unterricht,  der 
inzwischen  Prediger  bei  der  heil.  Geist-Kirche  geworden  war, 
und  dessen  Andenken  ihnen  stets  in  dankbarer  Erinnerung  blieb. 


*)  Von  Herrn  Dr.  Pete  rien  in  Altona  an  uns  mit  der  lütte  um 
Aufnahme  cingeseiidet.  Diesem  geehrten  llrrrn  dafür  ergebenst  dankend, 
bemerken  wir,  dun«  wir  aus  diesen  «ehr  schätzbaren  Mitthciliingcn , um 
Wiederholungen  zn  vermeiden,  nur  das  weggeiasaen  haben,  was  bereits 
S.  IT  IT.  Torknmmt.  Die  Red.  (der  astronnm.  Unterhaltungen.) 
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Schon  als  Knabe  zeigte  Sch  um  ach  er  eine  besondere  Vor- 
liebe für  Mathematik;  er  verfertigte  sich  hölzerne  Uhren  und 
Instrumente,  mit  denen  er  Beobachtungen  anstellte.  Da  er  als 
Knabe  schwächlich  war  und  der  Arzt  es  für  höchst  nöthig  hielt, 
dass  er  einige  Zeit  seinen  Schnlfleiss  einstelle  und  die  Landlaft 
geniesse,  so  brachte  seine  Mutter  ihn  nach  einem  ihr  befreun- 
deten Prediger  auf  dem  Lande,  wo  er  sehr  gern  war.  Nachdem 
er  hier  einige  Wochen  froh  verlebt  hatte,  erhielt  er  die  Nachricht 
von  seiner  Mutter,  dass  sie  das  so  sehr  gewünschte  Buch,  Wolfs 
Mathematik,  für  ihn  gekauft  habe,  und  nun  liess  er  ihr  keine 
Hube  mehr,  bis  sie  ihm  erlaubte,  zurück  zu  seinen  Studien  zu 
kehren.  Durch  Hilfe  dieses  Buches  brachte  er  es  nun  bald  sehr 
weit  in  der  Mathematik,  so  wie  er  überhaupt  seinen  grossen 
Reichthum  an"  Kenntnissen , auch  namentlich  sowohl  in  den  alten, 
als  in  vieleu  der  neuern  Sprachen,  seinem  angestrengten  Flosse 
und  dem  Selbststudium  verdankte. 

Er  studirte  in  Kiel  und  Göttingen  Jurisprudenz,  beschäftigte 
sich  aber  nebenher  flcissig  mit  Mathematik.  Von  der  Univereitil 
brachte  er  die  musterhaftesten  Zeugnisse  der  Professoren  mit. 
die  seinen  Fleiss,  seine  Kenntnisse  und  seinen  reinen  Lebens- 
wandel rühmlichst  hervorhoben.  Im  Jahr  JMOti  promovirte  er  in 
Göttingen  zum  Doctor  der  Rechte.  Hierauf  verlebte  er  einige 
Jahre  m Liefland  als  Hauslehrer.  Von  dort  zurückgekehrt,  hatte 
er  das  Glück  dem  Curator  der  Universität  in  Kiel,  Grafen  v.  Ke- 
ventlow,  bekannt  zu  werden,  durch  dessen  Einfluss  es  ihm  mög- 
lich wurde,  sich  nun  ganz  der  Mathematik  und  Astronomie  zu 
widmen,  und  einige  Jahre  bei  dem  berühmten  Gauss  in  Göttingen 
zuzubringen,  der  bald  in  ihm  den  Geistesverwandten  erkannte,  und 
ihm  Freund  ward,  welches  Bünduiss  nur  der  Tod  für  diese 
Welt  löste. 

Im  Jahre  1810  oder  1811  wurde  er  zum  ausserordentliche! 
Professor  der  Astronomie  in  Kopenhagen  ernannt,  als  noch  d« 
Conferenzrath  Bunge  daselbst  Director  der  Sternwarte  war,  folgt' 
aber  181 2 mit  Erlaubnis»  seines  Königs  und  unter  der  Bedingung 
nach  dem  etwaigen  Ableben  Bngge’s  nach  Kopenhagen  zurück 
zu  kehren,  einem  sehr  vorteilhaften  Rufe  als  Director  der  Mann- 
heimer Sternwarte,  wozu  ihn  sowohl  der  Wunsch,  alleio  ein« 
Sternwarte  vorzustehen,  bestimmte,  als  auch  der  Rath  eines  hoch- 
gestellten Beschützers  und  Freundes,  mit  dem  er  bis  zu  des« 
Tode  stets  in  freundschaftlichem  Briefwechsel  stand. 

So  trat  er  im  Herbste  1813  die  Stelle  als  Director  der  Stern 
warte  in  Mannheim  an,  verheiratete  sich  aber  vorher  mit  sem« 
jetzt  um  ihn  trauernden  Wittwe,  Christine  Magdalene  geh  >• 
Schoon,  mit  welcher  er  in  einer  höchst  glücklichen  Ehe  lebte  «nd 
mit  7 Kindern,  4 Söhnen  und  3 Töchtern,  gesegnet  wurde,  «» 
welchen  ihm  der  jüngste  und  älteste  Sohn  bereits  in  die  E*k- 
keit  voraugegangen  waren.  Schon  1 */,  Jahr  hierauf  starb  Buggt- 
und  nachdem  er  im  Februar  1815  in  W ien  bei  dem  Könige 
Dänemark,  der  damals  des  Congresses  wegen  sieh  dort  aufbidi 
(Schumacher  traf  dort  auch  seinen  geliebten  Bruder,  der  Adjutant 
des  Königs  war),  gewesen,  um  ihm  wegen  seiner  zukünftigen  SM 
hing  in  Kopenhagen  einen  Vortrag  zu  machen,  trat  er  seine  Stell* 
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als  ordentlicher  Prof,  der  Astronomie  und  Director  der  Stern- 
warte dort  an.  Er  hielt  seine  Vorlesungen  in  lateinischer  Sprache. 

Er  war  mit  allen  bedeutenden  Gelehrten  befreundet  und  mit 
den  meisten  auch  persönlich  bekannt,  welche  Bekanntschaften 
er  theils  zu  Hause  bei  sich,  theils  auf  seinen  wissenschaftlichen 
Reisen  gemacht  hatte;  so  z.  B.  auf  der  Reise  nach  Frankreich 
und  England  im  Jahre  1819.  Fernere  Reisen  unternahm  er  1826 
nach  Müncheu,  1884  nach  Berlin,  um  Bcssel  und  Encke  zu  be- 
suchen  Ausserdem  machte  er  jährlich  eine  Reise  nach  Ko- 

penhagen und,  so  lange  Olbers  lebte,  auch  nach  Bremen.  Unter 
seiner  Anleitung  haben  sich  für  die  Astronomie  und  Mathematik 
ganz  gebildet:  die  Herrn  Gunlaa,  Lehrer  auf  Island,  Nissen, 
Deichgraf  in  Tondern,  Hofrath  Hansen,  Director  der  Sternwarte 
in  Gotha,  Hofrath  Claussen,  Observator  der  Sternwarte  in  Dorpat, 
Dr.  Peters,  Prof,  der  Astronomie  in  Königsberg  und  Dr.  Peter- 
sen  seit  1827  sein  Gehilfe  bei  der  Sternwarte  in  Altona.  Ausser- 
dem haben  sich  kürzere  Zeit  in  Altona  aufgehalten,  um  sich  un- 
ter seiner  Aufsicht  im  Beobachten  zu  üben,  die  Herren  Professo- 
ren und  jetzt  Directoren  von  Sternwarten:  Olufsen  in  Kopenha- 
gen, Selander  in  Stockholm,  Svanberg  in  Upsala,  v.  Fuss  in 
VVilna,  Agaardh  in  Lund,  Dr.  Gould  zu  Cambridge  in  Nord- 
amerika, und  in  den  letzten  Jahren  sein  Sohn  Richard  Schumacher, 
l)r.  Olde,  A.  Sonntag  und  A.  Quirling. 

Welche  Fähigkeiten  er  hierdurch  der  Astronomie  zugeftlhrt 
bat,  ist  zu  bekannt,  als  dass  es  hier  naher  aus  einander  gesetzt 
zu  werden  brauchte;  eben  so  was  er  selbst  für  seine  Wissen- 
schaft gethau Andere  bedeutende  Arbeiten,  welche  noch 

nicht  oder  nicht  vollständig  publicirt  sind,  jetzt  aber  hoffentlich 
bald  der  Üeffeutlichkeit  werden  übergeben  werden,  sind:  Die 
Arbeiten  an  der  dänischen  Gradmessung,  die  Bestimmung  der 
Länge  des  einfachen  Pendels  durch  Beobachtungen  auf  Gülden- 
stein 1829  und  1830,  seine  Gewichtsbestiminungen,  die  von  ihm 
veranstalteten  Chronometer -Reisen  zwischen  Altona  und  Lübeck. 
Ausserdem  liegen  viele  Reihen  von  astronomischen  Beobachtun- 
gen von  ihm  vor. 

So  hoch  er  als  Gelehrter  stand,  so  hoch  stand  er  auch  als 
Mensch.  Er  war  der  liebenswürdigste  und  nachsichtsvollste  Gatte 
und  "Vater.  In  Gesellschaften  war  er  stets  heiter  und  munter, 
und  wo  er  nur  Jemandem  helfen  konnte,  scheute  er  keine  Mühe 
und  selbst  kein  Opfer  von  seiner  Seite,  vorzüglich , wenn  er  sieb 
davon  Erfolg  für  den,  dem  er  helfen  wollte,  versprach.  Er  konnte 
mit  der  grössten  Geduld  und  ohne  Miene  des  Missmuths  dabei 
zu  zeigen , selbst  wenn  er  mit  Arbeiten  überhäuft  war,  die  unbe- 
deutendsten und  langweiligsten  Erörterungen  auhören,  und  fand 
immer  nachher  Zeit,  das  Versäumte  uacbzuholen.  Er  wurde  von 
Allen,  die  ihn  näher  kannten,  verehrt  und  geliebt,  und  sein  An- 
denken wird  ihnen  stets  unvergesslich  bleiben. 

Ueber  die  näheren  Umstände  seines  Todes  giebt  uns  die  mit 
einem  schwarzen  Rande  umgebene  Nr.  744.  der  astronomischen 
Nachrichten  die  folgende  Nachricht: 

Am  28sten  December  1850,  Vormittags  ll'/j  Uhr,  entschlief 
sanft  und  ruhig,  uuter  den  Erscheinungen  einer  Lungenlähmung, 
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Heinrich  Christian  Schumacher,  io  seinem  am  3ten 
Septbr.  angefangenen  71sten  Lebensjahre.  Schon  ein  halbes  Jahr 
vor  seinem  Ende  glaubte  er  eine  merkliche  Abnahme  seiner 
Kräfte  zu  verspüren,  und  wiederholt  sagte  er  seinen  Tod  mit  dem 
Ausgange  des  Jahres  voraus.  Leberbesch  «erden  bildeten  die  ob- 
jectiven  Manifestationen  seiner  kranken  Gefühle.  Sie  waren  ohne 
Zweifel,  nach  der  Ansicht  seines  vieljährigen  befreundeten  Arztes, 
Folgen  seines  Stubenlebens,  aber  auch  nicht  ausser  Beziehung 
zu  den  Zeitverhältnissen.  In  den  letzten  Tagen  des  Novembers 
nahmen  sie  einen  acuten  Verlauf,  konnten  dieses  Mal  nicht, 
wie-  es  in  den  letzten  Jahren  glücklicher  Weise  mehrfach  der 
Fall  gewesen  war,  durch  einen,  leider  zu  kurzen  und  unvollstän- 
digen Podagraanfall  hinlänglich  abgeleitet  werden,  und  führten 
nach  vielen  Schmerzen  und  Beschwerden,  welche  der  Leidende 
mit  unübertroffener  Geduld  und  Fassung  ruhig  und  gelassen  er- 
trug, den  traurigen  Ausgang  herbei. 

Er  wurde  während  seiner  schweren  Krankheit  mit  der  seltensten 
Liebe  und  Sorgfalt  ~von  seiner  nun  trauernden  Frau  und  ältesten 
Tochter,  Sophie,  gepflegt.  Sein  Geist  blieb  bis  zum  letzten  Au- 
genblicke rege  und  ungeschwächt , und  noch  am  Abende  vor  sei- 
nem Sterbetage,  da  ich  wie  gewöhnlich  ihm  die  Zeitung  vorlas, 
machte  er  durch  Zeichen  bemerkbar,  welche  Artikel  ihn  vorzüg- 
lich ansprachen,  denn  leider  wurde  ihm,  während  der  letzten 
Hälfte  seines  Schmerzenslagers,  das  Sprechen  sehr  schwer,  und 
machte  jede  directe  Unterhaltung  mit  inm  unmöglich. 

Es  wäre  eine  Vermessenheit,  wollte  ich  hier  auch  nur  ein 
Wort  über  seine  grossen  Verdienste  um  die  Wissenschaften  hin- 
zufügen; sein  Verlust  ist  unersetzlich,  diese  Nachrichten  and 
sprechende  Thaten. 

Altona  1831.  Januar  5. 

A.  C.  Petersen. 

Abriss  der  praktischen  Astronomie,  vorzüglich  in 
ihrer  Anwendung  auf  geogr  aphische  Ortsbestimmung 
von  Dr.  A.  Sawitscb,  Professor  der  Astronomie  an  der 
ka  iserl  ichen  U ni  versitä  t zu  8 t.  Pet  ersb  urg.  Aus  dem 
Russischen  übersetzt  von  I)r.  \V.C.  Götze.  Mit  mehre- 
ren im  Original  werke  nicht  vorhandenen  vom  Herrn 
Verfasser  nachgel ieferten  Zusätzen  und  Erweiterun- 
gen. Zweiter  Band.  Hamburg.  1831.  8. 

Wir  freuen  uns  sehr,  schon  jetzt  den  zweiten  Band  dieses 
vortrefflichen  Werkes,  dessen  ersten  Band  wir  in  Nr.  LIX.  S. 
800.  angezeigt  haben,  den  Lesern  des  Archivs  w iederholt  zur  sorg- 
fältigsten Beachtung  dringend  empfehlen  zu  können.  Was  wir 
über  den  ersten  Band  gesagt  haben,  gilt  auch  ganz  von  dem  vor- 
liegenden zweiten  Bande,  und  Herr  Professor  Sawitscb  hat  sich 
durch  die  Herausgabe  des  nun  in  seiner  Vollendung  vorliegend«! 
Werkes  jedenfalls  ein  grosses  Verdienst  erworben , da  uns  kein 
anderes  Werk  bekannt  ist,  in  welchem  die  neuesten  Beobachtuugs- 
und  Rechnungsmethodeu  so  vollständig  und  deutlich  entwickelt 
wären  wie  in  dem  vorliegenden,  innernalb  des  Kreises  nämlich, 
den  sich  das  Werk  selbst  gezogen  hat,  indem  es  hauptsächlich 
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die  geographische  Ortsbestimmung  zum  Zweck  hat,  so  dass  es 
also  z.  I).  über  die  Berechnung  der  Planeten-  und  Cometenbahnen 
nichts  enthält,  was  auch  jedenfalls  seinen  Umfang  zu  sehr  ver- 
grössert  haben  würde.  Eben  so  freudig  wie  das  Verdienst  des 
Herrn  Verfassers  erkennen  wir  aber  auch  wiederholt  das  Verdienst 
des  Herrn  Uebersetzers  an,  was  sich  derselbe  nicht  nur  durch 
die  sehr  gute  Uebertragung  dieses  Werks  aus  dem  Russischen 
in’s  Deutsche  um  unsere  vaterländische  Literatur  insbesondere, 
sondern  auch  in  allgemein  wissenschaftlicher  Beziehung  durch 
manche  eigene  Zusätze  zu  diesem  in  so  vielen  Beziehungen  aus- 
gezeichneten Werke  erworben  hat.  Wir  können  nicht  umhin,  dem 
Herrn  Verfasser  und  dem  Herrn  Uebersetzer  aufrichtigst  zu  der 
nunmehrigen  Vollendung  dieses  Werkes  Glück  zu  wünschen,  und 
trollen  nun  noch  den  Inhalt  des  zweiten  Theils  im  Allgemeinen 
angeben,  so  weit  es  hier  der  Raum  gestattet. 

S J.s  Fünfter  Abschnitt.  Von  den  verschiedenen 
Methoden  der  Länge  nbesti  mmung.  Dieser  Abschnitt  ge- 
hört natürlich  zu  den  wichtigsten  des  ganzen  Werks,  und  ist 
auch  auf  eine  dieser  grossen  Wichtigkeit  ganz  entsprechende 
Weise  behandelt  worden.  I.  Längenbestimmung  durch  Chrono- 
meterübertragungen  (Hier  auch  z.  B-  von  S.  13.  — S.  16.  „Ueber 
eine  bequeme  Methode  zur  Bestimmung  der  sogenannten  persön- 
lichen Gleichung,  welche  zwischen  verschiedenen  Beobachtern 
stattlinden  kann“).  — II.  Bestimmung  des  Längenunterschiedes 
durch  besondere  momentane  Signale,  und  zwar  entweder  durch 
Pulversignale,  oder  mittelst  electromagnetischer  Telegraphen.  — 
III.  Allgemeine  astronomische  Methode  zur  Längenbestimmung. 
lstens  Berechnung  der  Länge  aus  Mondfinsternissen  und  aus  den 
Verfinsterungen  der  Jupiterstrabanten.  2tens.  Berechnung  der 
Länge  aus  den  Sonnenfinsternissen  und  aus  den  Bedeckungen  der 
Sterne  und  Planeten  durch  den  Mond.  Man  wird  hier  Alles  finden, 
was  über  diesen  wichtigen  Gegenstand  bis  jetzt  bekannt  und  wirk- 
lich praktisch  anwendbar  ist.  Insbesondere  machen  wir  auch  auf 
die  von  S.  133.  angegebene  Darstellung  der  „Gaussischen  Methode, 
den  Verlauf  einer  Sonnenfinsterniss  auf  der  Erde  überhaupt  zu 
berechnen“  aufmerksam , welcher  der  Herr  Uebersetzer  zugleich 
einige  eigne  werthvolle  Zusätze  (Methode  des  Uebersetzer«  zur 
Berechnung  des  Anfangs  und  des  Endes  der  Finsterniss,  so  wie 
der  grössten  Phase  , mit  Hülfe  der  Gaussischen  Methode. 
Beispiel  dazu ) beigegeben  hat.  Ausserdem  hat  derselbe 
nach  dieser  Methode  die  totale  Sonnenfinsterniss  am  ‘28s ten 
Juli  •-  1831.  auf  S.  189.  ff.  berechnet,  und  dadurch  die  prak- 
tische Anwendbarkeit  derselben  in  ein  sehr  helles  Licht  ge- 
setzt. Auf  S.  133.  wird  gesagt,  dass  diese  Gaussische 
Methode  zuerst  in  der  Dissertation  des  Herrn  G.  F.  Ursin:  De 
eclipsi  solari  die  7.  Septembris  1820.  apparitura.  Haf- 
niae  1820.  näher  erläutert  worden  sei.  Die  Methode  kann  mit 
dein  Namen  einer  Projectionsmethode  belegt  werden,  und  als 
Projectionsebene  wird  (S.  133.)  die  Ebene  angenommen,  welche 
senkrecht  auf  der  Linie  zwischen  dem  Mittelpunkte  der  Sonne 
und  der  Erde  steht  und  in  der  Nähe  der  Conjunction  des  Mondes 
mit  der  Sonne  durch  den  Mittelpunkt  des  Mondes  geht.  Vielleicht 
dürfte  es  angemessen  sein,  bei  dieser  Gelegenheit  an  eine  schon 
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im  Jahre  1812.  erschienene  Dissertation  des  Herrn  Professors 
Gerling  in  Marburg  zu  erinnern,  welche  den  Titel  hat:  Me- 
th  odi  projectionis  o r tho graph icae  usum  ad  calculo» 
paralliicticos  f'acil  i fand»  s explicavit  simulque  eclip- 
sin  solarem  die  Vil.  Septbr.  1820.  apparituram  hoc 
modo  tractatam  mappaque  geographica  illustratam 
tanquam  exemplum  exposuit  Cbristianus  Ludovicus 
Gerling.  Gottingae.  1812.  4.  In  dieser  Dissertation  sagt 
der  Herr  Vf.  über  die  angenommene  Projectioosebene  auf  p.  i: 
,,Quanquam  vero  ipsa  haec  projectionis  methodus  ab  aliis  aliter 
tractetur,  ut  postea  videbitnus,  tarnen  inter  omnes  conrenit  uuum 
idemque  planum  eligere,  ad  quod  omnia  puncta  in  hac  quaestioae 
obvia  perpendiculisdemissis  referantur,  planum  puta,  in  linearn  re- 
ctam  lixue  occultae  vei  solis  eclipsin  aut  transitum  patientis  cen- 
trum  cum  terrae  centro  jungentem,  perpendiculare.  ln  sequeutilms 
vero  patebit,  ex  innumeris  lis  planis,  quae  huic  conditioni  satis- 
faciunt,  optime  id  eligi,  quod  ipsum  lunae  vel  planetae  solis  discum 
transmigrantis  centrum  transiens,  corporum  norm»  orbitas  curvi- 
liueas  ita  sequatur,  ut  semper  si bi  ipsi  parallelum  moveatur“  - 
Die  Methode  der  Längenbestimmung  durch  MondsculminatioDen 
hat  in  dieser  Nr.  III  des  fünften  Abschnitts  auch  eine  Stelle  ge- 
funden. und  man  tindet  hier  eine  sehr  deutliche  Darstellung  der 
betreffenden  Methoden  von  Nicolai,  Struve,  u.  s.  w.  — Sechster 
Abschnitt.  Von  der  Uerechnung  trigonometrischer 
Messungen.  Ausser  den  gewöhnlicheren  Methoden  hauptsäch- 
lich die  Methoden  von  Besse  I und  Gauss,  Heduction  des  sphä- 
rischen Excesses,  kürzeste  Entfernung  zweier  Punkte  auf  der  Erde, 
deren  geographische  Lage  gegeben  ist.  u.  s.  w.  — Erster  An- 
hang. Beschreibung  und  Gebrauch  des  Spigels  ex  tau- 
ten. Sehr  ausführlich,  deutlich  und  praktisch.  Hierin  verschie- 
dene Methoden  der  Breiten  - undLängenbestimmung,  bei  denen  der 
Spiegelsextant  hauptsächlich  Anwendung  findet.  Correspoodircnde 
Höhen.  Clrcummeridian  -Höhen.  Zwei  ausserhalb  des  Meridian* 
gemessene  Höhen,  'Gaussische  Methode  die  Polhöhe,  di» 
Uhrcorrection  und  den  Fehler  des  Instrumentes  aus  den  Zeiten 
abzuleiten,  wo  drei  verschiedene  Sterne  einerlei  Höhe  erreichen. 
Knorte’s  allgemeine  Auflösung  dieses  Problems,  sowohl  liir  den 
Fall,  dass  nur  drei  Sterne  beobachtet  wurden , als  auch  für  jede 
beliebige  Anzahl  von  Sternen  (Herr  Professor  Anger  in  Danzig 
hat  in  den  Schriften  der  dortigen  naturforschenden  Gesellschaft 
auch  eine  Auflösung  dieses  Problems  gegeben,  wo,  so  viel  uns 
jetzt  erinnerlich  ist.  auch  schon  der  Fall  einer  grösseren  Anzahl 
von  Sternen  ausführliche  Berücksichtigung  gefunden  hat.).  Be- 
stimmung des  Azimuths  terrestrischer  Gegenstände  mittelst  des 
Spiegelsextanten.  Bestimmung  der  geographischen  Länge  durch 
Monddistanzen.  Borda’s,  Hessels  Methoden  u.  s.  w.  Zweiter 
Anhang.  Von  der  Interpolation.  Alles  praktisch  Wichtige 
enthaltend. 

Man  wird  aus  dieser  Inhaltsangabe,  in  welcher  der  Beschränkt- 
heit des  Raumes  wegen  hei  Weitem  nicht  alles  Wichtige  Platz 
finden  konnte,  gewiss  die  Reichhaltigkeit  dieses  Werks  erkeonea, 
und  unser  Urtheil  gerechtfertigt  linden,  dass  dieses  Werk  in  dem 
Kreise,  welchen  es  sich  seihst  gezogen  hat,  die  vollständigste 
Bearbeitung  der  praktischen  Astronomie  liefert,  welche  wir  bis 
jetzt  besitzen. 
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LXIV 

Literarischer  Itericlit. 

M e ch  u nik 

Der  Attractionscalcül.  Eine  Monographie  von  Dr. 
Oskar  Schlümilch,  Prof,  der  höheren  Mathematik  und 
der  analytischen  Mechanik  an  der  K.  Stichs,  techn. 
Bildungsanstalt  zu  Dresden.  Mit  einer  Figuren  tafel. 
Halle.  Druck  und  Verlag  von  H.  VV.  Schmidt.  1851.  — 
58.  S.  in  Octav. 

(Angezeigt  vom  Herrn  Professor  Dr.  Möbius  in  Leipzig.) 

Eine  ' mit  der  an  ihrem  Verfasser  gewohnten  Klarheit  und 
Schärfe  geschriebene  Abhandlung.  Sie  zerfallt  in  zehn  Paragra- 
phen: §.  1.  Allgemeine  Begriffe  und  Formeln;  V 2,  Anziehung 
sehr  weit  von  einander  entfernter  Massen ; §.  3.  Anziehung  des 
abgestumpften  Kegels:  §.  4.  Anziehung  der  Kugel  und  Kugclsehaale. 
Der  übrige  Theil  der  Schrift  behandelt  das  so  vielseitig  schon 
in  Angriff  genommene  Problem  der  Attractinn  eines  ElHpsoids : 
§.  5.  Anziehung  des  homogenen  dreiachsigen  Ellipsoids;  §.  6.  For- 
meln für  das  ltotatiousellipsoid ; §.  7.  Das  Reductioustheorera  von 
Ivory.  Der  in  diesen  §5.  vom  Verf.  cingeschlagene  Weg  ist  demje- 
nigen ähnlich,  welchen  Poisson  in  seinem  Traite  de  Mecanique,  2. 
e(fit.,  Tome  I.  Seite  185.  und  folg,  genommen,  nur  dass  H.  Schl, 
den  Gegenstand  auf  eine  für  den  Anfänger  fasslichere  Weise 
darzustellen  und  die  Schlüsse  hier  und  da  schärfer  zu  begründen 
sucht. 

In  deu  drei  noch  übrigen  6§.  (8.  9.  10.)  denkt  sich  der  Ver- 
fasser des  Ellipsoid  durch  Flächen,  welche  seiner  Oberfläche  ähn- 
lich und  mit  ihr  concentrisch  sind , in  unendlich  dünne  Schichten 
zerlegt,  und  nimmt  an,  dass  die  Dichtigkeit,  welche  im  Vorherge- 
henden für  alle  Punkte  des  Ellipsoids  dieselbe  war,  von  einer 
Schicht  zur  anderen  nach  einem  neliebig  gegebenen  Gesetze  ver- 
änderlich sei.  Um  nun  auch  die  von  solch  einem  nicht  homoge- 
nen Ellipsoid  auf  einen  in  seinem  Innern  oder  ausserhalb  liegen- 
den Punkt  ausgeübte  Anziehung  zu  bestimmen,  beginnt  der  Ver- 
fasser deu  Calcul  ganz  von  Neuem,  wobei  er  sich  des  von  Le- 
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jeune  Dirichlet  crlundenen  und  von  diesem  (wie  aus  Crelle’s  Jour- 
nal für  Math.  XX.  Hand,  Seite  27(».  zu  ersehen)  heim  homogenen 
Ellipsoid  in  Anwendung  gebrachten  Kunstgriffs  bedient,  welcher 
dann  besteht,  dass  man,  um  den  Werth  eines  bestimmten  Integrals 
zu  linden,  dasselbe  mit  einer  disrontinuirlichen,  gleichfalls  als  be- 
stimmtes Integral  ausgedrückten  Function  multiplicirt,  welche  in- 
nerhalb der  Grenzen  des  erstcren  Integrals  = I , über  dieselben 
hinaus  aber  =0  ist.  Er  gelangt  auf  solche  Weise  zu  einer  For- 
mel (no.  07.),  welche  die  Anziehung  des  Punktes  durch  ein  ein- 
faches bestimmtes  Integral  ausdrückt,  dessen  Grenzen  durch  die 
Lage  des  Punktes  gegen  /las  Ellipsoid  bedingt  werden.  Hieraus 
leitet  er  schlüsslich  ein  sehr  hemerkenswerthes  Theorem  ab»  wel- 
ches eine  Verallgemeinerung  des  schonen  von  Legendre  zuerst 
nur  für  das  Rotationsellipsoid  und  später  von  Laplace  allgemein 
fiir  jedes  homogene  Ellipsoid  bewiesenen  Theorems  ist : dass  die 
Anziehung  eines  äusseren  Punktes  von  einem  Ellipsoid  dieselbe 
Richtung  hat,  wie  die  Anziehung  desselben  Punktes  von  einem 
zweiten  mit  dem  ersteren  confocalen  Ellipsoid . dessen  Oberfläche 
durch  diesen  Punkt  geht,  und  dass  sich  unter  der  Voraussetzung, 
dass  beide  Ellipsoide  einerlei  Dichtigkeit  haben,  die  Anziehungen 
selbst  wie  die  Volumina  der  beiden  Ellipsoide  verhalten.  Dieser 
Satz  gilt  nämlich,  wie  II.  Schl,  zeigt,  wörtlich  auch  dann,  wenn 
man  statt  die  zwei  Ellipsoide  homogen  und  gleich  dicht  vorauszu- 
setzen,  annimmt,  dass  — wie  sich  Ref.  ausdrticken  möchte  — hei 
dem  einen,  w ie  bei  dem  anderen  Ellipsoid  die  Dichtigkeit  in  jedem 
Punkte  eine  und  dieselbe  Function  des  Verhältnisses  ist,  in  wel- 
chem der  vom  gemeinschaftlichen  Mittelpunkte  der  Ellipsoide  bis 
an  den  Punkt  gezogene  Radius  zu  dem  über  den  Punkt  hinaus 
bis  an  ilie  Oberfläche  des  betreffenden  Ellipsoids  verlängerten 
Radius  steht.  Nur  muss  Ref.  hierbei  noch  bemerken,  dass  auf 
Seite  43  unten,  w o in  drei  Zeilen  auf  das  in  der  Geschichte  dieser 
Untersuchungen  Epoche  machende  Legendre’sche  Theorem,  als 
eine  einfache  Folgerung  aus  dem  allgemeineren  Theorem  , hinge- 
deutet wird,  der  Name  Legendre’s  mit  zu  nennen  gewesen  wäre, 
indem  ohne  solches  es  scheinen  muss,  als  ob  H.  Schl,  jenes  Theo- 
rem als  schon  entdeckt  nicht  gekannt  habe. 

Die  Geschicklichkeit,  welche  H.  Schl,  bei  der  Entwickelung 
seiner  Formeln  für  das  nicht  homogene  Ellipsoid  durch  mannig- 
fache zum  Theil  sehr  kunstreiche  Transformationen  bestimmter 
Integrale  beweist,  verdient  rühmliche  Anerkennung.  Dass  aber 
dadurch  die  Theorie  der  Attraction  des  Ellipsoids  eine  wesentliche 
Bereicherung  erhalten  habe,  wie  doch  der  Leser  nach  der  der  Schrift 
vorausgeschickten  kurzen  Einleitung  zu  erwarten  berechtigt  ist, 
muss  Referent  in  Ahrede  stellen.  Denn  die  das  Endresultat  in 
sich  fassende  Formel  No.  97.  ist  nach  Weglassung  des  Integral- 
zeichens vollkommen  einerlei  mit  der  schon  vor  längerer  Zeit  von 
Poisson  gegebenen  Forniel  für  die  Attraction  einer  unendlich  dün- 
nen von  zwei  concentrischen  und  einander  ähnlichen  Ellipsoideo- 
fl.’ichen  hegränzteu  Schicht  auf  einen  ausseren  Punkt,  wenn  diese 
Formel  noch  mit  der  die  Dichtigkeit  der  Schicht  ausdrückenden 
Function  multiplicirt  wird. 

Man  fludet  diese  Poisson  sche  Formel  überaus  einfach  herge- 
leitet in  einem  Aufsatze  Plana's  in  Crelle’s  Journal,  XX.  Band. 
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Seite  217.  und  2IS.  Sie  ersieht  »ich  hiernach,  wenn  man  zuerst 
mit  Hülle  de«  Ivorv’schen  Theorems  die  Formel  für  die  Attractlou 
eines  Ellipsoids  auf  einen  äusseren  Punkt  entwickelt  (Legemlre 
Traite  des  fonct.  elli|>t.,  Tome  I.,  pag.  554.),  und  sodann  diese 
(das  Legeudre’sche  Theorem  in  sich  schlicssende)  Formel,  nach- 
dem sie  auf  (lassende  Weise  umgehildct  worden,  nach  den  Di- 
mensionen des  Ellipsoids  unter  der  Hypothese  differentiirt , dass 
letzteres  sich  ähnlich  bleiben  soll.  — Mit  Anwendung  dieses 
Verfahrens  würden  sich  die  zur  Schlussformel  Nr.  97.  uöthigen 
Entwickelungen,  wozu  H.  Schl,  den  Kaum  von  Seite  Xi.  bis 
41.  und  in  hirizugetügten  an  sich  sehr  schätzen» werthen  Noten 
von  Seite  51,  bis  58.  verwendet,  auf  etwa  vier  Seiten  haben  re 
duciren  lassen.  M. 


Astronomie. 

Uranos.  Synchronisch  geordnete  Epheiueride 
aller  II  i m m e I s e r s chei  n o n gen  des  Jahres  1851,  erstes 
Semester.  Vom  Jahre  184(5  an  herausgegeben  von  der 
Königlichen  U ni  ve  rsi  tats- Ster  n wart  e zu  Breslau. 
S ec h s t er  J ah  rgan  g.  Breslau.  1851. 

Zweck  und  Tendenz  dieser  sehr  emplehlenswcrthen  Epheme- 
ride  sind  aus  unseren  früheren  Berichten  hinreichend  bekannt. 
Wir  machen  aber  daraut  aufmerksam,  dass  \on  jetzt  an  die  gewiss 
sehr  zweckmässige  Einrichtung  getroffen  worden  ist , dass  die- 
selbe in  sechs  Monate  umfassenden  Heften  erscheint.  Diese  Ein- 
richtung wird  der  weiteren  Verbreitung  dieser  Ephcmcride  gewiss 
sehr  förderlich  sein , da  die  einzelnen  Monate  nun  früher  in  die 
Hände  der  Beobachter  gelangen. 


Physik. 

Aufgaben  aus  der  Physik  nebst  i hren  A ul  I ös  u n ge  n. 
Zum  Gebrauch  für  Lehrer  und  Schüler  an  höheren  Un- 
terrichts an  stal  t en  und  besonders  beim  Selbstunter 
rieht  liear  beitet  von  l)r.  C.Fliedner,  II au p t lehr e r a n d c r 
Realschule  zu  Hanau.  Mit  91  Holzschnitten.  Brauu- 
sch weig  1851.8. 

Diese  Sammlung  von  vorzugsweise  aus  dem  Gebiete  der  ma- 
thematischen Physik  entnommenen  Aufgaben  scheint  uns  ihrem 
Zwecke  recht  wohl  zu  entsprechen,  und  verdient  Lehrern  der 
Physik  zur  Beachtung  empfohlen  zu  werden.  Die  Auflösungen 
sind  beigelugt.  Die  Aufgaben  betreffen:  Bewegung  der  Körper. 
Maas«  der  Kräfte  und  ihrer  Leistungen.  Zusammensetzung  und 
Zerlegung  der  Kräfte.  Schwerpunkt  und  Trägheitsmoment.  Ein- 
fache Maschinen.  Centrifugal-  nnd  t'eutripetalkraft.  Wirkungen 
der  Schwerkraft  hei  Bew  egungen  auf  vorgeschriebeneni  Wege  (Pen- 
del). Stoss.  Reibung.  Festigkeit.  Gleichgewicht  und  Druck 
tropfbarer  Flüssigkeiten  in  Gelassen.  Gleichgewicht  zwischen 
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tropfbaren  flüssigen  und  festen  Körpern.  Speciüsches  Gewicht.  Be- 
wegung des  Wassers.  Gleichgewicht  und  Druck  der  Luft.  Schall. 
Ausdehnung  der  Körper  durch  die  Wärme.  Wärmecapacität  und 
Aenderung  des  Aggregatzustandes.  Dämpfe,  besonders  Wasser- 
dämpfe. Verbrennung  und  Heizung.  Geradlinige  Fortpflanzung 
des  Lichts.  Sehwinkel.  Schatten.  Geschwindigkeit  des  Lichts. 
Photometrie.  Reflexjon.  Brechung.  Linsengläser.  Optische  In- 
strumente. Magnetismus.  Electricität 

Durch  grössere  Reichhaltigkeit  und  theilweise  grössere 
Schwierigkeit  der  Aufgaben  scheint  diese  Sammlung  Vorzüge 
vor  der  früher  erschienenen  Sammlung  physikalischer  Auf- 
gaben von  F.  Kries.  Jena  1843.  zu  haben. 


Vermischte  Schriften. 

The  Cambridge  and  Dublin  mathematical  Journal. 
Edited  by  W.  Thomson,  M.  A.  F.li.S.  E.  Vergl.  Liter.  Bericht 
Nr.  LVI. 

(Leider  ist  uns  Nr.  XXIV.  dieses  ausgezeichneten  Journals,  wahr- 
scheinlich durch  ein  Versehen,  noch  nicht  zugegangen,  und  wird  daher 
später  noch  angezeigt  werden.) 

No.  XXV.  On  certaiu  General  Properties  of  Honiosjeneou* 
Functions.  By  J.  J.  Sylvester.  — On  the  Intersections  of 
Two  Conics.  By  J.  J.  Sylvester.  — On  certain  „Loci“  con- 
nected with  the  Geodesic  Lines  of  Surfaces  of  the  Second  Order. 
By  John  Y.  Ru  tledgc.  — Two  Arithmetical  Theorems.  By 
Henry  Wilbraham  (Diese  Theoreme  sind  folgende:  1.  Let  m 

be  any  number  not  divisible  by  2 or  5,  and  suppose  — »vhen  re- 

duced  to  a circulating  decimal  to  bave  a recurring  period  of  p 
digits;  and  let  N be  any  other  number,  in  whien  the  number 
of  digits  is  greater  than  p : if  IV  be  marked  off  into  periods  of  p 
digits  cach  (beginning  at  the  units),  and  these  several  periods, 
each  considered  as  a number  consisting  of  jj  digits , be  added 
together,  and  the  sum  be  n;  then,  if  n be  divisible  by  m,  N also 
will  be  divisible  thereby;  and  if  n be  not  so  divisible,  the  remain- 
der,  on  dividing  n by  m,  will  be  the  same  as  that  found  on  tli- 
viding  N by  m;  or  in  other  words,  n will  be  congruous  to  A*  with 
respect  to  the  modulus  nt.  — II.  If  m be  a prinie  number,  and 

p be  an  even  number,  N may  be  divided  into  periods  of  -^p  tfi- 

gits  cach;  and  of  these  periods,  if  the  Ist,  3rd,  5th,  etc.  be  ad* 
ded  together  and  also  the  2nd,  4th , ßth,  etc.  and  the  latter  sum 
suhtracted  from  the  former,  and  tbe  difference  be  called  n ; tbeo. 
as  in  the  former  theorem , tt  will  yield  the  same  remainder  as  N 
on  division  by  m.  If  n be  negative  and  not  divisible  by  n»,  the 
proper  remainder  is  tbc  difference  hetween  n and  the  multiple  of 
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in  next  above  it  numerically.)  — Application  of  Combinations 
to  tbe  Explanation  of  Arbogasts  Method.  ßy  Professor  De  Mo  r- 
gan.  — Notes  on  Lagrange  s Theorem.  By  Arthur  Cayley. — 
On  a double  Infinite  Series.  Bv  Arthur  Cayley.  — Laws  on 
tbe  Klasticity  of  Solid  Bodies.  By  W.  J.  Macijuorn  Kakine. — 
Matheraatical  Notes : I.  A Demonstration  of  Taylors  Theorem. 
By  Homersham  Cox.  II.  Demonstration  of  the  known  Theorem, 
that  the  Arithmetic  Mean  between  any  numher  of  Positive  Quan- 
tities  is  jjreater  than  their  Geometrie  Mean.  By  A T hack  er. — 
On  the  Construction  of  the  Ninth  Point  of  Intersection  of  Two 
Curves  nf  the  Third  Degree,  \rhen  the  other  Eight  Points  are 
given.  By  Thomas  Weddle.  — On  the  Theory  of  Linear 
Transformations.  By  George  Boole. 

(The  Next  Number  will  he  Published  on  the  Ist  of  May.) 


Verhandlungen  der  schvv  eizeri  sehen  natur  forsch  en- 
den Gesellschaft  bei  ihrer  Versammlung  in  Aarau 
am  5.  6,  7 August  1850.  35ste  Versammlung.  Aarau  8. 

Von  den  grösseren  in  diesem  Hefte  enthaltenen  Abhandlun- 
gen machen  wir  auf  die  folgenden  aufmerksam: 

Vortrag  des  Herrn  Leopold  von  Buch:  Ueber  einige 
Riesenthiere  der  Vonveit. 

Prof.  C.  F.  iSchöubein:  Ueber  den  Einfluss  des  Lichtes 
auf  die  chemische  Thätigkeit  des  Sauerstoffs. 

Prof.  Möllinger:  Ueber  einen  Universalzirkel. 

Prof.  M o u s s o n : Ueber  die  WliewelTschen  oder  Quetelet'schen 
Streifen. 

Ausserdem  findet  man  in  diesen  Verhandlungen  S.  157.  — 
S.  169.  eine  interessante  Lebensbeschreibung  des  zu  Bern  ver- 
storbenen verdienten  Professors  der  Mathematik  Johann  Frie- 
drich  Trechsel  daseihst,  aus  welcher  wir  die  folgenden  kurzen 
Notizen  ausheben. 

Johann  Friedrich  Trechsel  wurde  am  4ten  März  1776 
in  der  Bcrnischen  Muuicipalstadt  Burgdorf  als  das  jüngste  von 
zwölf  Kindern  geboren.  Schon  im  13ten  Jahre  bezog  er  die  hö- 
here Lehranstalt  zu  Bern,  mit  dem  Vorsatze,  Theologie  zu  stu- 
diren.  Später  wandte  er  sich  auf  den  Rath  des  Professors  Itth 
mehr  dem  Studium  der  Mathematik  zu,  in  welcher  Tralles, 
nachherigcs  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in  Ber- 
lin, sein  Lehrer  war.  Im  Jahre  1805  erhielt  er  die  Professur  der 
Mathematik  an  der  am  ‘2ten  November  des  genannten  Jahres  er- 
richteten (im  Jahre  18114  zu  einer  Universität  erhobenen)  Heroischen 
Akademie,  uml  im  Jahre  1812  auch  noch  die  der  Physik.  Trech- 
scl  besass  ein  ausgezeichnetes  Lehrtalent,  und  hat  sich  sowohl 
als  Lehrer,  als  auch  namentlich  durch  die  trigonometrische  Auf- 
nahme des  Kantons  Bern  um  sein  Vaterland  sehr  verdient  gemacht, 
da  er  auch  stets  den  lebhaftesten  Anlheil  an  dessen  politischen 
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Schicksalen  nahm  , und  neben  seinem  Lehramte  «ft  noch  öfentikht 
bürgerliche  Aemter  bekleidete.  Sein  Charakter  wird  io  dies«« 
Nekrolog  als  ein  höchst  Hebens»  ürdiger,  in  jeder  lieziebms 
höchst  ehren«  erther  geschildert.  Die  Treue  in  jeder  Beikl»»s 
galt  ihm  für  das  Höchste  im  Leben,  und  er  hat  sie  geübt  nie 
Wenige,  sagt  sein  Biograph.  Mit  vielen  der  berühmtest«  Ge- 
lehrten des  In-  und  Auslandes  stand  er  in  lebhaftem  wissen 
schaftlichen  Verkehr.  Seine  sonst  felsenfeste  Gesundheit  werde 
späterhin  tlieils  durch  die  Anstrengungen  hei  seinen  geodätl-d»« 
Arbeiten,  theils  durch  mancherlei  erlittene  Kränkungen  und  ihm 
betroffene  l nglückslälle  geschwächt.  Er  starb  am  'Jftsten  Novas- 
her  1849  früh  uin  7 I hr  im  74sten  Lebensjahre  nach  kot»« 
Krankenlager.  Der  Redner  an  seinem  Grabe  schloss  mit  de« 
mit  vollem  Rechte  auf  ihn  anwendbaren  Bibel worte:  ..Sein  Lebe« 
ist  köstlich  gewesen , denn  es  ist  lanter  Mühe  und  Arbeit  ge 
wesen.“ 


J u hrc  slte  ric  h I der  Fürstlich  J ab  lonowsh  i’schenGr- 
Seilschaft.  Leipzir/,  im  Mürz  1851.  (Soweit  derselbe  die 
Mathematik  betrifft).  . 

1.  Bericht  über  die  im  Jahre  1850  e i n gega  ngenen 
Preisbe»  erbungssch  riften. 

Ueber  die  zuerst  im  Jahre  1849  gestellte  und  darauf  im  J»bre 
1850  wiederholte  Preisaufgabe: 

„Unter  den  von  den  Alten  erwähnten  Sonnen-  und  Mondfiir 
„stemissen  die  beachtenswerthesten  von  Neuem  zu  prn- 
„fen,  und  nach  den  Principien  der  Wahrscheinlichkeitsrrcb 
„nung  zu  entscheiden,  ob  und  welchen  Einfluss  ehie  angeaKs 
„sene  Berücksichtigung  derselben  auf  die  Bestimmung  der 
„Mondelcmente,  insbesondere  der  Knoten,  haben  würde“ 

ist  der  Gesellschaft  nur  eine  einzige  Bewerbungsschrift  unter  dem 
Titel : 

„Astronomische  Untersuchungen  über  die  Mondfinsternis.-* 
„des  Almagest“ 

und  mit  dem  Motto 

„,t 1 ulli formt  luna  ambnge  tnrsit  iugenia  cimtemplnnttum  et  proiimss 
..sidus  tynorari  maxime  iiuliynaniittm.  (Pliu.  II.  Y II,  ».)“ 

ztigesendet  worden.  Der  Verfasser  dieser  Abhandlung  hat  nun 
zwar  die  gestellte  Frage  nur  theilweise  beantwortet,  indem  ei 
Sonnenfinsternisse  gar  nicht,  und  von  den  Mondfinsternissen  Mes 
die  19  im  Almagest  verzeichnefeil  berücksichtigte.  l)a  sich  jedacb 
seine  Schrift  bei  genauerer  Prüfung  in  ihren  Angaben  als  sehr  zu- 
verlässig erwies,  da  sie  den  Gegenstand  mit  Gewandtheit  und 
richtigem  Tacte  behandelt  hat,  und  die  darin  enthaltenen,  mittelst 
der  Riethode  der  kleinsten  Quadrate  gefundenen  (’orreetionen  der 
mittleren  Bewegungen  des  Mondes  und  seiner  Knoten  von  nicht 
unerheblichem  Interesse  erscheinen,  so  fand  sich  die  Gesellschaft 
bewogen,  dem  Verfasser  zwei  Drittel  des  ausgesetzten  Preise* 
als  Acccssit  zuzuerkennen. 
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Bei  Eröffnung  des  versiegelten  Zettels  ergab  sich  als  der 
irfasser  dieser  Abhandlung 

Julius  Zech. 

!>r.  |>bil.  in  Stuttgart. 

II.  Preisfrage  für  das  Jahr  1852. 

Aus  der  Astronomie.  Für  das  Jahr  1852. 

Der  Verfasser  der  von  unsrer  Gesellschaft  in  diesem 
ihre  mit  dem  Accessit  ausgezeichneten  Abhandlung  „über 
e Mondfinsternisse  des  Almagest“,  Herr  l)r.  Zech  in  Stutt- 
jrt , hat  durch  Berechnung  dieser  Finsternisse  mittelst  der 
’anioiseau’schen  Mondtafeln  als  ziemlich  sichres  Resultat 
efundeu  , dass  in  genannten  Tafeln  die  hundertjährige 
Inotenbewegung  des  Mondes  um  etwa  l',7  zu  vermindern,  also 
= 134°8'15"  zu  setzen,  und  die  hundertjährige  mittlere  Bewegung 
es  Mondes  um  etwa  0',5  zu  vermehren,  also  =307“  53'  12" 
nzunehmen  sei.  Da  mit  Anwendung  dieser  Correctionen,  welche 
en  bekannten  Airy’schen  nahe  kommen,  es  Herrn  Zech  gelungen 
st,  die  111  Finsternisse  des  Almagest  im  Ganzen  sehr  befriedigend 
lurch  Rechnung  darzustellen,  so  findet  sich  die  Gesellschaft  ver- 
anlasst, folgende  neuo  Preisaufgabe  vorzulegen : 

„die  unten  verzeiebneten , auf  zuverlässigen  Angaben  von 
Schriftstellern  des  classischen  Alterthums  beruhenden  Finster- 
nisse nach  den  Dainoiseau’schen  Mondtafeln , mit  Hinzufii- 
gung  der  vorbemerkten  zwei  Correctionen  zu  berechnen,  da- 
fern jedoch  die  Resultate  der  Rechnung  nicht  eine  zureichende 
Uebereinstimmung  mit  den  Angaben  der  Schriftsteller  zeigen 
sollten,  zu  untersuchen,  ob  und  welche  mit  der  historischen 
Chronologie  vereinbare  Abänderungen  der  für  jene  Finster- 
nisse seither  angenommenen  Jahre  etwa  zu  befriedigenderen 
Ergebnissen  führen  möchten." 


Verze ichui s.s  d er  z u berechnenden  Finsternisse. 


1.  0 F.  zu  Sardes,  im  zeitigen  Frühjahr,  Ol.  74,  4. 

Herod.  7,  37.  (Schol.  Aristid.  |>.  222)  480(?) vorChr. 

2.  0 F.  zu  Athen,  nach  Mittag,  im  Sommer 

01.87,2.  Thuk.  2,  28.  ‘ 3.Aug.43l  „ „ 

3.  0 F.  zu  Athen,  im  Anfänge  des  Frühjahrs 

01.  88.  4.  Thuk.  4,  52.  20.März424  ,.  „ 

4.  ])  F.  zuSyrakus.im Spätsommer  Ol. 91,4. 


Thuk.  7.  50.  Plut.  Nik.  23  , 28. 

5.  J F.  zu  Athen,  Abends,  Ol.  93,  3.  Xeu. 
Hell.  1.  0,  1. 

<j.  © F.  zu  Athen  Ol.  94, 1. Xeu.  Hell.  2,3,4. 

7.  0 F.  in  Uüotieu,  im  Sommer  Ol.  96,3.  Xen. 
Hell.  4,  3,  10 


27.  Aug.  413 

15.  April  405 
2.  Sept.  404 


13.  Aug.  394 


tt  tt 


tt  tt 
tt  tt 
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8.  J)  F.zu  Arbela,  aml5.  BoedromionOl. 112, 

2.  Flut.  Alex.  31.  Arrian.  Anab.  3,  7,  6 
u.  15,  7.  Vgl.  Ptolem.  GeogT.  1,  4.  Plin. 
hist.  nat.  2.  70. 

9.  Q F.  zwischen  Sicilien  und  Africa  Ol. 

117,  2.  Diod.  20,  6.  Just  22,  0. 

10.  })  F.  in  Makedonien,  am  3.  röm.  Septbr.  580 

u.  c.  Cic.  d.  rep.  1,  15.  Plin.  2,  12.  Plut. 
Aem.  Paul.  17. Liv.44,37. 

11.  })  F.  in  Pannonien.  Tac.  Ann.  1.28.  Dio 

l ass.  57,  4. 

12.  0 F.  zuRom.Tac.  Ann.  14,  12.  Plin.  h.  n. 


2.  70.  Dio  fass.  61,  16. 

13.  3)  F.  zu  Koni  , n a 

14.  0 F.  daselbst  i Pl,n-  h'St  "at‘  % 1X 

15.  Q F.  in  Sicilien,  um  Mittag,  Firmic.  Mat. 


astr.  1.2. 


16.  0 F.  inMesopotamien,  beiSonneuaufgang. 
Ainmian.  Marc.  20,  3. 


2U.Sept.331  rorChr 
14.  Aug.  310  . „ 


21.  Juni  168  „ . 

26.Sept  1 4 nacht  br. 

30.  April  59  „ „ 
4.  März  71  „ „ 
19.  März  — „ 

17.  Juli  334  „ „ 


27.  Aug.  360  „ 


Die  Preisbewerbungsschriften  sind  in  deutscher,  latei- 
nischer oder  französischer  Sprache  zu  verfassen,  müssen 
deutlich  geschrieben  und  paginirt,  ferner  mit  einem  Motto 
versehen  und  von  einem  versiegelten  Zettel  begleitet  sein,  der 
auswendig  dasselbe  Motto  trägt,  inwendig  den  Namen  und  Wohn- 
ort des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung  endet  für 
das  Jahr  der  Preisfrage  mit  dem  Monat  November;  die 
Adresse  ist  an  den  jedesmaligen  Secretair  der  Gesellschaft  (für 
das  J.  1851  an  den  ordentl.  Prof,  der  Mineralogie  und  Geogiwsie 
an  der  Universität  zu  Leipzig  (’.  F.  Naumann)  zu  richten.  Uw 
ausgesetzte  Preis  beträgt  für  die  Aufgabe  aus  der  Astronomie  21 
Ducaten. 


Druckfehler. 

In  der  Ueberschrift  des  Aufsatzes  Nr.  XXXVII.  in  TbL  XVI 
Heft  4.  S.  424.  s.  m.  „Scbeffler“  statt  „Seheffler". 
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